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Resumo

Mostramos nesta dissertagao a existéncia de uma sequéncia biortogonal em L?*(—T,T) para
uma familia de exponenciais complexas do tipo (e*t), e onde (i);) ey ¢ um conjunto de
autovalores do sistema homogéneo da equagao da ondé;;édiscretizada p‘gﬁr diferencas finitas e
estimamos sua norma. Além disso, mostramos que dado uma sequéncia biortogonal, a sua
ultima componente, isto é, a componente IV, tem crescimento exponencial. Com a existéncia
dessa sequéncia biortogonal conseguimos explicitar um funcional controle vy, (t) na fronteira
para uma solucao u do sistema semi-discreto por diferencas finitas.

Palavras-chave:Diferencas Finitas, sequéncia biortogonal, controle.
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Abstract

we show in this dissertation the existence of a sequence biorthogonal in L*(—T,T) for a
family of complex exponentials of type (e*i?) ey where (i)\;) ey is a set of eigenvalues of
the homogeneous sistem of wave equation discfigtized by finite difference and we estimate its
norm. Moreover, we show that given a biorthogonal sequence, its last component, i.e, the
component N, has growth exponential. With the existence of this biorthogonal sequence
we could explicit a functional control vy,(t) on the boundary for a solution u of sistem semi-
discrete by finite difference.

Key Words:Finite Difference, Biorthogonal Sequence, Control.
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Capitulo 1

Introducao

Controlar oscilagoes em problemas traduzidos em termos de uma equacao diferencial parcial
de evolugao, (equagao da onda, por exemplo) tém despertado o interesse de muitos pesqui-
sadores nos tltimos anos. O problema de controlabilidade, pode ser expresso de maneira
geral da seguinte forma: consideramos um sistema a controlar, sobre o qual podemos atuar
mediante um mecanismo dado na fronteira, ou em uma parte interior do sistema. Dado um
T > 0, o problema de controlabilidade consiste em estudar a possibilidade de conduzir o
sistema ao estado de equilibrio.

Muitos trabalhos, usam como objeto de suas andlises as pequenas vibragoes de uma corda
de comprimento unitario, estas sao representadas pela classica equagao da onda unidimen-
sional, no contexto do continuo ou discreto. A fim de mostrar a importancia do estudo do
contole para o sistema de ondas no contexto do continuo é considerado o seguinte sistema;

Ut — Ugy — O, x € (071), t>0,
u(t,0) =0, u(t,1) = o(t), t>0,
u(0,7) = u’(z), u(0,7) = u'(t), = €(0,1).

O sistema — estd bem posto mediante & escolhas adequadas dos dados iniciais
(u®,u') e da condigao de fronteira v. Por exemplo, para todo T' > 0, o sistema -
estd bem posto quando (v’ u') € L*(0,1) x H~1(0,1) e v € L*(0,T), isto ¢, existe uma
solugao u € C ([0, T]; H}(0,1)) N C* ([0, T7; L*(0,1))

Quando v = 0, temos o sistema homogeéneo correspondente ao sistema - dado
por

Wit — Wype — O, T € (0, 1), t> 0,
w(t,0)=0, w(t,1l) = 0, t>0,
w(0,7) = w’(x), w,(0,z) = w'(t), x€(0,1),

a energia de suas solugoes ¢ dada por

1 [ 1 [
E(t) :5/ |wx]2dx+§/ |wy|*da, (1.7)
0 0
1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

onde

d
—FE(t) = Yt
o (t) =0, > 0,

portanto, a energia é conservativa, isto é

E(t)=E(0)>0, Vt>0.

Esta lei de conservagao implica, em particular, que uma solucao do sistema sem controle,
onde os dados iniciais nao é o trivial, ou seja, (w’, w') # (0,0) nunca alcanga o estado de
equilibrio, a saber

(w(z,t),w(x,t)) #(0,0) Vit>0.

Este fato, motiva o estudo da controlabilidade exata do sistema —(|1.3). Neste caso,
o problema de controlabilidade exata consiste em verificar para quais condi¢oes iniciais do
sistema — é possivel selecionar um funcional controle v € L?*(0,T) de modo que o
sistema alcance a posigao de equilibrio (0,0) depois de um tempo 7.

Assim, foi obtido o seguinte problema de contole na fronteira relacionado a equacao da
onda unidimensional : Dados T > 2 e (v’ u') € L?*(0,1) x H7'(0,1) existe uma funcao
controle v € L*(0,T) tal que a solucao u do sistema

Ut — Ugye — O, S (0, 1), t> 0,
u(t,0) =0, u(t,1) = o(t), t>0, .
u(0,7) = u’(z), u(0,2) = u'(t), = €(0,1), (1.10)

satisfaz

uw(T,-) =u(T,:)=0.

Este resultado pode ser demonstrado diretamente utilizando a Formula de D’Alembert,
também demonstra-se usando a Teoria do Momento e mais recentemente usa-se o Método
HUM (Hilbert Uniqueness Method) (ver [10],[13]).

Agora, observando no contexto semi-discreto, temos a versao onde o sistema é
semi-discretizado por Diferencas Finitas, que é dado da seguinte forma

wip1(t) — 2u;(t) + uj_q1(t) ,
wi(t) — =+ }ZQ J = 0, j=1,2,..,N, (1.11)
up(t) = 0;uny1(t) = wp(t), t>0, (1.12)
u;(0) = uf;uf(0) = wj, j=1,2,..,N, (1.13)



onde h é o tamanho da malha.
Quando v, = 0, o sistema homogéneo correspondente ao sistema (1.11)) — (1.13)) é dado
por

wjy1(t) — 2w;(t) +w;—1(?)

wl(t) — 75 = =0, j=1,2,..,N, (1.14)
wo(t):O'wN+1(t) = 0, t>0, (115)
w;(0) = w;wi(0) = wj, j=12.N, (1.16)

A energia de suas solucoes é dada por

N 2
h wiy1(t) —w;(t
Ey(t) = 52 U l )h OF }w;(t)|2] : (1.17)
=0
e que
d
—E,(t)=0 Vt>0, (1.18)
dt
assim, a energia Fj,(t) é conservativa, logo
En(t) = E,(0) V t>0. (1.19)

Consequentemente, também ha uma motivacao para estudar o problema de controlabi-
lidade do sistema semi-discreto — (L.13). Neste contexto, Infante e Zuazua (1999)
em [10] mostraram que este nao é observavel em todo o conjunto solugao do sistema, desse
modo, temos que um sistema é observavel se, e somente se, é controlavel, portanto, o sistema
é controlavel somente em uma subclasse de solucoes, chamada de solugoes filtradas, a fim
de simplificar a linguagem, todas as vezes que nos referirmos ao controle de uma solugao
dos sistemas mencionados, esta por sua vez, é uma solucao filtrada. Logo, temos o se-

guinte problema de controle: Dados T" > 0 e ( J, ] . < < N € €Y existe o funcional controle

v, € L*(0,T) tal que a solugao u do sistema 1.13)), satisfaz

Nesta dissertacao, nao nos preocupamos em mostrar em qual subclasse de solugoes o
sistema semi-discreto é controlavel, mais centralizamos os nossos estudos, para exibirmos um
funcional controle v, para as solucgoes filtradas do sistema — em funcao de uma
sequéncia biortogonal para uma familia de exponenciais complexas (ePAnt) ni<y et L*(=T,T),

onde (i\, )\n|<N ¢ um conjunto de autovalores do sistema . Negreanu M. em 2003

([15]) faz uma construcao do controle, no entanto, o método é muito sofisticado. Faremos
nesta dissertagao uma releitura de uma parte do artigo Uniform boundary controllability
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off a semi-dicrete 1 — d wave equation de Sorin Micu(2001) (ver [I4]), pois, percebemos a
simplicidade do método, onde as ferramentas principais sao relagoes trigonométricas e alguns
conhecimentos de analise complexa.

No segundo capitulo, relatamos alguns resultados preliminares para o sistema semi-
discreto adjunto homogéneo correspondente ao sistema — , citamos a definicao
de sequéncia biortogonal e alguns resultados de andlise complexa.

No terceiro capitulo, mostramos a existéncia de uma sequéncia biortogonal para uma
familia de exponenciais complexas, e estimamos a sua norma em L*(=T,T).

Por fim, no quarto capitulo, traremos o resultados de controlabilidade do sistema semi-

discreto (1.11)) — (1.13]).



Capitulo 2

Semi-discretizacao em diferencas
finitas

Inicialmente, estudaremos algumas propriedades do sistema homogéneo associado ao sistema
(1.1) — (1.3)), num contexto semi-discreto. Relembrando, temos que o sistema homogéneo no
continuo é dado por

Wy — Wy, = 0, z€(0,1), t>0, (2.1)
w(t,0) =0, w(t,1) 0, t>0,
w(0,2) = (a), w(0,2) = w(t), «e01)

2.1 Semi-discretizacao do sistema homogéneo

Essas semi-discretizagoes ocorrem somente na variavel espacial x sendo o tempo ¢ continuo,
baseamos as aproximagoes para as derivadas de segunda ordem pelo polinémio de Taylor.
Dessa forma, Dado N € IN e h = 1/(N + 1) introduzimos a seguinte parti¢ao regular de
malha

O=zy<m1 <..<zxj=jh<..<2y<TNpy =1, (2.4)

com j =0,1,2,..., N + 1. Em seguida, introduzimos a seguinte semi-discretizacao em dife-

rengas finitas do sistema (2.1]) — (2.3))

~ wirr(t) — 2w;(t) + wya(t)

w!(t) e — 0, j=1,2,..,N, (2.5)
wo(t) =0; wN—i—l(t) = 0, t>0, .
w;(0) = w?;w;-(O) = wjl-, j=12,...,N, (2.7)

onde denotamos por (’) e (7), respectivamente, a derivagao de (1*) e (2*) ordem no tempo.
O sistema — ¢ um sistema de N equacoes diferenciais lineares com N incégnitas
Wy, Wa, ..., Wy, Uma vez que, wy = wy41 = 0. Obviamente w; = w;(t) é a aproximacao para
w(x;,t) sendo w solugdo do sistema — , desde que os dados iniciais (w?, w}), para
7=0,1,2,..., N + 1 sejam aproximacoes dos dados iniciais (2.2)).

5
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2.2 Formas matriciais

Apartir do momento que nos deparamos com sistemas algébricos, para simplificar a notacao
do sistema, sempre procuramos deixa-lo sob a forma matricial. Além disso, considera-
mos os varios resultados que temos para as matrizes. Assim, denotando por W(t) =
(wy(t), wa(t), -+, wy(t))?, o sistema homogéneo pode ser escrito da seguinte forma

W"(t)+ AW () = 0, j=1,2,..,N,
W) =WwW"w'0) = W' t>0,

onde A; é uma matriz quadrada de ordem N tal que

2 -1 0 0 0
-1 2 —1 0 0
1 _ _ -
T I T A
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2
e WO = (w?), Zien © Wt = (w)), _;<y- Notamos que podemos simplificar ainda mais o

sistema (22.8) — (2.9)), reduzido a derivada de 2* ordem para 1* ordem.
Sejam a = W e b = W', obtemos que

ad=W=b e V=W =-AW=—-Aa,

logo,

a\ ([ 0 Iy a o (W 0 Iy W
v )\ —A 0 b w' )]\ -4, 0 w' )
Agora, denotamos Z(t) = (W (t),W'(t))", obtemos um sistema equivalente ao sistema

- dado por

Z'(t)+ Ly Z(t) = 0, t>0, (2.11)
z(0)=2" = (W, wh)", (2.12)

onde

Ly = < jh _0] ) . (2.13)
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2.3 Analise espectral

Vamos considerar o seguinte problema de autovalores associado as equagoes do sistema ([2.5) —
(2.7),
Pt — 205 + 9

e = 0p;, j=1,2,..,N, (2.14)
wo(t) = ony1(t) = 0, t>0, (2.15)

denotamos por 6;(h),03(h),---,0x(h) os N autovalores tais que
0<6i(h)<bOy(h) <---<On(h). (2.16)

Esses autovalores podem ser calculados explicitamente tal como realizado por Isaakson e
Keller em [I1]. Tem-se entao que,

4 kmh
0;€(h):ﬁsen2 (%);kzl,Z,---,N. (2.17)
Os autovetores ©* = (pF, @k - k) associados aos autovalores 0, (h) que também po-
dem ser calculados, sao
¢¥ = sen (kmjh); jk=1,2,---,N. (2.18)
As solugoes do sistema (2.6) — (2.7) admitem um desenvolvimento de Fourier sobre a
base dos autovalores e autovetores. Mais precisamente, cada solugdo w = (wy, we, -+, wWy)

de — pode ser escrita como,
N
w(zxj,t) = Z [ak cos( Qk(h)t> + b sen ( Gk(h)tﬂ gp?, (2.19)

onde os coeficientes ay, by € R podem ser calculados explicitamente em termos dos dados
iniciais de ([2.5) — (2.7)).

kmh
Portanto, os autovalores de A, sao da forma 6, = 72 sen 2 (T) que correspondem aos

autovetores p* = (sen (kmjh))i<j<n-
Agora, daremos énfase para analise espectral do operador L, estes tém alta relevancia
em todos os nossos estudos.

Teorema 2.3.1 Os autovalores e autovetores da matriz L, em (2.11)) sao dados, respecti-
vamente, por

2
o =i\, onde N\, = 7 sen (lmrTh) k| < N, k#0, (2.20)

PF = ( Z‘f@k ) . k| <N, k#0. (2.21)
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Demonstragao: Vamos considerar o seguinte problema de autovalor associado ao sis-

tema ([2.11]).

seja & = (z,y). Assim,

(o 0 )6)=(0)

logo, obtemos o seguinte sistema

—y:aw:>x:_—y,
o
Apx = 0y.

Substituindo (2.24) em ({2.25)), obtemos

assim, para o # 0, temos que —y = gok , consequentemente, —0,3 = O, logo

onde

2
o = \/—Qk:iﬁsen (@) |k| < N, k#0.

(2.22)

(2.23)

(2.26)

(2.27)

Agora, usamos a Desenvolvimento de Fourier das solugdes do sistema (2.5) — (2.7) em
termos dos autovalores e autovetores do operador Lj. Assim, se Z° = (W° W) é tal que

70 = Z al®"™(h),
[n|<N
n#0

entdo a solugao correspondente, Z(t), é

Z(t) =Y ade™'d"(h).
e

(2.28)
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2.4 Analise complexa
Nesta secao apresentamos alguns teoremas classicos da andlise complexa.

Definicao 2.4.1 Seja f uma definida nos complexos. Dizemos que [ € holomorfa no ponto
20 € C quando f'(zo) existe. Se f € holomorfa em todo plano complezo dizemos que f é uma
funcao inteira.

Definicao 2.4.2 Seja f uma definida nos complexos. Dizemos que f é uma funcdo do tipo
exponencial em B > 0, quando existe uma constante A > 0, tal que

1f(2)| < APl v 2 e,

Teorema 2.4.1 Teorema de Paley-Wiener Seja uma funcdo f € L*(IR) do tipo exponencial
em B. Eziste uma funcao f € L*(—A, A) com suporte compacto e

1) = [ entei

-T

se, e somente se, f € uma funcao inteira. Neste caso, temos quef é a transformada de
Fourier.

Teorema 2.4.2 Teorema de Plancherel Eziste uma isometria linear ¥ de L*(IR") sobre
L*(IR™)univocamente determinada pela condigdo

Uf=f.

(ver [16] e [19])



Capitulo 3

Sequéncia biortogonal

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de uma sequéncia biortogonal (0,,) m<y para uma
m#0
familia de exponenciais complexas do tipo (e”\jt) sl<n, onde (iA;)1<v € o conjunto de au-
370 J#0

tovalores do sistema 1} — 1 , isto é N\, = %sen (%), porconseguinte, exibiremos uma

estimativa superior para ||©,,| 27y € uma estimativa inferior para ||¥y| ;27 7), onde

(V) mi<v € uma sequéncia biortogonal qualquer para uma familia de exponenciais comple-
m#0

xas do tipo () <y em L*(=T,T).
J#0

Definicao 3.0.1 Dizemos que (©,,) mi<y € uma sequéncia biortogonal para uma familia de
m#0

ezponenciais compleras (€2 <n em L*(=T,T), se
#0

n

T .
/ Om (L)t dt = b,y = { 0 m#n
_T 1 =

;oom
V |m| < N,Vn|<Nem,n#0.

ver [6]

3.1 Teorema de existéncia

No préximo Teorema temos como finalidade, verificarmos a existéncia de uma sequéncia
biortogonal (©,,)m/<~, para isso, usaremos fortemente o Teorema de Paley-Wiener, um dos
m#0

teoremas classicos da andlise complexa.

Teorema 3.1.1 SeT > 0 € suficientemente grande, entdo existe uma sequéncia (O, )jm|<Nm+0
biortogonal em L*(=T,T) de uma familia de exponénciais compleras (%) ;i<n , onde, A\, =
i70

2 kmh
n Sen <T> .

10
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Demonstragao: Primeiramente vamos definir, para cada |m| < N e m # 0, a fungao

Y gon TEAm) \ 2N/ TE=Am) \ 2
5 (2): || n AN 4
" A — An T(z=Am) T(z=Am)

In|<N 4N 4
n#0,m

Para cada funcao &, valem as seguintes propriedades:
1. &, é uma funcao inteira;

Entende-se por funcao inteira, uma funcao que é diferenciavel em todo o plano com-

plexo, logo, é facil ver que (][] mi<nv
n#0,£m

¢é inteira e zg ¢ uma de suas raizes entao

z—A 43 i 4 ] a
pa— ;n) é inteira, além disso se uma funcao f(z)

f(z)

tambem é uma funcao inteira. Assim,

2—20
Am € uma raiz da fungao inteira sen (a(z — Ap,)), logo,w é inteira. Portanto,

&y € inteira, pois o produto de fungoes inteiras também é uma fungao inteira.

2. &n(An) = 0pm, V|n| < N,n # 0;

De fato, pois, seja ng # m, temos que

T g —Am) \ 2N T(Ang—Am) \ 2
)‘no - )\n sen 40N sen 04
gm()‘no) = H . — )\n < T(Ang—Am) T(Ang—Am)

m

[n|<N AN 4
n#0,m
TAng—Am) \ 2N Tng—Am) \ 2

B <)\n0 — Ao Ang — A sen —— = sen —=C—

Ay — A A — A T(Ang—Am) T(Ang—=Am)

m no In|<N m n N 1
n#0,m,nq

= 0.

Por outro lado, temos que

) sen T('Z\?m) N senw ?
Sn(n) = Hm | ][ = | =)l |

\TioﬁN AN 4
2N 2
T Am m
H A — A, sen (Z4N ) | sen L n )
= 1m 1m
m— An 2= Am T(Z—Am) 2= Am T(Z—)\m) ’
In|<N 4N 4

n#0,m
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€como
i 560 (x) 1,
z—0 €T
tem-se que
gm(Am) = 17

portanto, &, (An) = dmn, V|n| < N com n # 0.

Além disso, temos outras duas propriedades, a saber:
3. &n(z) € L (—00,00);
4. &,(2) é do tipo exponencial para quase todo T, isto é, 3A,, > 0, tal que

1Em(2)| < Apel?! . Yz e

As demonstragoes das duas tltimas propriedades sao extremamente trabalhosas, por isso,
para nao perdermos o foco da demonstracao do Teorema atual, aceitaremos sua veracidade.
Estas por sua vez, serao demonstradas posteriormente sob a forma de Lemas, mais especifi-
camente, os lemas (3.1.5)) e (4.1.2), respectivamente.

Agora, introduziremos a transformada de fourier de &,,, dada por

Om(t) = % /_ En(z)e " dz,

Vamos mostrar que (0,,)m<~ é a sequéncia biortogonal que procuramos. Com efeito,
m#0

como a funcio &,(2) ¢ inteira do tipo exponencial para quase todo T e &,,(x) € L*(—o0, 00),
pelo Teorema de Paley-Wieiner (ver [19]), tem-se que, ©,,(t) tem suporte compacto em
[—=T,T), ©,,(t) € L*(—=T,T) e além disso,

/ On(D)edt = (),
-7

Pela propriedade (2), temos

T
/ Om(t)e? ' dr = 6ppp; ¥V m,n==41,42,---,£N.
-T

Isto garante que a sequéncia (©,,) m <y é biortogonal a familia de exponenciais complexas
m#0

i)\jt .
gy
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Agora, passaremos as demonstracoes das duas ultimas propriedades. Primeiramente,
vamos mostrar que &,,(x) € L*(—o00, 00), para isso, alguns lemas preliminares serao demons-
trados. Temos que

> > r— A, sin T(’“ZN)‘m) * [ sin T(m;’\m) ’
/ |5m| = / H A — )\ T(z—Am) T(z—Am) dz
—00 TN Injsn T " AN 4

n#0,m
- 11 LI
B |)‘m - /\n|2
[n|<N
n#0,m
o0 sin T(QZVA’”) w sin T(m?m) !
- In| <N 4N 4
n#0,m
Lema 3.1.2 Defindo
1
Inj<n 17T "
n#0,m

Tem-se que:
Lo (N) TLpgen Pel? = cos® (252)3

cos (m—”h) sen (m—”h) 2
2 mN) < | 112224N—2(z\f!)42 | ;

Demonstracgao: Provemos 1. Notemos que

o (51) - o () -

|/\m - )‘n| = |)‘n - )‘m| -

logo

H|/\m_)\n| = H%

In|<N In|<N 4 4
n#0,m n#0,m
42N-1 n—m n-+m
= on T sen ( 7rh> H CoS < 7Th> ‘
T Y- !
42N-1
= —P b, (3.3)

h2N71
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onde,

P = |nl_<[N sen(n;mwh>', P, = H

n#0,m n#0,m

Se 1 <m < N, tem-se que

n—m n—m n—m
P = H Sen< 1 7Th> H sen( 1 7Th> H sen< 1 7Th>‘
—N<n<-1 1<n<m-—1 m+1<n<N
fazendo K = n — m, tem-se que n = k + m. Logo,
kmh kmh kmh
A= T ()] T ()] T e ()
—~N<k+m<-1 1<k+m<m—1 m4+1<k+m<N
kmh kmh kmh
= I ()] T ()] I | ()
—N-—-m<k<—(m+1) 1-m<k<-1 1<k<N-m
kmh kmh kmh
C T[] T (5] T e ()
—N-m<k<-N-1 —N<k<—(m+1) 1—-m<k<-1
kmh
< I | ()
1<k<N-m
kmh —kmh
observemos que |sen <T> = SGH( 1 ) logo,
kmh kmh kmh
P JL fsen(5E)] IT fsen(57)] TT Jsen (57)) %
N+1<k<N+m m+1<k<N 1<k<m—1
kmh
< I | (")
1<k<N-m
kmh kmh kmh
= I e ()| I e ()] TT [ (1)
N+1<k<N+m 1EheN 1<k<N-m
kmh kmh kE+m
- L) T [ ()] T Jen (o)
1<keN 1<k<N-m N+1-m<k<N

Além disso,
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—

1<n<N
1 n+m n+m
= T H cos ( 7rh) H cos ( 7Th) X
‘COS (T)‘ —N<n<—(m+1) 4 —m<n<-1 4
n+m n—+m
X H cos ( 1 7Th> H CoS < 1 7Th> ‘
1<n<N—-m N—-—m+1<n<N
fazendo kK = m + n tem-se que n = k — m, logo,
1 kmh kmh
P, = —‘COS <m_7rh>‘ H cos (%)‘ H cos (%) X
2 —N<k—m<—(m+1) —m<k—m<—1
kmh kmh
< T (] T e ()
1<k—m<N-m N—-m+1<k—m<N
1 kmh kmh kmh
" (o) [T Jeos(50)] I Jeos(57)] IT Jeos (7))
cos | = N+m<k<—1 0<k<m—1 mH1<k<N
kmh
< T ()
N+1<k<N+m
1 kmh kmh kmh
= e ()] T e ()] T Jes ()
cos | —5— 0gksN —N+m<k<—1 N+1<k<N+m
kmh —kmh
sabemos que |cos (%)‘ = |cos ( 47T ) e cos(0) = 1, assim,
1 krmh kmh
5 1%;1%11\7 1<k<N-m
k
X H cos < —Zmﬂh> ‘

N-m+1<k<N

resultando em
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1 krmh kmh kmh kmh
PP = — H sen cos(——) H sen (—— | cos (— )| x
i TL ()] L o ()
k+m m
X H sen ( 7rh> CoS < 7rh) '
N+1-m<k<N
1 1 kmh 1 kmh
" e (a)] [T 5 (5)] I Jzeen(5)] %
5 ™ 1<k<N 1<k<N—m
k#m
1 k+m
X H §sen< 5 Wh)‘
N+1-m<k<N
1
= H sen (klh> H sen (klh> X
22N-1 |cos (mT’rh) 1<k<N 2 1<k<N-m 2
k#m
X H sen (k i mwh) (3.4)
5 . )

N+1-m<k<N

Observamos agora que

N

k+m kmh
H sen( 5 Wh)‘ = H sen T)‘
k=N-+1-m N+1<k<N4m
k+ N
= H sen ( 5 7Th> ‘
1<k<m
kmh Nwh kmh Ntmh
= H sen (—) CcOS (—) + cos (—) sen < >
1<k<m

1
por hipotese, h = NT1 logo, Nh =1 — h, resultando que

COS (N;Th> = COS (z — ﬂ——h’> = sen (W—h>,

Assim, substituindo [3.6] e [3.6] em [3.5] obtemos
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11

N+1-m<k<N

jcos (5%)]

1

m7rh) ’

’COS( 3

1

‘COS ( )

py

—_

jcos (#5%)]

substituindo (3.6)) em (3.4, obtemos

PP =

2N -1 2 mﬂh ‘ H
2 |COS 1<k<N
k#m

1

II

1<k<m

II

—m<k<-1

I

N-m<k<N-1

N+1-m<k<N

sen ( lmh)

2

22N-1 !cos2 (mT’Th) sen (m—“h)‘ H

S

1<kE<N

coS (
2

COS (@)

kwh)‘

2

2

cos (51|

kmh
1<]];£N Sen <T
o ()]

17

(3.6)
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1 II (kwh)
— sen | —
22N=2cos (5" [ |2 cos (#5%) sen ("5)] 52y 2
1 (lmrh) 2
= — sen [ — (3.7)
22N-2cos (™5) sen (mmh)| 1§11:£N 2
Analogamente, se —N < m < —1, tem-se que
n—m n-—+m
PP = H sen( 1 7rh> H cos( 1 Wh)‘
In|<N In|<N
n#0,m n#0,m
= H sen (Wﬂz) H coS <_(_Z_ m) 7Th) ‘
In|<N In|<N
n#0,m n#0,m
= H Sen<_n+m7rh> H coS <_n_m7rh>‘
- 4
In|<N In|<N
n#0,m n#0,m
B —n — (—m) —n+ (—m)
= H sen (Tﬂ'h) H cos ( 1 Wh)‘
[n|<N In]<N
n#0,m n#0,m
_ n— (—m) n+ (—m)
= H sen <T’ﬂ'h>‘ H cos ( 1 Wh)’
[n|<N [n|<N
n#0,—m n#0,—m
agora, como 1 < —m < N resulta que
PP 1 H o (lmrh) 2
. f— n .
oz 22N-2 ‘cos (—_"Q”Th) sen(—mwh)} e 2
1 H (lmrh) 2
sen | —
22N-2 ‘cos (anh) sen (mwh)| LSIeN 2
Segue-se que qualquer que seja |m| < N, com m # 0 tem-se
PP 1 H <k7rh> 2 (3.8)
. = sen (— )| , .
P 2N eos (252) sen (mah)] 22 2
Consequentemente, substituindo em [3.3] obtemos
92N krhy |?
H Am — | = - 5 H sen <%> , (3.9)
In|<N hN =t |COS (5") sen (mﬂh)’ 1<k<N

n#0,m
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Agora, temos que

22N

kmh
Am — | = — sen (—)
|nl_§[N h2N-1 ‘COS (Th) sen (mﬂh)| 1§11:£N 2
n#0,m
2 sen (m”h> krh
|COS (mT”h) sen (mmh) ! IJ;IN ' ( >‘
k#0,m
7 H il (3.10)
|COS k| <N
k#0,m
logo
|/\m_)‘n|2 = |)‘k|
n#0,m k#£0,m
assim,
1 4 (mmh 1
7 (N) = ——— = cos (—) 5
.nl_g[N [Am = Anl 2 ,CI;IN | Akl
n#0,m k#0,m
Portanto

N) T sl = cos® (m—”h) (3.11)

|[k|<N
k#0,m

0 que encerra a prova de 1.
ora provemos 2. Para provar a desigualdade, tomamos a equacao (3.9)) e notemos que,
Ag 2. P desigualdade, t cao (3.9 t
sendo a funcao f(z) = SGHT(QC) deccrescente no intervalo [0, 7], temos que

sen (3) sen(%1) 59k ke
< —_< _ <
z < k%h = _lmhsen< 5 ) = kh SGH( 5 ),
logo,
22N krhy |7
H Am — | = sen (L)
nj<N h2N-1 )cos <m“h) sen <m7rh> 1<k<N 2

22N

IT 1kn?

h2N-1 )cos (m“h) sen <m7rh> ) 1<k<N
2N(N1)?
h—1 ‘cos <m—”h> sen (mwh) ‘ ‘

2

v




20

CAPITULO 3. SEQUENCIA BIORTOGONAL

Portanto,

2
mmh
I

[n|<N
n#0,m

Assim, finalizamos a demonstracao.

Seja agora a integral

2

> sen T(z\;\m) " [ sen —T(z?m) :

—o° AN 4

[n|<N
n#0,m

Se 0 < 6 < 1 é um numero positivo sub-unitario temos que v2(N) = I; 4+ I3, onde

sen T(x_]\?‘m) [ gon Ta=dm) | ?
L= / = | | — dr, (3.14)
|£t—)\m|§6N7r H M T(m_)\m)

4N 4

sen T(x;\?\m) N sen T(x;)\m) 2
b= / =2 | | 1) | dz, (3.15)
[2—Am|>0NT H T(x—Am) T(z—m)

In|<N 4N 4

n#0,m

Vamos estimar cada uma das duas integrais. Para a segunda integral temos

Lema 3.1.3 Para T > 0 suficientemente grande com independéncia de N, tem-se que existe
uma constante C; > 0, com nao dependéncia de N, talque

N (N)I < Ch. (3.16)

Demonstracgao: Temos que

sen T Am) N/ cen Tle—dn) 4
L = / r—\, | | ——2N i w N

AN 4
n#0,m

T(z—Xm) |V T(z—Am) |
o | | sen =5 sen ——
= | | |z — A\, dx
N ISEN T(z—Am) T(z—Am)
|2=Am[20NT | <n AN 1

n#0,m
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1
- =M —— dr
/|$/\m|>5N7T J;[N ‘—T(x_)‘m) w
n#a,m 4N
AN 4N
- = A2 ‘— dx
\/|:;:/\m|>5N7r J;[N T(l‘ - )\m)
n#0,m
(4NN / ) 1 1
= —uv— T = A . dx
T Jieeam|zoNn nl;[N | | 12— A N2z = A
n#0,m
(AN)*N / S W L |
= dx, (3.17)
N |[t—Am|>dN™ |7]:[N T — )\m |l‘ — >\m|2
n#0,m

para x tal que |x — \,,| > N7, temos

T — A\, < T— A+ A — M _|x_>\m|+|)\m_>\n|§1+|)\m|+|>\n|S
T — Am T — A\ |z — A |z — A\
2 mmh 2 nmh
‘Esen( 2 )‘+‘ﬁsen<7)‘ |mm| + |n| 2N 2
< 1 <1 —_ <14+ —<1+-=
= 1t N7 St TSNy St NS Ty

segue-se que

(AN)*N / ( 2)2 1
L, < [T (1+5) ———de
’ N [2=Am |=ONT |5 1<n 0 |I - /\m|2

n#0,m

(AN)N <1+2)4N2/| 1 (3.18)

< 7
- T4N 0 T—Am|>ONT |3j - )\m’2

vamos estudar a integral. Fazendo u = x — \,,, tem-se que Z—g = 1, segue-se que

[ Y S Y L VN STl I
e Am|>6N7 | T — A ulzsna |ul? SN UP u

ONm
substituindo [3.19) em [3.18] resulta que

2(4N)*N 2\ N2
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Portanto, usando a segunda estimativa do Lema [3.1.2| e também usando a Férmula de
Stirling (ver [3]), segue-se que

71(N)12

IN

IN

IN

IA

IN

IA

2

‘cos (m“h> sen (mwh)

2(4N)AN (1 N g)‘“”

h224N-2( N4 SNTT4N 5
]mﬂh|2 (4NN 142 N2
204N~ 2( ) SNTT4N 5
AN 94N 9 AN -2
STAN (HS)
AN AN §+2 4N
o (58
AN AN §+2 4N
s () (m)
AN AN §+2 4N
™y ( ) 6+2
AN AN §+2 4N
( )
5+_2
2 T5 (3.20)

Portanto, tomando T" > 2e (5+2), observamos que 1" nao depende de N e tem-se que
existe uma constante C; > 0, tal que

finalizando a demonstracao.

Nn(N) L < O,

As estimativas da primeira integral sao mais trabalhosa. Seja observado primeiro que

I

/m)\mS(SNﬂ
/m)\m<5N7r

2

T(—Am) \ 2N T(@=Am) \ 2
)\ SGHT SGHT d
H L= T(z—Am) T(z—Am) x
In|<N 4N IV
n#0,m
2
T(z—Xm) |V T(z—Am) |4
B )\ Sen N SENn 1 d
H r T(@Am) @) &z
In|<N AN 4

n#0,m
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= H |/\n|2 x

n|<N
n#0,m
AN 4
T(x— T(x—
z— M\, |7 | | sen (141\;\”‘) senw 4 (3.21)
X | | x. .
A <N n T(z—Am) T(z—Am)
|2=Am|<ONT Imj<n AN 1
Vamos denotar por I3 a integral
AN 4
T(2—Am T(2—Am
z— A\ |° sen% en (”34 )
N |<6N n T(z—Am) T(z—Am)
|2=Am[SONT | jnj<n AN 1

n#0,m
Segue-se que

Lema 3.1.4 Para T > 0 suficientemente grande com nao dependencia de N, tem-se que
existem duas constantes Co > 0 e C5 > 0 que independem de N, talque

()
]3 S (CQ|)\m|2 + 03) (& N . (322)

Demonstragao: vamos considerar os casos |m| < 0N e |m| > dN.
Caso I: |m| < 0N

AN
T(x—Am)
, . . sen ——-——- . . .
No6s trabalharemos primeiro com o termo |—z=35—| . Seja primeiro observado que,
4N
existe a > 72 tal que
sen x 1
< 1- =2 Vx| < 7. (3.23)
x a

Pela desigualdade ([3.23)) segue-se que, para ‘T;

N
r— n - i ar
sen W < (1 1 (T(x—\p) 2 B a 4N
T m) o AN - °
IN

A
[
>
=
|
ISEIIS
A/~
=
H;&
2'
S
3
~
[\
N~

IN
)
/T\
K
NS
S
<>
3
e
~—

, (3.24)
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temos que
T(x— A\pn) A4NT
— < = — Al < )
‘ AN g 2= Al <=
Assim, de (3.24)) e (3.25) resulta que
T(a—m) [N ( —TQ(x_Am)Q)
sen ———2m - ANT
TinN) <e daN , Sse |.CE — )\m‘ < T (325)
AN
T(z—Am)
Por outro lado, se ’T‘ > T, segue-se que
T(z—An) |4V
SN TN 1 1 In (—) In (1)—In (7*N) —4N1n ()
T@=Am) Ta-Am) [ 7~ TN T ermse = , (3.26)
™ ‘ = (
temos que
T(x— A\p) A4NT
——MI>7r = —Am| > ——.
‘ aN | =" 2= Anl 2 =5
Assim, de (3.26)) e (3.27)) resulta que
T(z—An) |4V
sen —— " AN (r 4N
P < e RO se o= An| > ——. (3.27)
AN
-\,
Passaremos agora a estimar o produto H L ’ Como A\, = —A_,, temos que
il
A |? A A Aml T |22 — A2
H T— A |T T = A H x—n_|:1:+m|H r* =\
- - 2
In|<N " A=l In|<N An [An] n=1 A
n#0,m n#0,+m n#lm|
Observamos agora que
N 2 2
xt =N\
H 2| (3.28)
nim|
( N
Z’2_>‘?\7+1—| | - z% — )‘% z? — /\?\H—l—n
— ) se N ar
AN 41 lmi H )‘721 )‘?V+1—n P
. - (ND/2| 5 a2 o, (3.29)
N+1—|m| TZ—=A(N+1)/2 n —n .
>‘?V+1—\m\ A(N+1)2 lt[l )\721 )‘%\[Jﬂ,n , S€ N impar

\ n#|m|
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Desde que |z — \,,,| < N7, usando a segunda desigualdade triangular temos que

2 h
lz| < ONT+ [Am |<6N7T+'%sen( ;T)’§5N7r+|m|7r§6N7r+6N7r§26N7r,

e, para N > |j| > %, temos que

2 h 2 j7h
m—\ sen(%)'slﬁ% — |jlr = N,
e
gmh 2. ‘ N N
|Aj| = ’ Sn<2>‘_‘h3h’ 2|]|_22 N_2

isto é, para & <[j| < N tem-se & < |\ < N7r Além disso, como |m| <IN el <d<1é
um numero sub unitario, tem se que im| < &, logo,|N + 1 — |m|| > &. Daf segue-se

>‘?V+1 |m| z? — )\(N+1)/2 ]932| + |/\?V+17|m|| ’372| + |)\(N+1)/2’
max 3 ) 3 < max 2 , By
/\N+1 || (N+1)2 | N+1—\m\| | (N+1)2|

(20mN)? 4+ (N)?

< < An?(46* +1) < 2072

e
Além disso, se x é tal que |z| < 20N, logo,
|z[2h%  (26N7)2h2 - SN7 \° )
< = (ON7)°h* = < (8 .

se tomarmos 0 < f, temos que
vy

|z|2h2 1\’ alh _ 1
<|- - — < - 3.31
4 —\4 2 4 ( )
assim, existe z € IR nao negativo tal que sen (”h) % segue-se que %sen <#> = |z|
portanto,
4 h
o= senZ(%> (3.32)

Tomando p € IN com p = [z], temos que p <z <p+1le

4 4 h N?
4p? < 427 = ﬁZQhQ < ﬁsen2<%> =% < R
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logo,
, N? N
4p” < e = p< e
assim,
N
T = )‘n < (20 2)2 T = )‘n - — /\N+1fn
eo| =T A2 A2
n= n n=1 n N+1—-n
nzt|m| nt|m|
N _
2] xZ—}%sen2<—”gh> xQ—%senz(—NJ“Ql "ﬂh)
< (207°)?
- 4 2<n7rh> 4 2<N+1—n )
n=1 — sen 2| 2o4 = sen ? | =5—"7h
et pom] h2 2 h2 2
N
[2] T2 — %Sen2<n72rh) 72— ;1—286112<g _ n;rh)
< (207%)?
B - 4 2( nmh 4 2(m _ nmh
@ || -
N
2] xQ—%sen2<—"g ) 2? — 75 cos? (230 )
< (207%)?
- - 4 2 ( nmwh 4 2 [ nmh
| s (m) || e ()
n#|ml
N 2
(2] |2t — 422 4 = sen2<”§h) cos? (—”gh>
< (207°)?

Il
>

|
I

w0
D
]
N
| *
|:
NE
>
——
(@)
o
n
(¥
/N
|:
NE
>
N—

n=1
n#|m|

usando a igualdade (3.32)), segue

N
20y [H] Bsent(331) ~ Frsen?(51) + £ sen?(152) cos? (52
< (207
- 22 con 2 ( noh 2 ( nzh
=t o7 sen ( 5 )cos < 2 )
N
by 2] sen4<zgh> — sen%#) + Sen2(%> cos? (”gh>
< (207) - -
n=1 sen2<%> cos? (%)
n|m|
N
o U (e () () o (2)
= @) =1 sen2( 2zl ) cog2 ( nzh
nnTm\ 2 2
7]
2] |1 2 1 2
< (2O7r2)2 3 sen?(nmwh) — 5sen?(zmh)
- - :sen?(nwh)

3
*
E
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3] > 2
oo sen?(nmh) — sen?(z7mh)
s (20m) H sen?(nmh)
n#|m|

Se p > 0, temos que

N2 a2 oo 1o [ sen?(zmh) — sen?(nwh)
H A2 s (20m) H ( sen?(nmh) ) .
n#|m| n#|m|
5]
sen?(nwh) — sen?(z7h)
. "1:[*? ( sen?(nmh) )
oo T [ sen’[(p + 1)mh] — sen?(nmh)
< (20m) ITII| ( sen?(nmh) ) 8
y [l%] (Sen2(n7rh) - sen2(p7rh))
e sen?(nwh)
< (207%)% x
y ﬁ (sen[(p+ 1)wh] — sen (n;z)g((nsjz)[(p + 1)7h| + sen (nwh)) y
niml

(sen (nmh) — sen (prh)) (sen (nwh) + sen (pmh))
. H sen?(nwh)

VAN
o
=
3

no
e
X

4 sen [Mwh] cos [Mﬂ'h} sen |:—(p+;+n)ﬂ'hi| cos [—(H;_”)Wh]

p
8 H sen2(nmh) .

sen [(nQ;p)wh] cos [@Wh} sen [Mﬂ'h} COS [(n_p)wh]

]
. H 4 sen?(nmh)

o ] sen [(p+1— ZLZ}Z](Zinh)[(p +1+n)7h]

IN

X
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]
8 sen [(n — p)mh] sen [(n + p)7h]
nllll sen?(nmh) '

Se |m| < p temos que 0 < p — |m|,logo

sen [(p+ 1+ |m[)wh] = sen [(p + [m[)mwh] = [sen[(p + |m[)7h]],

sen [(p+ 1 — |m[)wh] > sen[(p — [m|)wh] = |sen [(p — [m|)7h]|.
Caso |m| > p temos que |m| — p > 0, logo

sen [(|m| + p)wh] = [sen [(p + |m|)mh][,

sen [(m| —p)wh] = [sen [([m| — p)mh]| = [=sen[(p — |m|)wh]| = [sen[(p — |m|)7h]|.

Notamos também que p, |m| € IN, logo, |p — |m|| > 1, segue-se que

N 22 sen 2(|m|mh)
U S ) ST~ Tl sen [(p & )l

P sen + 1 —n)whl| sen +14+n)wh
< 11 [(p S)en 2](mrh)[(p )7h]

H sen [(n — p)mh] sen [(n + p)wh]

. it sen?(nmh)
< (20572 sen (|m|mh) ﬁ [(p+1—mn)mh] sen [(p+ 1+ n)mh] <
- sen[rh] 4 sen2(nmh)

sen |(n — p)mwh| sen |(n mh
o ] slnopsenlo

Im|7h) ¥ sen [(p+ 1 —n)wh] sen [(p + 1 + n)wh]
H sen?(nwh) .

VAN
—~
[\~
S
|
[\
~—
)
—~

8 sen [(n — p)wh] sen [(n + p)mh]
n1;[+1 sen?(nmh)
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9.9 Posen [(p+ 1 — n)wh] sen [(p + 1 4 n)wh]
< (20m7)m] }—Il sen?(nmh)
5]
5 sen [(n — p)wh] sen [(n + p)mh]
nlgrl sen?(nmh)
4 L sen [(p+1—n)wh] sen [(p+ 14 n)rwh]
< 4007w |m]£[l sen2(nrh) X
3]
sen [(n — p)wh] sen [(n + p)7h]
. ngu sen 2(nmh) '
Seja
w = H sen [(p+ 1 —n)wh| sen [(p + 1+ n)wh| X
5]
X H sen [(n — p)mh] sen [(n + p)7h]|
= H sen [(p+ 1 —n)mh] H sen [(p+ 1+ n)mh] x
X H sen [(n — p)mh] H sen [(n+ p)wh],
p1<n<[5] pi<n<yd

29

X

fazendo, k =p+1—ntem-sequen=p+1—k; k=p+1+ntem-se quen==~k— (p+1);

k=mn—ptem-se que n =k + p; k =n+ p tem-se que n = k — p.

11 11 11

1<p+1—-k<p 1<k—(p+1)<p p+1§k+p§[%]

11 11 11

—p<—k<-1 p+2<k<2p+1 1§k§[%]—p

H sen (kmh) H H

1<k<p p+2<k<2p+1 1§k§[%]—p

11

p+2<k<2p+1

sen (kmh) sen (kmh) sen (kmh)

II

sen (kmh) sen (kmh) sen (kmh)

sen (kmh) sen (kmh)

II

2p+1<k<[ 5 |+p

11

1<k< [ ]-p

1
sen [(p+ 1)7h]

H sen (kmh)

1<k<p+1

II

2p+2<k—p<[¥]+p

sen (kmh)

X sen [(2p+ 1)7h] sen (kmh)

I1

p+1<k—p<[ 5]

sen (kmh)

sen (kmh)

2p+1<k<[§ |+p

sen (kmh)

sen (kmh) X
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(2
= sen |(2p + 1 H sen (kmh) H sen (kmh) H sen (kmh),

sen +1) 7Th
D gy <3 [Fpnses[$le

como, p < % temos que 0 < (2p + 1)7wh < (ﬂ + 1) wh = <%> m < 7, analogamente,

0<(p+1)mh <7, como a fungao f(x) = =22 é descrescente em [0, 7], temos que

sen [(2p + 1)7h] < (2p+ 1)mh
sen [(p+ )wh] = (p+ 1)wh’
logo
%+1ﬂh 2] 2o
w < Hsen (kmh) H sen (kmh) H sen (kmh)
k=[3] 41
3] 3] 2]+
_ 2t D) sen (km sen (km sen (km
3] [5]-r [5]+p
< 21| sen(kmh) sen (kmh) H sen (kmh),
k=1 k=1 k=[X]+1
segue-se que
2] (2]
H sen (kmh) H sen (kmh) H sen (kmh)
H x ;2)\n < 8()07r4|m| 5 k=[F]+1
n#im sen ?(kmh)
k=1
B B
< 8007*|m| H sen (o) H sen (kmh)
k=[5 ]-p+1 k=[5]+1
)
< 8007 |m| o (o) [T  senl(k+p)rh]
k=[5 ]-p+1 k=[5 ]-p+1
5]
, sen [(k + p)h]
< 8007 |m| H sen (kmh)
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Notemos que 0 < (k + p)mh < (5 +

&2

)rh < 3rh = %Wﬁ < 7. Segue-se que

sen [(k +p)wh] _ sen (kmh) sen [(k + p)mh] < k+p
(k+ p)mh krmh sen (kwh) = k
assim, obtemos
N2 = A2 2 p
11 nl < 800xt|m)| L
2 K
| k=[5 ]-p+1
N
o,
e k
< 8007 |mle [3]-r
3] )
NZ n(1+2)
< 8007 |mle M2 P
3]
Z p
. k
< 8007 |mle \F=LZ]-ri1
¥,
(ﬁ )
< 800mt|mle\" 2P
[5]+1
N
< 800 mle\ F]PH1 Y
[3]+1
(;; [lny ])
< 8007 |mle 2wt
In M
AR -p+1
< 8007*|mle 2

31
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N
S|—p+1+p
(pln<[2[]ﬂ _p_|_1 ))
< 8007*|mle 2

p
p1n<1+N—>)
M —p+1
< 8007r4me( 2l

p2
< 8007r4|mye<[¥]f’“>,

Neg?2 =4 gen? (ﬂ) > %(zh)2 = 422 > 4p® > p?, temos

N 2 )2 »2 2 )
H - 2 at < 8007T4|m’€( ) < 8007r4|m|e( N ) < 800W4|m|€(%)'
il "

Se p = 0, temos que

N
N 2 2 5] 2
s — A sen?(nmh) — sen?(zmh) 4
| | L 20 | | < 800
1 A2 w 14 ( sen 2(nmh) ) - T
n#|m|

como |m| >1ee®>1sec>0, temos que

v (4:6‘2)
2_)\2 —_

IT 1552 < 8ooxt|mle\ N /.

- A

nim]

Portanto

Agora, temos

AN 4
2 T(z—Am) T(x—Am)
j r— A\ sen —— =" sen —— =" i+
3 N I I T(5—Am) T(z—Am)
1 Sl Am[<ONT <N n N 1

n#0,m
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4N 4

z— M > | | sen T(“:A?‘m) sen T(zz/\m)
i /)\ <4Nn H An T(z—Am) T(o—m) dz. (3.34)
B AN 1
Seja
AN B 4

5 - H T—\, 2 sen T(z4—]\?\m) sen T(x4)\m) "

' |T— Ay <ANT n T(z—Am) T(x—Am) .
TmAmS T In|<N N ==

n#0,m

Pelas equacoes ((3.25)) e (3.33)), temos

(%))
B < (4007r4)2/ &+ AnPe N NV e daN X
‘I_/\m‘SMTﬁ

4

T(z—Am)
sen - d
X T(z—m) z
1
(8:62 + 8(x — 2)\m)2) ( T%(z — )\m)2)
< (400#4)2 / |z + Al e N e daN X
2= Am| <AFE
4
sen —T(x;’\m)
X T ) dx
1
(161’2 — 322\, + 32)\7271)> ( T%(x — )\m)Q)
< (400#4)2 / 1z + Al e N e daN X
|z—Am | < 20T
4
sen T(‘”;’\m)
X T ) dx
1
(169&2 — 322\, + 16)\72n> ( T%(x — )\m)Q)
1602, T AN
< (4007r4)2663v/ @+ A2 e N e daN )
|z—Am|< 20T
4
sen —T(‘”;Am)
X T dx
1
(16(95 — )\m)Q) ( T%(x — )\m)Q)
1602, N T AN
< (4007r4)2665v/ [+ Am[? e N e 4aN x
|z—Am|< 20T
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4
sen (ﬁ)‘m) p
X (@) z
1
T? T — A\p)?
o (o-3) [
< (4007 eN/ |z + A" € a X
|z—Am |< 4T
sen L@=Am) !
X T(x_;l 3 dx. (3.35)
1
Assim, para T > 8y/a, temos que
o 16A2 sen L@=Am) !
B < (4007%) eN/ |7+ A’ T(x_)\‘l) dx
|I*)‘m|§4NT7T 4 =
5 16A2 sen Lz—Am) !
oA < 4" 1
o 162 sen L@=Am) !
|£E )\m|<4N7r Tm
5 1632, sen L@=2m) !
< (400#4) e N (3|x— P +6|)\m|2) — 4\ dr
AN T(@—Am)
|x—)\m|§T 1
o 16A2 sen L@=Am) ! sen L(@=Am) !
< (4007*) eN/ Bl — Ml || T 6l | s da,
o= Am| S 4FE e T
fazendo u = x — \,, temos que du = dx, logo,
4 4
1622, sen& Sen&
B < (4007r4)26 N / 3|ul? T + 6[Am)? o du
ul <= ry 1
4 4
2 sen L4 sen Lv
< (4007) e ¥ {/ 3|ul? L6 =] | du+
Tu Tu
|ul<7F Y T
Tu |4 Tu |4
sen =* sen
+ / Buf | —=| + 6[An|? £ du}
T <|ul<E 1 4
2 16AF, 48 256
< (4007%) e w (/ ) (T2 + 6|\, |2) du+/ (ﬁ+_|)\ |2) lu|~ 2du)
lul<7F < |u< 2
N2 1A% T 43 256 2\, -2
< (4007T) e N 2(/0 T2+6|)\ |du—|— i yins F+ﬁ|>\m| u “du
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4n ANT
9 1622, 48 T 256 96 4| T
< (4007%)" W 2({E+G|Aml2}uo - {WJrﬁIAmIQ} u”! )

1927 247T|>\m|2)
+ .

< (400%4)2616&4( T3 T

Portanto, para 7' > 1 temos que existem constantes positivas C%) e Cj tais que

1612,

B < (CyAn>+Ch)e v, (3.36)
Seja
AN 4
z— M\ * | | sen —T(kam) sen —T(IZ’\"‘)
o= [ 11 i | dr.
=S|z =Am|<SNT ‘T;EN n N —
Pelas equagoes (3.27)) e (3.33)), temos
(8_x2> (=Am) |4
sen
o < (400#4)2/ |z + Al e N ) o(=4NIn(7)) T _)\4) dx
A% <Jg—Am|<6NT L=
(16(x — )\m)2>
< (4()07r4)26161AVm / 2+ A% e N o(—4N In(m)) o
AT Lo —An |<SNm
4
sen T(i’\m)
X T a) dx
1
16(z — \,,)?
1632 (M — 4N ln(7r)>
4\2 162m 2 N
< (4007%)" e ™ / |z + A" € X
AT Lo —An |<SNm
4
sen T(i’\m)
X T ) dx
1
16(5NT)?

— 4N ln(w))

< (o B X
AT Lo —Am |<SNm

T(z—Am)
SEN 1 d
X T(z—Am) £
4
7 2_2
< (4oo7r4)2616§m/ 24 o 2o (165°72N — AN In(m))
ANT <Ay |[<SNT

T
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sen T(m?m)
X T ) dx
4
2 2,2
< (400w4)26w¥”/ @+ A2 (160°T —4In(m) N
AT < Jo—Am |<ONT
sen T(m?m)
X T ) dz.
4
Como o § é arbitrario, podemos tomar § < - lzr;(ﬂ), assim,
Y son T@=Am) 4
Bo < (4007%) e ¥ / 7+ A’ T _)\4) dx
MT"g\zf)\m\S(sNﬂ' a:4 o
9 1622, sen T(a—Am) |*
< (4007%) e w / (3lz — Al* + 6| Am|?) T(m_Ai) dx
‘“VT"g\xf)\m\gan 1
1622, 768 96|\, |2 1
< (40074 e w / (— + dz,
( ) ANT (g A |<oNT \ 1 17 |7 = Am|?

fazendo u = x — A, temos que du = dx, logo,

2 768 96|An2\ 1
< (4007%)° e / R ml) 4
fo < (00T e ¥z < <one \ T T ) ™
768 96|An[2\ 1
2 — —d
< /4]7\5”§u§(5N7r (T4 i T2 > u? u)
5 [ 2 SN
< (4OO7T4)2616M (2 — (768 +—96|)\m| )1 )
L T

1

< (4007‘(’4)26 N

Z

9 16X2

< (4007?4) e N

F T2 U |aN7
o[ (768 N 96/ A2\ 1 L (768 96| Am)?\ T
| T4 T2 ONT T4 T2 4N
) [ (768 N 96/ A\nl2\ T
\ T4 T2 ) 4Nw
162, (384 48|\ |2
N+ :
T3 T

< (40071)% "N

< 1600007 e

Portanto, para 7' > 1 temos que existem constantes positivas C) e C¥, tais que

2
m

B < (CYAMP+CY) e ™. (3.37)
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Substituindo (3.36]) e (3.37) em (3.34)), obtemos que

16A2

I < (CYml>+Ch) e 4 (CLAml? + C) e 3" < (CalAn]® + Cs) e

onde Cy = CL + CY e C3 = Cf + C¥ sdo constantes positivas que ndo dependem de N e m.

Caso II:|m| > 0N
Este caso é mais simples que o primeiro. Temos que

T — A\, |z — A, |+\>\ Anl ONm+4(N +1) N +8N
11 < 11 < 11 < 1 5=
In|<N " In|<N In|<N 2|n] [n|<N 2|n|
n#0,m n#0,m n#0,m n#0,m
2N—1 2N—1
< H 5N < (5N)2V-1 H LS(5N3\”2m_ (5N) m <
In| <N In = In|<N i () ( 2N (E)N>
n#0,m n#0,m e
(5N)2N62Nm < (5>2N€2N|Am| < |)\m|€8N
2N7TN2N  — N - N 7
tomando 6 = 13, temos que
H T — A P‘ |()338146°N) ‘)\m|€33845?\]N2 MM&%&% |)\m’6338-%
no | T N - N - N - N ’
n| <N
n#0,m
segue-se que
AN 4
I / H z—M\*| | sen T(:ZVA ) sen T(Z’Z’\m) J
3 = T(@m T(@m x
[2=Am[SONT \ )< n (4N : ( 1 :
n#0,m
|)\m|26676'L’ﬁ‘2
N |[t—Am|<INT
2
A2 676-2m”
< Pl N

N

< 20| A2 676 2m

2
< (o Am? + C3) 576 PR
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onde Cy = 20w e C3 > 0 sao constantes positivas que nao dependem de N e m. Portanto,
qualquer que seja |m|, tem-se que

I < (Colhnl® + Cy) 705 (3.38)

Portanto, qualquer que seja m temos que

I < (Coldl + C5) e R (3.39)

como queriamos demonstrar.

Lema 3.1.5 ParaT > 0 suficientemente grande, tem-se que para cada |m| < N comm # 0,
ém(z) € L*(—00,00).

Demonstragao: Para demonstrarmos este Lema usaremos os trés lemas anteriores,
assim, temos que

/ enl2dr = 1 (N + m(Es | T AP

% In]<N
n#0,m
da relagao (1) do Lema ([3.1.2]), temos que
W) I e < 1,
|K|<N
k#0,m
logo, pelos Lemas (3.1.3]) e (3.1.4)
o0 m 2 71'2m2
/ ]&}n\zdx S Cl + (CQ')\m‘2 + Cg) eO"MN‘ S 01 —+ (Cg?T2m2 + Cg) eo‘ N S Cm,

onde (), é uma constante positiva que s6 depende de m, portanto, a integral acima é finita
para cada m.
[ ]

Lema 3.1.6 ParaT > 0 suficientemente grande, tem-se que para cada |m| < N comm # 0,
a funcao &, € do tipo exponencial, isto €, JA,, > 0, tem-se que

En(2)] < Al v 2 e
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Demonstracgao: Temos que

2N
L\ ) sen —T('Z\?m) ‘ ‘ sen —T(ZZ\’") ‘
R n B —
‘fm(Z)’ - H |)\ Y ’ T|z—Am]| T|z2—Am|
In|<N n AN 4
n#0,m

Tomando z € € talque |z — A\,,,| > 6N7 onde 0 < 0 < 1, fazendo um raciocinio analogo
ao do lema ({3.1.3)), temos que existe uma constante A; > 0 tal que

2N

T(z — )\m T(z— )\m
lEn(2)] = A sen% sen ( 1 )
T (2= Am) —iT(2=Am) ’2N iT(2—Am) —iT(2=Am) ‘2
e AN — e 4N e 4 — e 4
= A 92N 92N
iT (2= Am) —zT(z Arm) zT(z Am) —iT(z=>m) |\ 2
(5] + )" (] )
= A 92N 92N
2
<6%1m(z) @4N ) < TT + 64Im(z)>
= A 92N 92N
N ;. 2
<264Num<z>\> <2€z\fm(Z)\>
= A 92N 92N
= Aleg\fm(»zﬂ@%\fm(z)\
— A16T|1m(z)| )

Agora, tomando Tomando z € € tal que |z — ;| < N7, deste que a fungao composta
(|-]0&n) é uma fungao continua, pelo Teorema de Weierstrass existe B,, > 0, tal que

[m(2)] < By,
Assim tomando A, = max{A;, B,,}, Vz € C temos que

|Em(2)] < AT,

como |[Im(z)| < |z|, temos que

’Sm('z” < Ame(T+6)|Z|.
Concluindo, assim, o Teorema ([3.1.1]). u
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3.2 Estimativas para norma da sequéncia em L*(—T,T)

Teorema 3.2.1 SeT > 0 € suficientemente grande, entdo a sequéncia biortogonal (Oy, ) m|<Nm=£0
satisfaz

[Am|?

H@mHL2(_T7T) S C’)\m‘e(ﬂ N >, V\m] S N, (340)

onde C, B sao constantes positivas que nao dependem de N e m.

Demonstragao: Pelo Teorema de Plancherel (ver [19]), existe uma isometria entre uma
funcao e sua transformada, logo, temos que

V27 ||©n (D) 2(-77) = [[&m | 22(—00,00) - (3.41)

Assim, para estimar a norma de ©,,, basta estimar a norma de §,,. Logo, usando os
Lemas (3.1.2),(3.1.3)) e (3.1.4) temos que

27| OmllFerry = emllia(csoney = NN+ (NI | [T |

In|<N
n#0,m
logo, da relagao (1) do Lema ({3.1.2)), temos que
W) I P < 1
k| <N
k#0,m
2
além disso, [A,| = |2sen (Z22) | >2|m| >1e e PRE > 1, resultando em,
A
21On ey < Cit4(Colhn| +Cy) e
2 2
< Oy AmlPe R 4 (O + Cy) | Am[Pe %
(3.42)
Portanto,
2
1Omllzrry < ClAle? 5"
Onde ' = /@A) o 3 = /2. n

Observamos que os Teoremas (3.1.1) e (3.2.1) também implicam na existéncia de uma
sequéncia biortogonal (O, )|m|<nmz0, tal que

10l 21y < CAm|e @D Wlm| < N, (3.43)
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onde, C' e o/ sdo constantes positivas que nao dependem de N.
Além disso, observamos também que os Teoremas (3.1.1)) e (3.2.1)) implicam na existéncia
de uma sequéncia biortogonal (0,,) m<~, tal que
m#0

1Omllz2—r) < C'Aml, ¥ |m| < VN, (3.44)

onde, C’ é uma constante positiva que nao dependem de N.
Note que a norma de todos os elementos da familia biortogonal (©,,) m<~ depende de m
m#0

mas nao explicitamente de .
Mostraremos agora, que para m = N, a norma de qualquer sequéncia biortogonal tem
crescimento exponencial. Para verificarmos isso, temos o seguinte o Teorema.

Teorema 3.2.2 Seja (L)) i<y uma sequéncia biortogonal de (') <x em L*(=T,T),
m#0 n#0
onde (i\,) mi<y $Go os autovalores da matriz Ly,. Existe uma constante positiva C' que ndao
n#0
depende de N, tal que

IT x| ooy > CeVN. (3.45)

Demonstragao: Primeiramente definiremos a seguinte sequéncia de fungoes
T
() = / Tt ml <N, m A0 (3.46)
logo,
T
OIS N OTE

usando Hélder, obtemos

T 1/2
SO )

-T

< v 2T6T‘Im(z)‘ ||Pm(t) ||L2(—T,T); vV zeC. (347)

T 1/2
@) < Tl ( / ) |em|2dt)

Além disso,

‘Tm(l')‘ S V QTHFm”LQ(fT,T)a vV z e 1R. (348)
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Assim, 7, é uma funcao do tipo exponencial, pelo Teorema de Paley-Wiener segue-se
que T, ¢ uma fungao inteira do tipo exponencial para todo T, segue-se que, pelo teorema da
Fatoracao de Hadamard s (ver, [19]) podemos escreve-la por

rl2) = aze I (1 _ i) 3 (3.49)

2z, €E

onde F é o conjunto dos zeros z;, de 7, com 2, # 0, isto é, E = {z; € C|7,(21) =0, 2 # 0}.
Pela definigdo da funcao 7, temos que 7,,(A\,) = dpmyn. Portanto, E' = {\,;;|n| < N,n #
0,+m} C E. Logo,

Tm(2) = azPe” H (1 - )\i) e H (1 - i) e (3.50)
n 2 EE—E “k

In|<N
n#0,£m

Se definirmos a fun¢ao polinomial

= II < W _A (3.51)

In|<N
n#0,£m

fica bem definida a funcao ¢,,(z) dada por

Pm(z) = : (3.52)

A fungao ¢, tem as seguintes propriedades:

e é uma funcao do tipo exponencial para todo T’
hd ¢m(>\m) = 1;
o Tu(2) = Pr(2)m(m);

Definamos ¢y : € — €, pondo py(2) = ¢n(Ay — 2). Evidentemente, ¢y é uma fungao
inteira e o (0) = ¢y (An) = 1. Vamos estimar |Py(An — 2)].

PyOw—2) = [ ANA;% "

[n|<N-1 In|<N-1
n#0 n#0

onde

4 N N —
un:)\N—)\n:Ecos< Inwh) sen ( nﬂ'h),

para —N+1<n<-lel<n<N-1.
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Fazendo j = N—n tem-se quen = N—j,logo, - N+1 < N—j < —-1lel < N—j < N—1,

logo, N+1<j<2N—-1el1<j<N—1,assim, 1 <j<2N —1,j # N. Denotando por
v; = Un—j, temos que

v, = %cos <2N4_]7rh) sen (iwh)
4 2Nth j gmh
= ECOS< 1 1) sen (T)
2NTh ¥ 2N7h Ji gmh
{cos( 1 )cos (Z) + sen ( 1 > sen (1)} sen (T)
{sen (@> cos (l) + cos (ﬁ) sen (l)} sen (W—h)
4 4 4 4 4
2rh  jgmh Jjmh
sen (T + T) sen (T)
J+2 Jjmh
sen < 1 Wh) sen (T) .

Notemos que (v;)i<j<en—1 € crescente e
i#N

S e e e

PN()\N—Z): H Uj_z.

1<j<2N-1 Uj
i#N
Agora, se z € € é tal que |z| < N, entao
Vh|z| < vVhN < 1’
4 - 2 T2
logo, existe t > 0, tal que
2| _

NOE Cen (mh)’

4

resultando que

tomando p = [t], temos que p <t < p+ 1, assim, p < [%] e |z] € [up, Upt1]. Assim, obtemos
que

[PvOw =2) = ]

1<j<2N-1
J#N

_ H v — 2| H |v; — 2|
|vj| |vj]

1<j<p pHISIEN
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> 1 [ I1 v; — 12|
1<j<p p+1<j<2N-1
AN
> ” i || Y T Uptl (|Z|_Up,vp+1—|z|)
N 9
1<G<p1 Y predizonoy Y Uy Vpi1
AN

onde

H U~V _ H HUN—p — HUN—j

U s

1<j<p-1 4 1<j<p—1 HN =
=

1<j<p1 M

2 sen (%Wh) - %sen (%’wh)

_ h
N 1<j1:£—1 %sen (]%h) sen (%”h)

%sen <—N_j_4(N_p)7Th> coS (—N_jZ(N_p) 7Th>
- 1l Lsen (1) sen (£27h)

1<j<p—1 B S (g

- I

1<j<p-1

sen (’%jﬂh) coS (QNZj_pﬂh)
sen (J%h) sen (%Wh)

Fazendo k = p — j temos que 5 = p — k, logo

[ s (p;jm)_wn sen (St ) = T sen (fun).

1<j<p1 <pih<p-1 1<k<p—1
logo
2N—j—p h 2N7h J+p h
H Up — Uj H COS 1 m COS = TTF
= iz 11 2
1<jp-1 1<jgpor Sen (5h) 1o sen (ETh)

H sen (% + jTTpﬁh)

sen (%Wh)

1<j<p—1
T )
|<j<p_1 Sen (%Wh) .

Fazendo k = j 4+ p+ 2 temos que j = k —p — 2 e fazendo k = j + 2 temos que j = k — 2,

logo

I[[ sen (gwh) [[ sen (%h)

H Up — Uj _ 1<k—p—2<p—1 _ p+3<k<2p+1

. VU k k
1<j<p-1 J H sen (Zﬂ‘h) H sen (th)

1<k—2<p—1 3<k<p+1
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Por outro lado,

II

p+2<j<2N—1
J#N

Uj

— Uptl

Yj

H HUN—j — UN—(p+1)

pH2<i<2N—1 HN—j
TEN

H AN=(p+1) — AN

p+2<i<2N—1 KN—j
JEN
2 N— o N—j
> sen < 7rh> sen ( 3 7rh)
II 4 jmh it2
p2<j<2N-1  sen (17%) sen ( h)
J

sen (]'—_(Tl)ﬂh) cos (—2N“h — p—+j+171'h)

v H2 sen (221 sen (Z£27h)
JEN

4

p

—(p+1) .
sen (Z (er sen (%t 4 PEELrp)
1 1
7h

sen (JT) sen (jfwh)

I

p+2<j<2N -1
J£EN

11

pH+2<j<2N -1
JEN

sen (¥5%) sen (Y¢2rh)

sen (Mwh) sen (%ﬂ'h)

1
H sen <j_({'++1)7rh) sen (Mﬂh)

p+2<j<2N—1 sen (%) Sen <]+27Th)

son (252 sen (22h)

sen (%’N}Z) sen (Wﬂz)

D () I ()

sen (Mf%l)wh) sen (th)

sen (J?FTh) sen (%Wh)

1<k<2N-—p-—-2 2p+5<k<2N+p+2
H k‘ﬂ'h kﬁh
sen | —— H sen | ——
4 4
p+2<k<2N-1 p+4<k<2N+1

sen (2% sen (%42mh)

sen (%Wh) sen (th)

2N —p—2 2N+1 2N+p+2
kmh kmh kmh
I] sen (T) I sen (T) I] sen (T)

k=1 k=2p+5 E=2N-2
IN—1 2p+4 N+1

kmh kmh kmh
H sen (—) H sen (—) H sen (T)
kep+2 j— k=2p+5
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n (47*) sen (%3%h)
sen (N_f_lﬂh) sen (Wﬂ'h)

D (), 0 ~()

1<k<2N—p—2 IN+2<k<2N-+p+2

kmh kmh
I[ s (T) I s (T)
p+4<k<2p+4

p+2<k<2N-—1

Observe que, 2N —p—2>p+1=2N >2p+3=2N > N +3 = N > 3. Logo, para
N > 3 temos

( i) sen (27h)

H Ui “Upt1 _
pi2iZoN 1 v sen ( 17Th) sen (Wﬂh)
j#N
p+1 2N —p—2 2N+p+2
kmh kmh kmh
H sen (—> H sen (T) H SENn <T)
« k=p+2 E=2N+2
IN—p—2 IN—1 2p+4
kmh kmh kmh
H sen (T) H sen (—) H Sen (T)
k=p+2 k=2N—-p—1 k=p+4
s (2) sen (S42rn)
~ sen (N_f_lﬂh) sen (%ﬂ'h)
kmh kmh
[ s (T) [ s (T)
» 1<k<p+1 IN42<k<2N+p+2

kmh kmh\ "
H Sen (T) H Sen <T)
2N —p—1<k<2N-1 p+4<k<2p+4

Obtemos que

H Up — Uj H v Up+1 _ sen (ﬂzh) sen (%) sen (I%Sﬂ'h) y
J

2N+p+2 ( . h)
H Sen _—
o () sen (M2rh)  pyny o\

sen (N_f_lﬂh) sen (—N+f+37rh) 2N-1 knh
] sen (_)
4
2N—p—1
sen () sen (%) sen (Pp°7h)
sen (2”:27#1) sen ( P 37rh) sen (#wh)
sen (%) sen (%ﬂ'h)

sen (%Wh) sen (th)

X

X




3.2. ESTIMATIVAS PARA NORMA DA SEQUENCIA EM L*(=T,T) 47

segue-se que

|Pn(An = 2))|

v

v

v

v

A%

8 H sen (wﬁh)
4

2N+2

sen (%) sen (%Wh)

~ sen (N_f_lﬂ'h) sen (Wﬂh)

sen (”Th) sen (%) sen (7%37rh)

sen (#ﬂ'h) sen (#ﬂ'h) sen (#ﬂ'h)
16 N(N +2)(p+3)

™(N=—p-1)(N+p+3)(p+1)2p+3)(p+2)

v

16 N(N +2)(p+3)
™ (N —=p—1)(N+p+3)(p+1)2p+3)(p+2)

(!Zl —Up Upt1 — IZ\)
16 (N +2)(p+3)
™ (N+p+3)(p+1)2p+3)(p+2)

2 v vpr1 — 7]

( Up Up+1 )

16 (N+2)(p+3)
™(N+Z+3)(p+1)(2p+3)(p+2)

(|Z| — Y Upt1 T |Z|)
16 (N +2)(p+3) (lzl —Up Ups1 — \Zl)
™ (X +3)p+1)2p+3)(p+2)

Up Up+1

32 (Izl —Up Uptl — |z|)
3md(p+1)(2p + 3) Up Upt1
32
3nTp(p+1)(2p+3)(p + 1)

(2] = vp) (vp41 = |2])

32
3n7p(p+1)(2p+3)(p + 1)

min {]]2] —vjr}] .

1<j<2N-—1
J#EN

Portanto, existe 0 < C' < 1 que nao depende de N, tal que

|Pn( Ay — 2)| > C

2
135222—1{“4 - Uj|}] , VzeC com]|z| < N. (3.53)
P#EN
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Por (3.47)) e (3.53)), otemos que

v = 2)|

om(2)] 2Te ™ML | 21,1y
m\%)| =
v [Py — 2)|

2

< VzeC ,|z| < N. (3.54)

C | min Iz —v;l}

AN

Agora, lembramos o seguinte resultado (ver [12]):

Teorema 3.2.3 (A) . Seja f(z) holomorfica no circulo |z| < 2eR (R > 0), onde f(0) =1
e sejan € ((), %) Entao dentro do circulo |z| < R, excluindo uma familia de circulos cujo
a soma dos raios nao é maior que 4nR, temos que

In(|f(z)]) > — (2 +ln (%)) In (M;(2¢R)), (3.55)

onde M¢(2eR) = max |f(z)].

|z|=2eR

Observamos que a fungao ¢y satisfaz as condi¢oes do Teorema (A), logo, VR > 0 e
n e (0, %) segue-se

m(jon(2)]) > — (2 +in (;’—f]» In(M,, (2¢R)) V:€C ,|z[<N.  (3.56)

Denotando por § = 2 + In (2—;‘;) e tomando 7 € (O, %), temos que 6 > 1. Pelo Teorema

(A) existe zg € [—R, %%], tal que

In(jen(z0)]) > —01In (M, (2eR)). (3.57)
Por outro lado, por (3.54)),
|7—N()\N — l’o)| 1
€ = < \/ﬁ Fm 2(— ’
‘SON( 0)‘ ’PN()\N_SCOM = ” HL ( T,T)|PN(/\N_:EO)|

como x( ¢ um numero negativo, temos que

v + |0l vj + || |20 |o|
|Pn(An — 20)| = <> —_— > — > :
1<]l_2[N—1 Yj ]1:[1 Yj ]1:[1 30 +2)wh 37

JAN
Logo,

T
fen(an)] < VETICaliacr (52

)

)[\/ﬁ]
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resultando que

IN

EN ~[VN]
(lon(@o)) < I [ V2T|Tonll 2y (7)

~[VN]
3m >

< o (VEFIT s rn) — VA (221). (359)

Assim, por e , obtemos que existe xy € [—R, _TR], tal que

S ln (\/ QTHFWLHLQ(fT,T)) —+ 11’1 (@

In <\/ﬁ||FN||L2(_T7T)> — [V/N]In <‘§—;') > —0ln(M,y(2eR)),

logo,

In (\/ﬁHrNHLQ(,T,T)) > [N (@) —§ln (M, (2¢R)). (3.59)

™

Considerando R > 0 tal que

v + v
2R — oL T 7S

afirmamos que

. _ Us41 — Us
Jin {[2eR — vl = ———
J#N

?

isto é, o minimo é alcancado quando j = S. De fato, se 7 = S, temos

Us+1 — Us
2

_ Usy1 — Us
= 5 ,

Caso contrario, se j # .5, temos que j < S ou j > S. primeiramente, se j < .5, segue-se
que

Vsy1 + Us Us+1 — Us Us+1 — Us Us+1 — Us
2¢eR —v;| = |22 i = |22 4 g — v > _
| .7| 2 J 2 S J| = 2 2 )
Se j > S, tem-se que j > S + 1 segue-se que
%R | Us41 +Us _ Vg1 + Us > Us41 +Us  Usyr — Us
eR—vl= =5 — —u|=u-— 5 2T — 5 = 2
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Consequentemente, temos que
Usi1—Us _ An-s — An-s-1 sen (Y527h) — sen (X=5=Lrh)
2 2 h
2 sen (%h) cos (QN_TQS_lﬂh)
h
2sen (—h) sen (#f“wh)

I
h

24+25+1
2

4
2(N + 1)

1
N’

v

h

v

v

portanto,

. _ Us+1 — Vs
Jmin {[2eR — v} = — 5
J#N

v

(3.60)

1
N

logo

V 2TN2€2€RT”FWHL2(_T7T)

Moy (2eR) = max [on(2)] < 8

(3.61)

Assim, obtemos

2T N2e2ET T, |12
In (VET|Txll ) > [\/N]ln(%>—5ln(v il Hunm)’

implicando que

(1+6)In (\/ﬁnanLg(_T,T)) > [VN]In (@) —2¢5TR — d1n (Ng) ,

™

logo,

i (VI Il ) > VN ln(|x0|> 2a0TR § n (N_2>

(1+9) 3 (146) (14906 C
VN (ool gorn o (N
> i (3) 2%TR 1(0)

VAN (i) — 2TR —In (%) :

20 127
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temos que 2[v'N] = [V'N] + [VN] > [V'N] + 1 > VN, logo, [V'N] > Y assim,

o VN (R N?
In ( 2T|’FNHL2(7T,T)) > ﬁ In (E) —2¢TR —In (F>

> \/N(Ll—laln(l};w) ij_R \/1_ (NQ)). (3.62)

Agora, se tomarmos S = [N1], temos que

Usiit s | Usi o (SHDSH3h (Ni)(N9)h  NVN _ VN

%R = - >
‘ 2 = 2 = 2 = 2 XNT1) = 4

72(S + 1)(S + 3)h _ 72 (N%-i-l) (N%—i-?))h

2
%R < vgyy < < . < %(N\/N+4N%+3)h
< 27°VN, (3.63)
portanto,
N

% < 2eR < 2n2V/N, (3.64)

067 )99 p180+1857%T
logo, para N > max {(144(5)2, (967) 295

2

n<\/2T|\rN|\L2(_T,T)) >

2

2

2 1 1
InN— —1 — 2’ T — —1InN —
5 % n 96em T \/_ ( ))

N
1 2 1
§_\/N]IHN In 96er — 27%T — ln( ))
1
)

2

2 9 1
g —m]ln]\f ln 96em — 27T — ln<6)>

1
9% In N — In96er — 7T — In <5>)

203

I
3
TN TN T N T N T N
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1 (9671')96 185+18672T ) 1
> \/N<—51 ( o —In96er —27°T —In |
242727
= ( ( (96m)e ) —In96er — 272T — In (l)>
C
_ ( ( (96em)e ) — In96er — 27T — In (é))

= (3.65)

Portanto,

1
VT |Unllzrry > Y = |ITwllp2rm > eV,

como queriamos demonstrar.



Capitulo 4

Resultados de controlabilidade

Neste capitulo, consideramos a sequéncia de sistemas semi-discretos correspondente a equagao
da onda no continuo e estudaremos algumas propriedades de controlabilidade desses sistemas.

Para relembrar, o ponto de partida de nossos estudos é seguinte problema de controle:
Dados T' > 2 e (u®,u!) € L?(0,1) x H~'(0,1) existe uma fungao controle v € L*(0,T) tal
que a solucao u do sistema

Ut — Ugpye = 0, ZEE(O,l) t>07
uw(0,t) =0, u(l,t) = o(t), t>0,
u(z,0) = uo(x), uy(x,0) = ul(t) x € (0,1),

satisfaz

u(T, ) =4 (T,-) = 0.

Neste capitulo o foco esta relacionado ao problema de controlabilidade do sistema semi-
0

discreto por diferencas finitas, que é expresso da seguinte forma: DadosT > O e (u ) ul

VK J)lgjgN €

L?(0,T) existe uma fungio controle v € L%(0,T) tal que a solucao u do sistema

i1 (t) — 2u,(t i1(t
R R (4.)
up(t) =0, unsi(t) = wv(t), t>0,
u;(0) =uf, wj(0) = wuj, j=1,2,..,N.

J 7

satisfaz

Nosso objetivo é construir um funcional controle vy,.

o3
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4.1 Caracterizacao do problema de controle

Primeiramente, veremos a seguinte caracterizacao do problema de controlabilidade do sis-

tema — .

Proposicao 4.1.1 O sistema (4.1] . ¢ controldvel se, e somente se, dado uma condi¢ao

inicial Z° = (u?,uj)K <N e emste v, € L?(0,T) tal que

IRV o1 1
H /0 oD (Ot = 1S (Wt — ul?) (4.4)
j=1
para algum vetor (w?, w})lSjSN e e w ¢ uma solugio de 1} — 1D em (0,7T).
Demonstracao: Sejam considerados ( )1<J< ~n €T e w é solucdo de . .

m (0,7). Multiplicando a j-ézima equac;ao por w,(t), com 1 < j < N, depois
integrando em (0,7") e somando-as, obtemos

i/OT [“}'(t)@j(t) _ tyall) _hiuj - uj_le(t)] dt =0

o 3 [ emn ~wm )

) é /O~T {uj(t)w;/(t)_ujﬂ(t) 2u}i2(t)+u]_1(t) J (t)} 5= 0

& :1 (us(t)w; (t) — u; (t)w)(1)) :+§ /0 Tuj(t)w;’(t)dt—

~ %é /0 g (£) — 2uy(8) + s 2 (8))5 ()t = 0

& é(ug(t)wj(t) u; (t)w)(t)) Z+é /0 Tuj(t)w;'(t)dt—

- af [ﬁ;um(t)w](t)—ézuxt)w](t)+éu]_1<t)w]<t>] it =0,

transladando os indices dos somatdérios dentro da tltima integral e usando as condigoes de
contorno, obtemos

> (w5 (1) — uy (4T (1))

J=1

T N T
+) / w; ()@ (t)dt —
0 j=1 0
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N+1 N-1
Z tyw;_(t ZZuJ Jw,(t —|—Zuj YW1 (1 ] dt =0
j=2 7=0
N
& (it (t) — u(t)w)(t) +Z / u; (1) (
j=1

_ [Z U] w] 1 —f- UN—H EN(t) — Z 2Uj<t)@j(t) + Z Uj(t)@j+1(t)] dt =0

1 T

2

& S (uOmt) — (O (1))

T N T
+> / w; ()@ (t)dt —
0 j=1 0
N

- %/0 [Z (wj—l@) - Z(t)wj (t) + (t)wj+1 (1)) uj + Uh(i)wN(t)] dt =0

& Z (5 (0w (1) =y (£)w) (1)) ) +
+ Z/O ’LL](t) <w;/(t) _ @j 1(t> — 2<t> h2(t> + (t)wj+1 (t)) dt — /0 Uh(t)w]v(t)dt =0,

> (50, 6) s 6) | /0 on ()T (£)dt = 0
& 3 (T (1)~ (T)W(T)) = 3 (uha? — ufwd) - /0 on ()T (H)dt = 0
& Z (wp(t)w;(T) — ui(T)w)(T)) + Z (viw) — wjw)) — /o v (t)wn(t)dt = 0.

Assim, se w é uma solugao qualquer de (2.5) — (2.7)), entao

1 (T
E/ vp(t)wn (t)dt = hz | —uw) (4.5)
0

se, esomente se, o sistema (4.1)) é controlavel, isto é

finalizando a demonstracao.
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|
Introduzimos a seguinte notacao
N
g> = hz (fj§j+N - fj—i—Ngj) (4'7)
j:
Onde f = (fx)1<k<n cC® e g= (g 1<k<N e C*N, observemos que
(af,g9)=alf,g) V a€cl (4.8)
e
(f+hg)={fg)+(hg) ¥V heC? (4.9)
Lema 4.1.2 Se ®"(h) e ®*(h) sdo autovetores do operador Ly entdo
ih
"(h),®*(h)) = ———~6, 4.10
< ( ( )> 92 sen (%h) k ( )
Demonstragao:
Temos que
n k 1 n n 1 k k
(@"(h), @ (h)) = (| =¥"(h),=¢"(h) ], | =¥"(h), —¢"(h)
1An oV
1 1\ &
= ih|—+— "(h)e" (h
. A)Zso ()¢ 1)
Como
N
Z ©"(h)"(h Z sen (nmjh)sen (kmjh) = Zcos n — k)mjh) — cos((n + k)mjh),
7j=1 J=1 ] 1
e, para q € 2",
al 0, se g par
Zcos(qﬂ]h) :{ "1, se q impar (4.11)
Portanto,
h
o"(h), " (h)) = — 4,
< (h), %( )> 2 sen (%) k
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inicial U° = Z Br®(h

k| <N
k#£0

/OT vp(t)e"Midt = ﬂﬂn (4.12)

sen (nmh)

Demonstragao: Pela proposigao (4.1.1]) segue-se que (4.1)) — (4.3)) é controlavel se, e
somente se, exitir v, € L*(0,T), tal que

%/OT on(tyoy (t)dt = (U°, 2°) (4.13)

onde Z° = (wo w; ) I<j<N condi¢ao inicial e w uma solugao do sistema homogéneo. Assim,

tomando Z° = ®"(h), temos que sua solucio correspondente é

Z(t) = e*'o" (h)

logo,
oidnt cidnt o—itnt
wy(t) = - sen (nrhN) =i(—1)"+! sen (nmh) =i(—1)" sen (nmh).
1 n n n
Assim
1 [T
3 [ mms(oa = (U°.27)
0
1 /T efi)\nt Z L >
< — | () (—=1)" sen (nwh)dt = Bi, (@*(h), @™ (h)
h Jo An |k|<N
k20
’ Ant An k
& vp(t)e ' dt = h By, (®*(h), ®"(h)
/0 i(—1)"sen (nwh) ;\] )
k20
/T Ant n* Z (o (b))
& vp(t)e tdt = (= Br (P"(h), ®"(
0 COS 2h |k|<N

k#0

Usando o lema anterior, obtemos

1 (—1)"h (=1

T
- t)e Mtdt = W= ——"—P
h/o onlt)e 2cos (“2) sen (“3%) sen (nmh)

Finalizando a demonstracao.
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4.2 Controle explicito

Teorema 4.2.1 Seja (©,, )|m|§N uma sequéncia biortogonal em L*(—%, L) para uma familia

de exponenciais (€™ ) mi<n , se considerarmos os dados iniciais U° = Z BkCID ), entdo
m#0
g
(=1)*h T iAn L
Uh(t) = —ﬁk@k —t ez (4.14)
;V sen (kmh)
k20

¢ uma fungdo controle para o sistema (4.1) — (4.3)).

Demonstragao: Multiplicando a equacao (4.14) por e~n! e integrando na varidvel do
tempo em (0,7), obtemos

r . T T
—iAnt — — — 2)‘”(570
/0 on(t)e et / §j — kwh 5k@k< t) dt

|k|<N

k#£0

( )kh ! T idn (Lt
I;V sen (lmrh)ﬁk/ (5 B t) et
k20

Fazendo s = % — t no segundo membro da igualdade, temos que

T T
—idnt 74 _ (=1)*n : iAns
/0 vp(t)e " tdt = g on (lmrh)ﬁk ) Oy (s) e"*ds,

|k|I<SN 2
k0

e, pela biortogonalidade da sequéncia (0,,) m<~ & familia de exponencias complexas (€m) <,
m#0 m#0

temos

r : —1)"h
/ vp(t)e”Mtdt = L
0

sen (nwh)

Portanto, pela proposicao segue-se o resultado.



Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Nossa principal conclusao a respeito dessas abordagens numeéricas diz respeito hé construcao
da fungao controle para o sistema unidimensional da onda semi-discreto por diferengas finitas,
vimos que € possivel exibir explicitamente esta funcao, por ser uma releitura , a técnica usada
simplifica muito as contas que foram realizadas. Todo esse contexto possibilita uma série de
novas investigacoes no campo da analise numérica, principalmente com a analise de métodos
numéricos mais efcientes para se reproduzir o problema da controlabilidade numérica. Como
continuidade deste trabalho, objetivamos analisar o caso em que a equacao da onda é semi-
discreto por elementos fnitos, aplicacoes no caso de Sistemas de Timoshenko, aplicagoes para
ondas acopladas bem como para outros sistemas acoplados.
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