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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Considerações gerais e motivação

Na Física dizemos que “onda é uma perturbação que se propaga no espaço ou em qualquer

outro meio”, isto é, se por alguma razão as moléculas das substâncias que compõem o meio, se

deslocam da posição de equilíbrio e vão transmitindo a sua energia em moléculas vizinhas, por

meio da interação molecular desencadendo um deslocamento progressivo, então nessas condi-

ções temos a onda.

As ondas são classificadas em dois grandes grupos, que são: Ondas Mecânicas e Ondas Ele-

tromagnéticas. As duas classificações dependem da composição do meio em que elas se propo-

gam. Quanto a direção de propagação, elas se classificam em unidimensionais, bidimensionais

e tridimensionais.

O interesse pelo estudo de ondas remota desde o século XVI. O primeiro registo que se tem,

foi o livro “Monumental Principia” publicado em 1687 de Isaac Newton (1643-1727). Nesse

livro ele estuda a Mecânica como sendo um modelo para a investigação matemática da natureza.

Em seguida, muitos outros cientístas tais como Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) , Jean le

1



1.1. Considerações gerais e motivação 2

Rond d’Alembert( 1717-1783), Leonhard Euler (1707-1783) e Daniel Bernoulli (1700-1782)

se interessaram pelo estudo do problema da corda vibrante, surgindo assim, a necessidade de

modelar matematicamente a vibração da corda, de onde passamos a ter o estudo da equação de

onda[21].

Primeiramente vamos tentar entender os conceitos de observabilidade e controlabilidade a

partir das seguintes perguntas:

• Obsevabilidade: Assumindo que ondas se propagam em conformidade com uma dada

equação de onda e com apropriadas condições de fronteiras, pode-se garantir que a ener-

gia total possa ser estimada (independentemente da solução) em termos da energia con-

centrada em uma sub-região do domínio ou até mesmo de sua fronteira onde ocorre as

oscilações para um dado intervalo de tempo?

• Controlabilidade: É possível que as soluções de um problema de propagação de ondas

possam ser direcionadas de um estado inicial para um estado final por meio de um meca-

nismo de controle atuando sobre o sistema?

No trabalho de J.A. Infante e E. Zuazua[8], os autores abordaram o problema no contínuo,

onde trabalharam com a questão da energia nos seus aspectos conservativos, observabilidade e

também a análise semi-discreta. Para compreender melhor, consideremos o sistema conserva-

tivo de propagação de ondas em 1-D

utt − uxx = 0, em (0, L)× (0, T ), (1.1)

u(0, t) = u(L, t) = 0,∀t ≥ 0 (1.2)

u(·, 0) = u0(·), ut(·, 0) = u1(·),∀x ∈ (0, L). (1.3)

Como podemos observar, este sistema está bem posto no espaço da energia H1
0 (0, L) ×

L2(0, L), isto é, para qualquer (u0, u1) ∈ H1
0 (0, L) × L2(0, L), existe única solução u ∈

C ([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1 ([0, T ];L2(0, L)). A energia do sistema acima é dada por

ε(t) =
1

2

L∫
0

u2xdx+
1

2

L∫
0

u2tdx, (1.4)

a qual é conservativa ao longo de tempo, isto é,

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capítulo 1. Introdução 3

ε(t) = ε(0),∀0 < t < T. (1.5)

O problema de observabilidade da fronteira do sistema (1.2)-(1.3) consiste em uma desigul-

dade inversa para a respectiva energia associada, a qual é dada da seguinte forma

ε(0) ≤ C(T )

T∫
0

|ux(L, t)|2dt. (1.6)

Como o sistema é conservativo, esta desigualdade de observabilidade nos diz que a energia

total da equação da onda é estimada por meio da tensão ux(L; t) medida na norma L2(0;T ).

Notemos que é uma importante propriedade pois temos “controle” total sobre o sistema por

meio de um único termo. Esta estimativa é conhecida como problema de observabilidade da

fronteira e a melhor constante C é chamada de constante de observabilidade, ver Lions [7]

e Komornik [20] em trabalhos clássicos sobre a teoria de controle em equações diferenciais

parciais. Em particular, os autores tratam da equivalência existente entre a controlabilidade e a

observabilidade por meio do Método de Unicidade Hilbertiana.

Por outro lado, no início do anos 90 do século passado, alguns pesquisadores dedicaram

seus estudos ao tratamento numérico (teórico e computacional) da teoria de controle. Entre

os principais trabalhos destacamos os de R. Glowinski et al. [13, 14, 15]. Tendo em mente

que controle implica em observabilidade, nesses trabalhos os autores identificam uma impre-

cisão numérica no problema de controle para equação de ondas 2-D quando discretizadas no

contexto do método das diferenças finitas e de elementos finitos. Esse fato suscitou uma série

de questionamentos e os autores inferiram que tais métodos geram soluções numéricas espú-

rias que não estariam presentes na contrapartida do contínuo e que uma análise mais profunda

seria necessária para identificar as causas dessas anomalias numéricas. Precisamente falando,

qualquer dinêmica numérica semi-discreta gera oscilações espúrias à alta frequências que não

são próprias do respectivos modelo contínuo. Elas devem convergir fracamente para zero na

medida em que o parâmetro de discretização espacial h tende para zero e, essa medida, é con-

sistente com a propriedade de convergência numérica. Porém, em se tratando de representações

semi-discretas para desigualdades do tipo (1.6), um limite uniforme para a constante C(T ) é

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



1.1. Considerações gerais e motivação 4

necessário para que não se ocorra uma degeneração da mesma com o limite h→ 0. No entanto,

isto não acontece para dinâmicas numéricas elementares como é o caso das diferenças finitas

e de elementos finitos (standard).Prova-se que a constante de observabilidade em estimativas

numéricas semi-discretas do tipo

εh(0) ≤ C(T ;h)

T∫
0

∣∣∣∣uJ+1(t)− uJ(t)

h

∣∣∣∣2 ; (1.7)

sofre de “blow-up” quando h → 0. Nessa direção, as conjecturas levantadas por R. Glowinski

et al. [15, 13, 14] foram resolvidas no trabalho de Infante e Zuazua [8]. Nesse artigo, os

autores fizeram uma análise detalhada para o problema da perda de observabilidade numérica

em diferenças finitas e elementos finitos no contexto das semi discretizações e esse trabalho se

tornou uma das referências em análise numérica teórica para a teoria de controle em equações

diferenciais parciais.

Pretendemos estudar o problema que diz respeito a uma representação numérica semi-discreta,

na qual somente a variável espacial é discretizada, para um importante problema no contexto da

Teoria de Controle em Equações Diferenciais Parcias, a saber, o problema de observabilidade

ou desigualdade inversa para energias que representam sistemas de equações de ondas acopla-

das.

Tomando por base θ-esquema dado por

(1− 2θ)u′′j + θ(u′′j+1 + u′′j−1)−
uj+1−2uj + uj−1

h2
= 0, t ≥ 0, j = 1, 2, ..., J (1.8)

u0(t) = 0, uj+1 = 0, t ≥ 0 (1.9)

uj(0) = u0j , u
′

j(0) = u1j , j = 1, 2, ..., J, (1.10)

Os autores D.S.Almeida Júnior, A.J.A. Ramos e M.L. Santos em [3] conseguiram identificar

de modo preciso o operador numérico espúrio introduzido que é responsável pela perda de

observabilidade numérica, tal como caracterizado na introdução. O esquema acima foi objeto

de estudo nos trabalhos de Loreti e Mehrenberger [22, 23] em conexão com a observabilidade

uniforme do método "two-grid". Eles mostraram que a energia de (1.8)-(1.10) é dada por

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capítulo 1. Introdução 5

εθh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|u′j|2 − θ|u

′

j+1 − u
′

j|+
∣∣∣∣uj+1 − uj

h

∣∣∣∣2
]
, (1.11)

e, em [22], os autores destacaram que εθh satisfaz

εθh(t) ≥
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|u′j|2 +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
]
, (1.12)

e portanto a positividade de εθh(t) vale para θ ∈ [0, 1/4]. Os autores destacaram também que

o esquema (1.8)-(1.10) está inspirado em uma aproximação dispersiva para a equação da onda

dada por

utt − θh2uttxx − uxx = 0, (1.13)

e nesse sentido o operador h2uttxx para qualquer θ ∈ [0, 1/4] caracteriza uma inconsistência

numérica.

Diferentemente de Loreti e Mehrenberger [22], nós mostramos que a energia de (1.8)-(1.10)

é dada precisamente em função de θ por

Eθ
h(t) :=

h

2

J∑
j=0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

2

∣∣∣∣∣
2

+
1− 4θ

2

h3

2

J∑
j=0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

+
h3

2

J∑
j=0

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 , (1.14)

e sua positividade permanece válida para θ ∈ [0, 1/4]. Além disso, através de um cálculo

simples, mostra-se que Eθ
h(t) é a energia para a equação dada por

u
′′
j+1 + 2u′′j + u′′j−1

4
− 1− 4θ

4
h2∆hu

′′

j −∆huj = 0, j = 1, ..., J, (1.15)

onde as equações acima contêm um termo extra do tipo dispersivo dado por 1−4θ
4
h2∆hu

′′
j para

todo θ ∈ [0, 1/4]. Em particular, tomando θ = 0 resulta nas equações de diferençaas finitas

u′′j − ∆huj = 0 e tomando θ = 1/6 resulta na equação de elementos finitos (u
′′
j+1 + 4u

′′
j +

u
′′
j−1)/6−∆huj = 0 (ver [8]).

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



1.1. Considerações gerais e motivação 6

Aqui, diferentemente da aproximação dispersiva (1.13), podemos concluir que (1.16) está

inspirada em outra aproximação dispersiva da equação de ondas dada por

utt −
1− 4θ

4
h2uttxx − uxx = 0. (1.16)

Tendo em mente que somente para θ = 1/4 obtemos uma consistência numérica, ou seja,

livre do termo espúrio e uniformemente observável para todas as soluções de Fourier, somos

induzidos a pensar que1−4θ
4
h2∆hu

′′
j para todo θ ∈ [0, 1/4[ geram as oscilações espúrias de alta

frequência e a respectiva perda de obvervabilidade uniforme. Assim, (1.16) é uma equação

dominantemente dispersiva para θ ∈ [0, 1/4[. Além disso, esse termo gera no cenário multipli-

cativo o termo extra dado por

(
θ − 1

4

)
h3

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt. (1.17)

De acordo com os resultados de Infante e Zuauzua [8], os modos espúrios são

−h
2

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt e − h2

12

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt (1.18)

correspondendo aos valores θ = 0 e θ = 1/6, respectivamente.

Finalmente, podemos notar uma importante diferença entre as equações (1.13) e (1.16). To-

mando θ = 0 em (1.13) o termo extra desaparece e não detectamos a presença de h2uttxx ao

nível do contínuo, fato que não acontece em (1.16) onde prevalece utt − h2

4
uttxxuxx = 0 que,

naturalmente, é inconsistente com utt − uxx = 0 para h fixado.

No sentido exposto acima, acreditamos que abordagem em resolver o problema da obser-

vabilidade uniforme para o esquema constitui-se em uma importante contribuição em análise

numérica teórica, porque torna explícito o operador de natureza dispersiva numérica que gera

as modos espúrios para qualquer θ ∈ [0, 1/4[.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



Capítulo 1. Introdução 7

1.2 Objetivos e organização da dissertação

A dissertação está dividida em cinco capítulos. No capítulo I, fizemos a introdução do traba-

lho e a fundamentação teorica que consistiu em apresentar o caso clássico da equação de onda

e alguns resultados de Infante e Zuazua [8].

No capítulo II, apresentamos o sistema acoplado de duas ondas conservativas. Tratamos

resultados importantes, tais como, a questão da observabilidade uniforme no cenário contínuo e

aproximação por diferenças finitas. Estes resultados já foram apresentados por J. C. Pantoja em

[24].

No capítulo III, apresentamos o nosso problema que consistiu em aplicar o θ esquema ao

sistema de ondas acopladas estudado em [24]. Nesse sistema, estudamos a influência dos pa-

râmetros h e θ sobre a representação numérica para a observabilidade e controlabilidade do

sistema.

Os pontos importantes abordados no capítulo III são:

• Identificação precisa dos termos de sobre-estimação que afetam as propriedades de ob-

servabilidade. Isto foi feito usando o método de energia devidamente adaptado para esse

ambiente numérico;

• Construção da energia numérica e procedendo com devidas adaptações seremos capa-

zes de identificar os operadores numéricos artificiais que o método introduz para valores

específicos do parâmetro θ;

• Construção do espectro numérico e a série de Fourier das soluções semi-discretas;

• Construção d desigualdades de observabilidade para o espectro semi-discreto e identifi-

camos então, sob que condiçõoes ocorre a perda de observabilidade do espectro e conse-

quentemente a perda de observabilidade das soluções dos sistemas semi-discretos;

• Filtragem das soluções espúrias e construção da observabilidade uniforme.

No capítulo IV, construímos a observabilidade uniforme usando desigualdades do tipo Ingham.

Finalmente, no capítulo V, apresentamos as conclusões e perspectivas futuras.

A. Sancho Noé PPGME - UFPA



CAPÍTULO 2

Sistema de equação de ondas acopladas

Neste capítulo vamos apresentar o sistema hiperbólico de ondas acopladas estudado por D.

S. Almeida Júnior, J. C. Pantoja Fortes e M. L. Santos em [24], destacaremos alguns resultados

importantes discutidos neste neste trabalho.

2.1 Sistema acoplado

Consideremos o sistema 1-D de duas equações de ondas acopladas dado por

utt − uxx + αv = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.1)

vtt − vxx + αu = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.2)

u(0, t) = u(L, t) = 0, v(0, t) = v(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.3)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), ∀x ∈ (0, L) (2.4)

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), ∀x ∈ (0, L), (2.5)

8



Capítulo 2. Sistema de equação de ondas acopladas 9

onde a constante α > 0 acopla as equações de onda representadas por u e v. Em análise mate-

mática, esses sistemas aparecem nos trabalhos de M. Najafi[12,17] e em suas referências. Em

sua quase totalidade, os trabalhos de análise matemática sobre o sistema acima dizem respeito a

estabilização espacial. O sistema acima, também foi objeto de estudo de D. S. Almeida Júnior,

J. C. Pantoja Fortes e M. L. Santos em [24]. Ele estuda o problema de observabilidade, tanto

para o modelo contínuo, como para aproximação de diferenças finitas semi-discretas.

O sistema (2.1)–(2.5) é bem posto no espaço da energia (H1
0 (0, L)×L2(0, L))2, isso significa

que, denotando de U = (u, ut, v, vt) temos que U0 ∈ (H1
0 (0, L) × L2(0, L))2, existe única

solução U ∈ (C([0, T ];H1
0 (0, L)) ∩ C1([0, T ];L2(0, L)))2. Sobre existência e unicidade de

soluções consulte [26].

Passamos agora a apresentar alguns resultados importantes obtidos em [24], os quais norte-

aram esta dissertação.

2.2 Resultados no cenário contínuo

A energia do sistema (2.1)–(2.5) é dada por

ε(t) :=
1

2

L∫
0

u2tdx+
1

2

L∫
0

u2xdx+
1

2

L∫
0

v2t dx+
1

2

L∫
0

v2xdx+ α

L∫
0

uvdx. (2.6)

de onde tem-se que

ε(t) = ε(0),∀t ∈ [0, T ]. (2.7)

Desacomplando o sistema (2.1)–(2.5), passamos a ter dois sistemas distintos dados por

ψtt − ψxx − αψ = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.8)

ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.9)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), ∀x ∈ (0, L), (2.10)
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com ψ := u− v e outro dado por

φtt − φxx + αφ = 0, em (0, L)× (0, T ), (2.11)

φ(0, t) = φ(L, t) = 0, 0 < t < T, (2.12)

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ∀x ∈ (0, L), (2.13)

com φ := u+ v. Esses sistemas são conservativos e as suas respectivas energias são dadas por

ε1(t) :=
1

2

L∫
0

ψ2
t dx+

1

2

L∫
0

ψ2
xdx−

α

2

L∫
0

ψ2dx, (2.14)

e

ε2(t) :=
1

2

L∫
0

φ2
tdx+

1

2

L∫
0

φ2
xdx+

α

2

L∫
0

φ2dx. (2.15)

as quais são também conservativas. Note que ε(t) := (ε1(t) + ε2(t))/2, de fato

ε(t) =
1

2
(ε1 + ε2)(t)

=
1

2

L∫
0

(
ψ2
t + ψ2

x − αψ2 + φ2
t + φ2

x + αφ2

)
dx (2.16)

e usando o fato de u = (φ+ ψ)/2 e v = (φ− ψ)/2, concluímos que

ε(t) :=
1

2

L∫
0

u2tdx+
1

2

L∫
0

u2xdx+
1

2

L∫
0

v2t dx+
1

2

L∫
0

v2xdx+ α

L∫
0

uvdx. (2.17)

De acordo com esse desacoplamento, as propriedades que objetivaram os estudos em [24],

foram feitas nos sistemas desacoplados (2.8)-(2.10) e (2.11)-(2.13) e, ao final, as propriedades

foram compostas por meio das funções ψ := u− v e φ := u+ v.

Antes de mostrar o resuldado sobre a desigualdade de observabilidade, o autor em [24],

mostrou a positividade da energia. Portanto, segue o teorema
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Teorema 1. Seja U = (u, ut, v, vt) a solução do sistema (2.1)–(2.5). Então, para todo α ≤
π2/L2 temos que

ε(t) ≥ π2 − αL2

2π2

[ L∫
0

u2xdx+

L∫
0

v2xdx

]
≥ 0, ∀t ∈ [0, T ], (2.18)

onde E(t) é a energia dada em (2.17).

Prova:Veja a demonstração em [24].

�

O teorema dado a seguir, diz respeito a uma particular desigualdade de observabilidade para o

sistema (2.1)–(2.5).

Teorema 2. Seja U = (u, ut, v, vt) a solução do sistema (2.1)–(2.5). Então, para todo α ≤
π2/L2 existe T0 > 0 tal que para todo T > T0 existe C(T, α) > 0 tal que a seguinte estimativa

vale

E(0) ≤ C(T, α)

[
α

T∫
0

L∫
0

(u2 + v2)dxdt+
L

2

T∫
0

u2x(L, t) dt+
L

2

T∫
0

v2x(L, t) dt

]
, (2.19)

onde ε(t) é a energia dada em (2.17) e C(T, α) =
π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2Lπ2
.

Prova: Veja a demonstração em [24].
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2.3 Aproximação por diferenças finitas semi-discreta

Para o sistema em (2.1)–(2.5), temos a seguinte aproximação por diferenças finitas :

u′′j (t)−∆huj(t) + αvj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (2.20)

v′′j (t)−∆hvj(t) + αuj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (2.21)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (2.22)

uj(0) = u0j , u
′
j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v

′
j(0) = v1j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1, (2.23)

onde

∆huj(t) :=
uj+1(t)− 2uj(t) + uj−1(t)

h2
e ∆hvj(t) :=

vj+1(t)− 2vj(t) + vj−1(t)

h2
. (2.24)

A energia de (2.20)–(2.23) é dada por

Eh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|u′j(t)|2 +

∣∣∣∣uj+1(t)− uj(t)
h

∣∣∣∣2 + |v′j(t)|2 +

∣∣∣∣vj+1(t)− vj(t)
h

∣∣∣∣2
+ 2αuj(t)vj(t)

]
, (2.25)

a qual é conservativa. Para simplificar a análise do problema, do mesmo modo como no caso

contínuo, consideramos os dois sistemas associado a (2.20) - (2.23). O primeiro é obtido fa-

zendo φj(t) := uj(t) + vj(t) de onde obtemos

φ′′j (t)−∆hφj(t) + αφj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (2.26)

φ0(t) = φJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (2.27)

φj(0) = φ0
j , φ

′
j(0) = φ1

j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1. (2.28)

e o outro é obtido para ψj(t) := uj(t)− vj(t), de onde segue que

ψ′′j (t)−∆hψj(t)− αψj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J, 0 < t < T, (2.29)

ψ0(t) = ψJ+1(t) = 0, 0 < t < T, (2.30)

ψj(0) = ψ0
j , ψ

′
j(0) = ψ1

j , j = 0, 1, 2, ..., J + 1. (2.31)
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As suas respectivas energias são dadas por

ε2h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|φ′j(t)|2 +

∣∣∣∣φj+1(t)− φj(t)
h

∣∣∣∣2 + α|φj(t)|2
]
, (2.32)

e

ε1h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ψ′j(t)|2 +

∣∣∣∣ψj+1(t)− ψj(t)
h

∣∣∣∣2 − αψ2
j (t)

]
, (2.33)

e estas energias também são conservativas. Tal como no contínuo, a energia de (2.20)–(2.23)

também preserva a positividade, como podemos ver na seguinte proposição.

Proposição 1 (Positividade da Energia). Para qualquer h > 0 e (uj, vj)∀j, solução de (2.20)–

(2.23) temos

Eh(t) ≥
π2 − αL2

π2

h

2

J∑
j=0

[∣∣∣∣uj+1(t)− uj(t)
h

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣vj+1(t)− vj(t)
h

∣∣∣∣2] ≥ 0,∀t ≥ 0 (2.34)

desde que α ≤ π2/L2 com E(t) dada em (2.25). Ver demonstração em [24].

Os dois resultados seguintes, são referentes a desigualdade de observabilidade das equações

desacopladas em (2.29)–(2.31) e (2.26)–(2.28) respetivamente.

Teorema 3. Seja ψj a solução do problema (2.29)–(2.31). Então, para todo α ≤ π2/L2 existe

T0 > 0 tal que T > T0 existe C(T, α) > 0 que é independente de h, onde h > 0, a seguinte

desigualdade de observabilidade detém

ε1h(0) ≤ C(T, α)

[
h3

4

J∑
j=0

T∫
0

(
ψ′j+1 − ψ′j

h

)2

dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣∣ψJh
∣∣∣∣2dt], (2.35)

onde ε1h(0) é a energia em (2.33).

Prova: Veja a demonstração em [24].

�

Teorema 4. Seja φj solução do problema (2.26)–(2.28). Então, para todo T > 2L existe

C(T ) > 0 que é independente de h, com h > 0, segue
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ε2h(0) ≤ C(T )

[
h3

4

J∑
j=0

T∫
0

(
φ′j+1 − φ′j

h

)2

dt+ αh

J∑
j=0

T∫
0

∣∣φj∣∣2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2dt], (2.36)

onde ε2h(.) é a energia em (2.32) e C(T ) = 1/(T − 2L).

Usando os dois resultados anteriores, chegamos ao seguinte resultado que podemos conside-

rar como sendo um dos principais resultado em [24], que é a desigualdade de observabilidade

para o sistema (2.20)–(2.23) sem usar técnicas de filtragem.

Teorema 5. Seja (uj, vj) a solução do sistema (2.20)–(2.23). Para todo α ≤ π2/L2 existe

T0 > 0 tal que, para todo T > T0 existe a costante C(T, α) > 0 tal que, para todo h > 0, temos

Eh(0) ≤ C(T, α)

[
h3

4

J∑
j=0

T∫
0

(
u′j+1 − u′j

h

)2

dt+
h3

4

J∑
j=0

T∫
0

(
v′j+1 − v′j

h

)2

dt

+ αh
J∑
j=0

T∫
0

(
u2j + v2j

)
dt+

L

2

T∫
0

(∣∣∣∣uJh
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣vJh
∣∣∣∣2)dt], (2.37)

Para toda solução (uj, vj) de (2.20)–(2.23).

Prova Veja a demonstração em [24].

�

Todos os resultados aqui apresentados foram norteados para o desenvolvimento da dissertação.

No próximo capítulo, os principais pontos a serem abordados são:

• A construção da energia numérica do θ - esquema;

• A construção do espectro numérico e a série de Fourier das soluções semi-discretas;

• A Desigualdade de observabilidade para o espectro semi-discreto.
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CAPÍTULO 3

Semi-discretização via θ-esquema

Neste capítulo, apresentamos o nosso principal problema, que é um sistema hiperbólico

de ondas acopladas. Este sistema resultou da discretização do sistema (2.1)-(2.5) usando o

θ − esquema. Pretendemos estudar sobre as propriendades de observabilidade e controlabili-

dade com θ ∈ [0, 1/4]. Faremos também, algumas comparações com os resultados obtidos no

capítulo anterior.

3.1 Apresentação do problema

Consideramos o seguinte sistema

δθu
′′

j (t)−∆huj(t) + αvj = 0, j = 1, 2, ..., J 0 < t < T (3.1)

δθv
′′

j (t)−∆hvj(t) + αuj = 0, j = 1, 2, ..., J ; 0 < t < T (3.2)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T (3.3)

uj(0) = u0, u
′

j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v
′

j(0) = v1j j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1, (3.4)

15
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sendo δθ a combinação linear convexa dada por

δθvj(t) := (1− 2θ)vj(t) + θ(vj+1 + vj−1)(t). (3.5)

Essa combinação linear convexa também é conhecida como θ-esquema.

3.2 Conservação e positividade das energias semi-discretas

Nesta seção, vamos mostrar as propriedade de conservação da energia e as suas respectivas

propriedades de positivade.

Para facilitar o estudo nesta seção, vamos definir ϕj(t) := (uj+vj)(t) e ωj(t) := (uj−vj)(t).

Então, desacoplando as equações (3.1)-(3.4) podemos reescrever da seguinte forma:

δθϕ
′′

j (t)−∆hϕj + αϕj = 0, j = 1, 2, ..., J (3.6)

ϕ0(t) = ϕJ+1(t) = 0; 0 < t < T (3.7)

ϕj(0) = ϕ0, ϕ
′

j(0) = ϕ1
j j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1, (3.8)

e

δθω
′′

j (t)−∆hωj − αωj = 0, j = 1, 2, ..., J (3.9)

ω0(t) = ωJ+1(t) = 0; 0 < t < T (3.10)

ϕj(0) = ω0, ω
′

j(0) = ω1
j j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1. (3.11)

Proposição 2. As energias de (3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11) são dadas respectivamente por:

εθ1h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ϕ′j|2 − θ|ϕ

′

j+1 − ϕ
′

j|2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]
, (3.12)

εθ2h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ω′j|2 − θ|ω

′

j+1 − ω
′

j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]
, (3.13)
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com θ ∈ [0, 1/4], além disso, temos que εθ1h(t) = εθ1h(0) e εθ2h(t) = εθ2h(0), ∀t ≥ 0, isto é, os

sistemas 3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11) são conservativos.

Prova: Para determinar as energias de (3.6) -(3.8) e (3.9)-(3.11), devemos multiplicar as

equações (3.6) e (3.9) por hϕ′j e hω′j , respectivamente, e somar com j = 1, ..., J. Então, segue

h
J∑
j=1

δθϕ
′′

jϕ
′

j − h
J∑
j=1

(∆hϕj)ϕ
′

j + αh

J∑
j=1

ϕjϕ
′

j = 0. (3.14)

Usando (3.5) na equação anterior, obtemos a seguinte equação

h
J∑
j=1

[(1− 2θ)ϕ
′

j + θ(ϕ
′

j+1 + ϕ
′

j−1)]ϕ
′′

j − h
J∑
j=1

∆hϕjϕ
′
+ αh

J∑
j=1

ϕjϕ
′

j = 0. (3.15)

Desenvolvendo os termos da equação (3.15) de forma separada e levando em conta as con-

dições de contorno, obtemos o seguinte:

h
J∑
j=1

[(1− 2θ)ϕ
′

j + θ(ϕ
′

j+1 + ϕ
′

j−1)]ϕ
′′

j

= (1− 2θ)h
J∑
j=1

ϕ
′

jϕ
′′

j + θh
J∑
j=1

(ϕ
′

j+1 + ϕ
′

j−1)ϕ
′′

j

= (1− 2θ)h
J∑
j=1

ϕ
′

jϕ
′′

j + θh
J∑
j=1

ϕ
′

j+1ϕ
′′

j + θh

J∑
j=1

ϕ
′

j−1ϕ
′′

j

= (1− 2θ)h
J∑
j=0

ϕ
′

jϕ
′′

j + θh

J∑
j=0

ϕ
′

j+1ϕ
′′

j + θh

J∑
j=0

ϕ
′

jϕ
′′

j+1

=
(1− 2θ)

2
h

J∑
j=0

d

dt
|ϕ′j|2 + θh

J∑
j=0

d

dt
(ϕ
′

j+1ϕ
′

j).

Analogamente

−h
J∑
j=1

(∆hϕj)ϕ
′

j = −h
J∑
j=1

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1
h2

ϕ
′

j
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= − h

h2

J∑
j=1

(ϕj+1 − ϕj)ϕ
′

j +
h

h2

J∑
j=1

(ϕj − ϕj−1)ϕ
′

j

= − h

h2

J∑
j=0

(ϕj+1 − ϕj)ϕ
′

j +
h

h2

J∑
j=0

(ϕj+1 − ϕj)ϕ
′

j+1

=
h

h2

J∑
j=0

(ϕ
′

j+1 − ϕ
′

j)(ϕj+1 − ϕj)

=
h

2h2

J∑
j=0

d

dt
|ϕj+1 − ϕj|2,

(3.16)

além disso, temos também

αh
J∑
j=1

ϕjϕ
′

j =
αh

2

J∑
j=0

d

dt
|ϕj|2.

Portanto, obtemos

h

2

d

dt

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ϕ′j|2 + 2θ(ϕ

′

jϕ
′

j+1) +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]

= 0

h

2

d

dt

J∑
j=0

[
|ϕ′j|2 − 2θ(|ϕ′j|2 − ϕ

′

jϕ
′

j+1) +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]

= 0

usando o fato de
∑J

j=0 |ϕ
′
j|2 =

∑J
j=0 |ϕ

′
j+1|2, definimos

εθ1h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ϕ′j|2 − θ|ϕ

′

j+1 − ϕ
′

j|2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]
. (3.17)

Veja que

d

dt
εθ1h(t) = 0→ εθ1h(t) = εθ1h(0), (3.18)

portanto, a energia εθ1h é conservativa.
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Usando o mesmo procedimento na equação (3.9), chegamos a seguinte energia

εθ2h(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|ω′j|2 − θ|ω

′

j+1 − ω
′

j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]
. (3.19)

Proposição 3. A energia de (3.1)-(3.4) é dada por:

εθh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|u′j|2 + |v′j|2 − θ|u

′

j+1 − u
′

j|2 − θ|v
′

j+1 − v
′

j|2 +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 + 2αujvj

]
, (3.20)

além de satisfazer εθh(t) = εθh(0),∀t ≥ 0.

Prova: Usando o fato de εθh(t) := 1
2

(
εθ1h(t) + εθ2h(t)

)
, então temos

εθh(t) =
1

2

[
εθ1h(t) + εθ2h(t)

]
=

1

2

J∑
j=1

[
|ϕ′j|2 − θ|ϕ

′

j+1 − ϕ
′

J |2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2

+ |ω′j|2 − θ|ω
′

j+1 − ω
′

j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2], (3.21)

e sabendo que ϕj(t) := (uj + vj)(t) e ωj(t) := (uj − vj)(t), concluímos que

εθh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
|u′j|2 + |v′j|2 − θ|u

′

j+1 − u
′

j|2 − θ|v
′

j+1 − v
′

j|2 +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 + 2αujvj

]
. (3.22)

Daí temos que

d

dt
εθh(t) =

1

2

d

dt
εθ1h(t) +

1

2

d

dt
εθ2h(t) = 0→ εθh(t) = εθh(0),∀t ≥ 0, (3.23)

portanto, a energia é conservativa.
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Lema 1. (Positividade da energia) A energia εθ2h(t) do sistema (3.9)-(3.11) preserva a positivi-

dade desde que α ≤ π2

L2 e θ ∈ [0,1/4]. Mais precisamente

εθ2h(0) ≥ h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ω′j|2 +

π2 − αL2

π2

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2
]
≥ 0∀t ≥ 0. (3.24)

Prova: Reescrevendo a energia em (3.13), obtemos o seguinte,

εθ2h(t) =
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ω′j|2 + 2θω

′

jω
′

j+1 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]
,

de onde segue pela desigualdade 2ab ≥ −a2 − b2, que

εθ2h(t) ≥
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ω′j|2 − θ|ω

′

j|2 − θ|ω
′

j+1|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ω′j|2 − 2θ|ω′j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ω′j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − α|ωj|2
]
.

Seja

h

J∑
j=0

|uj|2 ≤
L2

π2
h

J∑
j=0

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 , (3.25)

que é a versão discreta da desigualdade de Poincaré [8]. Aplicando (3.25), no terceiro termo do

somatório anterior, obtemos,

εθ2h(t) ≥
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ω′j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 − αL2

π2

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ω′j|2 +

π2 − αL2

π2

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2
]
,

portanto, para θ ∈ [0,1/4] e α ≤ π2

L2 , obtemos o resultado desejado.
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�

Lema 2. (Positividade da energia) A energia εθ1h(t) do sistema (3.6)-(3.8) preserva a positivi-

dade, isto é,

εθ1h(t) ≥
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ϕ′j|2 +

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 + α|ϕj|2
]
, (3.26)

desde que θ ∈ [0, 1/4].

Prova: Da mesma forma, como na demonstração anterior, obtemos

εθ1h(t) ≥
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ϕ′j|2 − θ|ϕ

′

j|2 − θ|ϕ
′

j+1|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 + α|ωj|2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ϕ′j|2 − 2θ|ϕ′j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 + α|ωj|2
]

=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 4θ)|ϕ′j|2 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 + α|ωj|2
]
, (3.27)

e portanto a energia é positiva para θ ∈ [0, 1/4].

�

Proposição 4. (Positividade da energia) Para qualquer h > 0 e (uj, vj) soluçao de (3.1)-(3.4)

2εθh(t) ≥ h

J∑
j=0

[
(1− 4θ)(|u′j|2 + |v′j|2) +

(
π2 − αL2

π2

) ∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

(
π2 − α L2

π2

) ∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 ] (3.28)

desde que α ≤ π2

L2 e εθh(t) é a energia em (3.20), θ ∈ [0, 1/4] ∀t ≥ 0.

Prova: A energia em (3.20) pode ser reescrita da seguinte forma:
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εθh(t) :=
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)(|u′j|2 + |v′j|2) + 2θ(u

′

ju
′

j+1 + v
′

jv
′

j+1) +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 + 2αujvj

]
. (3.29)

Usando a desigualdade dada por 2ujvj ≥ −u2j − v2j , aplicando em (3.29) obtemos

2εθh(t) ≥ h

J∑
j=0

[
(1− 2θ)(|u′j|2 + |v′j|2)− θ|u

′

j|2 − θ|u
′

j+1|2 − θ|v
′

j|2 − θ|v
′

j+1|2

+

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 − α|uj|2 − α|vj|2]. (3.30)

Por outro lado,tendo em consideração que h
∑J

j=0 |uj|2 = h
∑J

j=0 |uj+1|2, obtemos

2εθh(t) ≥ h
J∑
j=0

[
(1− 2θ)(|u′j|2 + |v′j|2)− 2θ|u′j|2 − 2θ|v′j|2

+

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 − α|uj|2 − α|vj|2]
≥ h

J∑
j=0

[
(1− 4θ)(|u′j|2 + |v′j|2) +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 − α|uj|2 − α|vj|2]. (3.31)

temos que combinando (3.31) e (3.25), obtemos

2εθh(t) ≥ h
J∑
j=0

[
(1− 4θ)(|u′j|2 + |v′j|2) +

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2
− α

L2

π2

∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2 − αL2

π2

∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 ]
≥ h

J∑
j=0

[
(1− 4θ)(|u′j|2 + |v′j|2) +

(
1− αL

2

π2

) ∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

(
1− αL

2

π2

) ∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 ]
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≥ h

J∑
j=0

[
(1− 4θ)(|u′j|2 + |v′j|2) +

(
π2 − αL2

π2

) ∣∣∣∣uj+1 − uj
h

∣∣∣∣2
+

(
π2 − αL2

π2

) ∣∣∣∣vj+1 − vj
h

∣∣∣∣2 ].
(3.32)

Portanto, temos a positividade de energia desde que α ≤ π2

L2 e 0 ≤ θ ≤ 1/4.

�

3.3 Observabilidade uniforme: sem filtragem numérica

Nesta seção mostraremos um resultado uniforme de observabilidade numérica no contexto

da semi-discretização sem a necessidade de efetuarmos a técnica de filtragem numérica.

Lema 3. Para qualquer h > 0 e ωj solução de (3.9)-(3.11), temos:

Tεθ2h(0) + xθh|T0 +
αh

4

J∑
j=0

T∫
0

|ωj+1 + ωj|2dt =
(1− 4θ)h3

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt

+
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt, (3.33)

onde

xθh =
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

jω
′

j(ωj+1 − ωj−1) +
θh

2

J∑
j=1

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ωj+1 − ωj−1).

Prova: Multiplicando a equação (3.9) por j
ωj+1 − ωj−1

2
, temos

h

J∑
j=1

T∫
0

j(δθω
′′

j )
ωj+1 − ωj−1

2
dt− h

J∑
j=1

T∫
0

j(∆hωj)
ωj+1 − ωj−1

2
dt
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−αh
J∑
j=1

T∫
0

jωj
ωj+1 − ωj−1

2
dt = 0. (3.34)

Temos que:

h
J∑
j=1

T∫
0

jδθω
′′

j

ωj+1 − ωj−1
2

dt =

=
h

2

J∑
j=1

T∫
0

j[(1− 2θ)ω
′′

j + θ(ω
′′

j+1 + ω
′′

j−1)](ωj+1 − ωj−1)dt

=
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

T∫
0

jω
′′

j (ωj+1 − ωj−1)dt+
θh

2

J∑
j=1

T∫
0

j(ω
′

j+1 + ω
′′

j−1)(ωj+1 − ωj−1)dt

=
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

jω
′

j(ωj+1 − ωj−1)|T0 −
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

T∫
0

jω
′

j(ω
′

j+1 − ω
′

j−1)dt

+
θh

2

J∑
j=1

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ωj+1 − ωj−1)|T0 −
θh

2

J∑
j=1

T∫
0

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ω
′

j+1 − ω
′

j−1)dt

= xθ1h|T0 −
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

T∫
0

jω
′

j(ω
′

j+1 − ω
′

j−1)dt+ xθ2h|T0 −
θh

2

J∑
j=1

T∫
0

j(|ω′j+1|2 − |ω
′

j−1|2)dt

= xθh|T0 +
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

T∫
0

ω
′

jω
′

j+1dt+ θh
J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2de−
(J + 1)θh

2

T∫
0

|ω′J |2dt

= xθh|T0 −
(1− 2θ)h3

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt+
(1− 2θ)h

2

J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt+ θh
J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt

− (J + 1)θh

2

T∫
0

|ω′J |2dt,

onde

xθ1h =
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

jω
′

j(ωj+1 − ωj−1), xθ2h =
θh

2

J∑
j=1

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ωj+1 − ωj−1)
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e

xθh := xθ1h + xθ2h (3.35)

além disso, temos também

− h

2h2

J∑
j=1

T∫
0

j(∆hωj)(ωj+1 − ωj−1)dt = − h

2h2

T∫
0

J∑
j=0

j(|ωj+1|2 − |ωj−1|2)dt

+
h

h2

J∑
j=1

T∫
0

jωj(ωj+1 − ωj−1)

=
h

h2

J∑
j=0

T∫
0

|ωj|2dt−
(J + 1)h

2h2

T∫
0

|ωJ |2dt

− h

h2

J∑
j=0

T∫
0

ωjωj+1dt

=
h

2

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 dt− L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt,
bem como

−αh
J∑
j=1

T∫
0

jωj
ωj+1 − ωj−1

2
dt = −αh

2

J∑
j=1

T∫
0

jωjωj+1dt+
αh

2

J∑
j=1

T∫
0

(j + 1)ωjωj+1dt

=
αh

2

J∑
j=1

T∫
0

ωjωj+1dt.

Portanto, obtemos

xθh|T0 − (1− 2θ)h3

4

J∑
j=1

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt+
(1− 2θ)h

2
h

J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt

+ θh
J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt−
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
h

2

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 dt− L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt
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+
αh

2

J∑
j=1

T∫
0

ωjωj+1dt = 0,

de onde segue que

xθh|T0 −
(1− 2θ)h3

4

J∑
j=1

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt+
(1− 2θ)h

2
h

J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt

+θh
J∑
j=0

T∫
0

|ω′j|2dt+
h

2

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 dt+
αh

2

J∑
j=1

T∫
0

ωjωj+1dt

=
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt. (3.36)

Adicionando h
2

∑J
j=0

∫ T
0

(α|ωj|2 + 2θω
′
jω
′
j+1)dt em ambos membros da equação anterior,

obtemos

Tεθ2h(0) + xθh|T0 +
αh

2

J∑
j=0

T∫
0

[|ωj|2 + ωjωj+1]dt+ θh
J∑
j=0

T∫
0

[|ω′j|2 − ω
′

jω
′

j+1]dt

=
(1− 2θ)h3

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt+
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt,(3.37)

além disso, note que

αh

2

J∑
j=0

T∫
0

[|ωj|2 + ωjωj+1]dt =
αh

4

J∑
j=0

T∫
0

|ωj+1 + ωj|2dt, (3.38)

bem como

θh

J∑
j=0

T∫
0

[|ω′j|2 − ω
′

jω
′

j+1]dt =
θh

2

J∑
j=0

T∫
0

|ω′j+1 − ω
′

j|2dt, (3.39)
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e de (3.37), (3.38) e (3.39) obtemos

Tεθ2h(0) + xθh|T0 +
αh

4

J∑
j=0

T∫
0

|ωj+1 + ωj|2dt =
(1− 4θ)h3

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt

+
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt. (3.40)

�

Lema 4. Para qualquer h ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T, α ≤ π2/L2 e ωj solução de (3.9)-(3.11), temos

|xθh(t)| ≤ L
π2

π2 − αL2
εθ2h(0), (3.41)

onde

xθh(t) =
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

jω
′

j(ωj+1 − ωj−1) +
θh

2

J∑
j=1

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ωj+1 − ωj−1).

Prova: O termo xθh(t) pode ser reescrito da seguinte forma

xθh(t) =
(1− 2θ)h

2

J∑
j=1

jω
′

j(ωj+1 − ωj−1) +
θh

2

J∑
j=1

j(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)(ωj+1 − ωj−1)

= h
J∑
j=1

j
ωj+1 − ωj−1

2
[θω

′

j+1 + (1− 2θ)ω
′

j + θω
′

j−1]

= mθ
i,jaibj,

com

ai = i
ωi+1 − ωi−1

2
, bi = ω

′

i,

e mθ
i,j são as entradas da seguinte matriz
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1− 2θ θ 0 . . . 0

θ 1− 2θ θ . . . 0
...

... . . . ...

0 . . . θ 1− 2θ

 .

Portanto, temos a desigualdade dada por

xθh(t) ≤ [h
J∑

i,j=1

mθ
i,jaiaj]

1
2 [h

J∑
i,j=1

mθ
i,jbibj]

1
2 . (3.42)

Além disso, com base nas condições de contorno, temos que

h
J∑

i,j=1

mθ
i,jbibj = h

J∑
j=1

[(1− 2θ)|ω′j|2 + θ(ω
′

j+1 + ω
′

j−1)ω
′

j]

= h
J∑
j=0

[(1− 2θ)|ω′j|2 + 2θω
′

jω
′

j+1], (3.43)

e

h
J∑

i,j=1

mθ
i,jaiaj ≤ h

J∑
j=1

|ai|2 =
h

4

J∑
j=1

j2|ωj+1 − ωj−1|2

=
h

4

J∑
j=1

j2|ωj+1 − ωj + ωj − ωj−1|2

=
h

4

J∑
j=1

j2[|ωj+1 − ωj|2 + |ωj − ωj−1|2 + 2(ωj+1 − ωj)(ωj − ωj−1)]

≤ h

4

J∑
j=1

j2[|ωj+1 − ωj|2 + |ωj − ωj−1|2 + |ωj+1 − ωj|2 + |ωj − ωj−1|2]

=
h

4

J∑
j=1

j2[2|ωj+1 − ωj|2 + 2|ωj − ωj−1|2]

= h
J∑
j=1

[
j2

2
|ωj+1 − ωj|2 +

j2

2
|ωj − ωj−1|2]

= h
J∑
j=0

[
j2

2
|ωj+1 − ωj|2 +

(j + 1)2

2
|ωj+1 − ωj|2]
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≤ h

2

J∑
j=0

(J + 1)2|ωj+1 − ωj|2.

Observe que j2 ≤ (j + 1)2 ≤ (J + 1)2, então segue que

h
J∑

i,j=1

mθ
i,jaiaj ≤

h

2

J∑
j=0

(J + 1)2h2
∣∣∣∣ωj+1 − ωj

h

∣∣∣∣2

=
hL2

2

J∑
j=0

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2 , (3.44)

além disso, de (3.43) e (3.44), usando a desigualdade de Young e a energia definida em (3.13),

obtemos,

|xθh| ≤ L
h

2

J∑
j=0

[
(1− 2θ)|ω′j|2 + 2θω

′

jω
′

j+1 +

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2
]

≤ L

[
εθ2h(t) + α

h

2

J∑
j=0

|ωj|2
]
, (3.45)

e pela desigualdade (3.25), segue

|xθh| ≤ L

[
εθ2h(t) + α

h

2

(
L

π

)2 J∑
j=0

∣∣∣∣ωj+1 − ωj
h

∣∣∣∣2
]

≤ L

[
εθ2h(t) +

α

2

(
L

π

)2
2π2

π2 − αL2
εθ2h(0)

]
. (3.46)

Portanto, o resultado segue pela lei de conservação de energia.

�

Teorema 6. Seja ωj solução de (3.9)-(3.11). Para todo α ≤ π2/L2, existe T0 ≥ 0 tal que

T ≥ T0, existe C(T, α) ≥ 0 que é independente de h e h ≥ 0 temos a seguinte desigualdade de

observabilidade

εθ2h(0) ≤ C(T, α)

h3
4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt+
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt
 .
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onde T0 =
2π2L

π2 − αL2
.

Prova: De (3.33) e (3.41) segue que

Tεθ2h(0)− 2π2L

π2 − αL2
εθ2h(0) +

αh

4

J∑
j=0

T∫
0

|ωj+1 + ωj|2dt ≤
h3

4

J∑
j=0

T∫
0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

dt

+
θL

2

T∫
0

|ω′J |2dt+
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt,

de onde obtemos

εθ2h(0) ≤ C(T, α)

T∫
0

h3
4

J∑
j=0

∣∣∣∣∣ω
′
j+1 − ω

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

+
θL

2
|ω′J |2 +

L

2

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2
 dt (3.47)

com C(T, α) = π2−αL2

T (π2−αL2)−2π2L
.

�

Teorema 7. Seja ϕj, solução de (3.6)-(3.8). Para todo T ≥ 2L, existe C(T ) ≥ 0 que é inde-

pendente de h, tal que h ≥ 0, temos a seguinte desigualdade de observabilidade

εθ1h(0) ≤ C(T )

T∫
0

[
h3

4

J∑
j=0

∣∣∣∣∣ϕ
′
j+1 − ϕ

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

+ αh
J∑
j=0

|ϕj|2 +
θL

2
|ϕ′J |2

+
L

2

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2 ]dt, (3.48)

com εθ1h(t) dado em (3.12) e C(T ) = 1/(T − 2L).

Prova: Usamos os mesmos procedimentos da demonstração anterior e devemos tomar em

consideração a energia em (3.12).

�
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Teorema 8. Sejam (uj, vj) soluções do sistema (3.1)-(3.4). Para qualquer α ≤ π2/L2, existe

T0 ≥ 0 tal que T ≥ T0, então existe C(T, α) ≥ 0, com h ≥ 0 temos a seguinte estimativa:

εθh(0) ≤ C(T, α)

T∫
0

[
h3

4

J∑
j=0

∣∣∣∣∣u
′
j+1 − u

′
j

h

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣v
′
j+1 − v

′
j

h

∣∣∣∣∣
2
+ αh

J∑
j=0

(u2j + v2j )

+
θL

2
(|u′J |2 + |v′J |2) +

L

2

(∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 +
∣∣∣vJ
h

∣∣∣2)]dt. (3.49)

onde C(T, α) =
π2 − αL2

T (π2 − αL2)− 2π2L
.

Prova: Usamos o fato de εθh(t) =
1

2
(εθ1h + εθ2h)(t).

�

3.4 Análise espetral semi-discreta

Nesta subseção, vamos apresentar as soluções dos sistemas desacoplados via série de Fourier

e, por fim, apresentaremos a solução do sistema (3.1)-(3.4) via série de Fourier.

Proposição 5. A solução do sistema (3.9)-(3.11) via série de Fourier é dada por:

ωθh(t) =
J∑
j=1

[
ak sin

(√
λ−k t

)
+ bk cos

(√
λ−k t

)]
φk, k = 1, ..., J : ∀t > 0, (3.50)

com φk = (φk,1, φk,2, ..., φk,J), onde φk,j = sin
(
kπx0
L

)
, ak e bk são os coeficientes de Fourier e

λ−k (h) =
4
h2

sin2
(
kπh
2L

)
− α

1− 4θ sin2
(
kπh
2L

) .

Prova: Tomando ωj = T (t)φj , substituindo na equação (3.9), obtemos

δθT
′′
(t)φj −∆hφjT (t)− αφjT (t) = 0, j = 1, 2, ..., J. (3.51)
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Por meio de separação de variáveis, temos o seguinte

T
′′
(t)

T (t)
= [∆hφ+ αφj]

1

δθφj
= −λ−, (3.52)

de onde segue que

−[∆hφj + αφj] = λ−δθφj, j = 1, 2, ..., J (3.53)

T
′′
(t) + λT (t) = 0;∀t > 0. (3.54)

Subistituindo com (3.5) em (3.53), obtemos

−φj+1 − 2φj + φj−1
h2

− λ−θ(φj+1 + φj−1) = [α + λ−(1− 2θ)]φj, (3.55)

φ0 = φJ+1 = 0 (3.56)

e tendo em consideração as condições de contorno, segue que φk,j = sin
(
kπxj
L

)
, com j =

1, ..., J, J + 1, satisfaz as condições do problema. Observe que

φk,0 = sin

(
kπx0
L

)
= sin

(
kπ0

L

)
= 0 (3.57)

φk,J+1 = sin

(
kπxJ+1

L

)
= sin

(
kπL

L

)
= 0. (3.58)

Substituindo em (3.55) por sin
(
kπxj
L

)
, segue

− sin
(
kπxj+1

L

)
+ 2 sin

(
kπxj
L

)
− sin

(
kπxj−1

L

)
h2

− λ−θ

[
sin

(
kπxj+1

L

)
+ sin

(
kπxj−1
L

)]
= [α + λ(1− 2θ)] sin

(
kπxj
L

)
, (3.59)

sabendo que

sin(xj−1) = sin(xj − h) = sin(xj) cos(h)− sin(h) cos(xj), (3.60)

sin(xj+1) = sin(xj + h) = sin(xj) cos(h) + sin(h) cos(xj), (3.61)
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temos

sin(xj − h) + sin(xj + h) = 2 sin(xj) cos(h). (3.62)

Com o último resultado, aplicamos na equação (3.53), de onde concluímos que

λ−k (h) =
4
h2

sin2
(
kπh
2L

)
− α

1− 4θ sin2
(
kπh
2L

) , k = 1, ..., J (3.63)

com θ ∈ [0, 1/4]. Por outro lado, a solução de (3.54) é dada por

T θh (t) = ak sin

(√
λ−k

)
t+ bk cos

(√
λ−k

)
t , k = 1, ..., J, ∀t > 0. (3.64)

Portanto, concluímos que a solução de (3.9)-(3.11) é dada por

ωθh(t) =
J∑
j=1

[
ak sin

(√
λ−k t

)
+ bk cos

(√
λ−k t

)]
φk, k = 1, ..., J, ∀t > 0, (3.65)

com ϕk = (ϕk,1, ϕk,2, ..., ϕk,J) e ak e bk são os coeficientes de Fourier.

Proposição 6. A solução do sistema (3.6)-(3.8) via série de Fourier é dada por:

ϕθh(t) =
J∑
j=1

[
ck sin

(√
λ+k t

)
+ dk cos

(√
λ+k t

)]
φk, k = 1, ..., J, ∀t > 0, (3.66)

onde ck e dk, são os coeficienes de Fourier e λ+k (h) =
4
h2

sin2(kπh
2L

) + α

1− 4θ sin2(kπh
2L

)
.

Prova: A demostração é análoga a da proposição anterior.

�

Das duas proposições anteriores, temos que

Proposição 7. A solução do sistema (3.1)-(3.4) via série de Fourier é dada por:

uθh(t) =
1

2

J∑
j=1

[
ak sin

(√
λ−k t

)
+ bk cos

(√
λ−k t

)
+ ck sin

(√
λ+k t

)
+ dk cos

(√
λ+k t

)]
φk

(3.67)
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vθh(t) =
1

2

J∑
j=1

[
ck sin

(√
λ+k t

)
+ dk cos

(√
λ+k t

)
− ak sin

(√
λ−k t

)
− bk cos

(√
λ−k t

)]
φk.

(3.68)

onde ak, bk, ck e dk são os coeficienes de Fourier, λ+k (h) =
4
h2

sin2(kπh
2L

) + α

1− 4θ sin2(kπh
2L

)
e λ−k (h) =

4
h2

sin2(kπh
2L

)− α
1− 4θ sin2(kπh

2L
)

.

Prova: Basta usar as duas proposições anteriores e considerar u =
ϕ+ ω

2
e v =

ϕ− ω
2

.

�

Os dois lemas seguintes desempenham um papel importante para obter uma observabilidade

uniforme na fronteira do sistema (3.1)-(3.4). Esses lemas se referem à observabilidade de fron-

teira dos espectro associados aos sistemas desacoplados (3.6)- (3.8) e (3.9)- (3.11).

Lema 5. ( Observabilidade dos autovalores) Para qualquer φk = (φk,1, φk,2, ..., φk,J) solução

do problema espectral relacionado ao sistema (3.9)- (3.11)-vale a seguinte identidade

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
2(1 + λ−θh2)L

4− [(1− 4θ)λ− + α]h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.69)

onde λ−k (h) =
4
h2

sin2
(
kπh
2L

)
− α

1− 4θ sin2
(
kπh
2L

) .
Prova: Multiplicando a equação (3.53) por j

φj+1 − φj
2

e somando para j = 1, ..., J ; temos

−h
J∑
j=1

j
φj+1 − 2φj + φj−1

h2
φj+1 − φj−1

2
− αh

J∑
j=1

jφj
φj+1 − φj−1

2
=

λh
J∑
j=1

j [(1− 2θ)φj + θ(φj+1 + φj−1)]

[
φj+1 − φj−1

2

]
. (3.70)

Após simplificações temos,

− h

J∑
j=1

j
φj+1 − 2φj + φj−1

h2
φj+1 − φj−1

2
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= − h

2h2

J∑
j=1

j[|φj+1|2 − |φj−1|2] +
h

h2

J∑
j=1

jφj(φj+1 − φj)

=
h

h2

J∑
j=0

|φj|2 −
(J + 1)h

2h2
|φJ |2 −

h

h2

J∑
j=0

φj+1φj,

bem como

−αh
J∑
j=1

jφj
φj+1 − φj

2
= −αh

2

J∑
j=1

jφj(φj+1 − φj−1)

= −αh
2

J∑
j=1

jφjφj+1 +
αh

2

J∑
j=1

jφjφj−1

= −αh
2

J∑
j=0

jφjφj+1 +
αh

2

J∑
j=0

(j + 1)φjφj+1

=
αh

2

J∑
j=0

φjφj+1.

Temos também

λ−h
J∑
j=1

[(1 − 2θ)φj + θ(φj+1 + φj−1)]

[
φj+1 − φj−1

2

]
=

= λ−
(1− 2θ)

2
h

J∑
j=1

φj(φj+1 − φj−1) + λθh
J∑
j=1

(φj+1 + φj−1)(φj+1 − φj−1)

= λ−
(1− 2θ)

2
h

J∑
j=0

φj+1φj +
λ−θ

2
h

J∑
j=1

(|φj+1|2 − |φj−1|2)

= −λ− (1− 2θ)

2
h

J∑
j=0

φj+1φj − λ−θh
J∑
j=0

|φj|2 +
(J + 1)λ−θh

2
|φJ |2.

Combinando as parcelas anteriores nobtemos,

h

h2

J∑
j=0

|φj|2 −
(J + 1)h

2h2
|φJ |2 −

h

h2

J∑
j=0

φj+1φj +
αh

2

J∑
j=0

φjφj+1

= −λ− (1− 2θ)

2
h

J∑
j=0

φj+1φj − λ−θh
J∑
j=0

|φj|2 +
(J + 1)λ−θ

2
|φJ |2,
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e sabendo que h = L/(J + 1) e fazendo h
∑J

j=0 |φj|2 = 1, teremos

1

h2
− (J + 1)h

2h2
|φJ |2 −

(
1

h2
− α

2
− λ−(1− 2θ)

2

)
h

J∑
j=0

φj+1φj = −λ−θ +
(J + 1)λ−θh

2
|φJ |2

1 + λ−θh2

h2
−
(

1

h2
− α

2
− λ−(1− 2θ)

2

)
h

J∑
j=0

φj+1φj =
(1 + λ−θh2)L

2

∣∣∣∣φJh2
∣∣∣∣2 .(3.71)

Agora, multiplicando a equação (3.53) por hφj e somando de j = 1, ..., J, segue que

−h
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1
h2

φj − αh
J∑
j=1

|φj|2 = λ−h
J∑
j=1

[(1− 2θ)φj + θ(φj+1 + φj−1)]φj.

Desenvolvendo o termo de lado esquerdo da equação anterior, obtemos

−h
J∑
j=1

φj+1 − 2φj + φj−1
h2

φj − αh
J∑
j=1

|φj|2

= −h
J∑
j=1

φj+1 + φj−1
h2

φj +
2h

h2

J∑
j=1

φ2
j − αh

J∑
j=1

φ2
j

= h
J∑
j=1

φj+1 + φj−1
h2

φj +

(
2

h2
− α

)
h

J∑
j=1

|φ|2j ,

(3.72)

e do lado direito da mesma equação, temos

λh
J∑
j=1

[(1− 2θ)φj + θ(φj+1 + φj−1)]φj = λ(1− 2θ)h
J∑
j=1

|φ|2j + λθh
J∑
j=1

(φj+1 + φj−1)φj.

Combinado os dois termos anteriores e normalizando por h
∑J

j=0 |φj|2 = 1 , segue que

λ = −α + p(λ−)h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 , (3.73)
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onde p(λ−) = 1 + λ−θh2.

Por outro lado, temos

−h
J∑
j=0

φj+1 − φj
h2

φj + h

J∑
j=0

φj+1 − φj
h2

φj+1 = [α + λ(1− 2θ)]h
J∑
j=0

|φj|2 + 2λθh
J∑
j=0

φjφj+1.

Tendo em conta as condições de contorno, temos que h
∑J

j=0 |φj+1|2 = h
∑J

j=0 |φj|2. Então,

a equação anterior pode ser reescrita como,

−h
J∑
j=0

2|φj|2 − 2φjφj+1

h2
= [α + λ(1− 2θ)]h

J∑
j=0

|φj|2 + 2λθh
J∑
j=0

φjφj+1

2h

h2

J∑
j=0

|φj|2 −
2h

h2

J∑
j=0

φjφj+1 = [α + λ(1− 2θ)]h
J∑
j=0

|φj|2 + 2λθh
J∑
j=0

φjφj+1

2

h2
− 2

(
1

h2
+ λθ

)
h

J∑
j=0

φjφj+1 = [α + λ(1− 2θ)]

h
J∑
j=0

φjφj+1 =
1

p(λ−)
− αh2

2p(λ−)
− λ(1− 2θ)h2

2p(λ−)
. (3.74)

Combinando (3.71) e (3.74), obtemos

p(λ−)

h2
−
(
p(λ−)

h2
− α + λ

2

)(
1− (α + λ)h2

2p(λ−)

)
=

(p(λ−)L

2

∣∣∣∣φJh2
∣∣∣∣2

(α + λ)

[
1− (α + λ)h2

4p(λ−)

]
=

p(λ−)L

2

∣∣∣∣φJh2
∣∣∣∣2

(α + λ)

[
4p(λ−)− (α + λ)h2

4p(λ−)

]
=

p(λ−)L

2

∣∣∣∣φJh2
∣∣∣∣2

λ = −α +
2p2(λ−)L

4p(λ−)− (α + λ−)h2

∣∣∣∣φJh2
∣∣∣∣2 .

(3.75)
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Finalmente, de (3.73) e (3.75), concluímos que

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
2p(λ−)L

4p(λ−)− (λ− + α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.76)

e tendo em conta que p(λ−) = 1 + λ−θh2, da equação anterior obtemos

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
2(1 + λ−θh2)L

4− [(1− 4θ)λ− + α]h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.77)

com λ−k (h) =
4
h2

sin2(kπh
2L

)− α
1− 4θ. sin2(kπh

2L
)

e 0 ≤ θ < 1/4.

�

Lema 6. Para qualquer φk = (φk,1, φk,2, ..., φk,J) solução do problema espectral relacionado ao

sistema (3.6)- (3.8) vale a seguinte identidade

h
J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
2(1 + λ+θh2)L

4− [(1− 4θ)λ+ − α]h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.78)

com λ+k (h) =
4
h2

sin2(kπh
2L

) + α

1− 4θ sin2(kπh
2L

)
e 0 ≤ θ < 1/4.

Prova: A prova segue analoga ao caso anterior.

Observação 1. Se tomarmos θ = 0 (diferenças finitas) em (3.78) temos que

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
2L

4− (λ+ − α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.79)

este resultado está em [25]. Quando [λ+ − α]h2 → 4 resulta em "blow-up". E, se θ = 1/6

(elementos finitos) obtemos o seguinte

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =
6 + λ+h2L

12− (λ+ − 3α)h2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.80)
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note que para [λ+ − 3α]h2 → 12, também resulta em "blow-up", veja que, se θ = 1/4

h

J∑
j=0

∣∣∣∣φj+1 − φj
h

∣∣∣∣2 =

2

(
1 +

λh2

4

)
L

4 + αh2

∣∣∣∣φJh
∣∣∣∣2 , (3.81)

nesta última situação não há risco de "blow-up", portanto, θ = 1/4 é um valor ótimo.

As identidades (3.69) e (3.78), referentes à observabilidade de fronteira do problema espec-

tral, fornecem uma relação explícita entre a energia total dos autovetores e a energia concentrada

em x = L de acordo com quantidade medida por |φJ/h|2.

Para perceber melhor como acontece o blow-up no problema em estudo para θ ∈ [0,1/4[,

tomemos J- autovalor em (3.69) e obtemos o seguinte limite com h→ 0

[(1− 4θ)λ−k + α]h2 = (1− 4θ)
4 sin

(
Jπh
2L

)
− αh2

1− 4θ sin
(
Jπh
2L

) + αh2

=
4(1− 4θ) sin2

(
Jπh
2L

)
+ 4θαh2(1− sin2 kπh

2L

)
1− 4θ sin2

(
Jπh
2L

)
=

4(1− 4θ) sin2
(
π
2
− πh

2L

)
1− 4θ sin2

(
π
2
− πh

2L

)
=

4(1− 4θ) cos2
(
πh
2L

)
1− 4θ cos2

(
πh
2L

) → 4

1− 4θ
(1− 4θ) = 4. (3.82)

Assim sendo, para θ ∈ [0,1/4[ teremos

4− [(1− 4θ)λ− + α]h2 → 4− 4

1− 4θ
(1− 4θ)→ 0, (3.83)

assim, ocorre "blow-up"no lado esquerdo de (3.69) e bem como em (3.78).Em ambos os casos,

as desigualdades observabilidade são escritas como referimos anteriormente.
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CAPÍTULO 4

Observabilidade uniforme

Neste capítulo analisamos as propriedades de observabilidade dos sistema(3.9)-(3.11) e (3.6)-

(3.8) via desigualdade de Ingham[1], e por meio delas, construímos a desigualdade de obser-

vabilidade do sistema (3.1)-(3.4). Essas desigualdades são feitas na classe de soluções filtradas

que são numéricamente observáveis.

É importante salientar que, a desigualdade de observabilidade e o controle de equações di-

ferenciais parciais são equivalentes. Portanto, se numericamente um dado esquema numérico

não é uniformemente observável então não temos controle numérico, esses aspectos podem ser

encontrados em [8, 14, 20]

Teorema 9. (Desigualdade de Ingham) Seja (µk)k∈Z, uma sequência de números reais tal que

µk+1 − µk ≥ γ ≥ 0, ∀k ∈ Z. (4.1)

Então, para qualquer T ≥ 2π

γ
existem constantes positivas Ci(T, γ) ≥ 0, i = 1, 2 tais que

C1(T, γ)
∑
k∈Z

|ak|2 ≤
T∫

0

|
∑
k∈Z

ake
iµkt|2dt ≤ C2(T, γ)

∑
k∈Z

|ak|2, (4.2)

40
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para toda sequência de números complexos (ak) ∈ l2. A demontração pode ser encotrada em

[1].

Tomando 0 ≤ γ ≤ 4

1− 4θ
introduzimos a classe de soluções filtradas do sistema (3.9)-(3.11)

dada por,

P :=

ωθh(t) =
∑

λk(h)≤γh−2

[
ak sin

(√
σ−k (h)t

)
+ bk cos

(√
σ−k (h)t

)]
ϕk

 , (4.3)

com σ−k (h) :=
4
h2

sin2(kπh
2L

)− α
1− 4θ sin2(kπh

2L
)

e ak, bk ∈ R. Analogamente, a solução filtrada do sistema

(3.6)-(3.8) é dada por

Q :=

ϕθh(t) =
∑

λk(h)≤γh−2

[
ck sin

(√
σ+
k (h)t

)
+ dk cos

(√
σ+
k (h)t

)]
ϕk

 , (4.4)

com ak, bk ∈ R.

Lema 7. Assuma θ ∈[0,1/4]. Para qualquer 0 ≤ ε < 1 e (j + 1)/h ≤ εh, o "gap"(lacuna) entre

as raízes de autovalores consecutivos obedece o seguinte

√
σ+
j+1(h)−

√
σ+
j (h) ≥ π

L

[
1 + cos(πε

2
)

2(1− 2θ(1− cos(πε
2

)))

] 1
2

≥ 0, (4.5)

para todo autovalor σ+
j (h) = λj(h) +

α

1− 4θ sin2( jπh
2L

)
tal que λh2 ≥ γ, com λj(h) =

4
h2

sin2(kπh
2L

)

1− 4θ sin2(kπh
2L

)
, j = 1, ..., J.

Prova: Vamos calcular a diferença entre os autovalores, inicialmente temos que para qual-

quer a, b ≥ 0 vale a seguinte identidade

√
a−
√
b =

a− b
√
a+
√
b

(4.6)
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e √
σ+
j (h) =

√
λj(h) +

α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)
=
√
λj(h)

√
1 +

α
4
h2

sin2( jπh
2L

)

≈
√
λj(h)

(
1 +

α
8
h2

sin2( jπh
2L

)

)
,∀j = 1, ..., J, (4.7)

daí temos√
σ+
j+1(h)−

√
σ+
j (h) =

√
λj+1(h) +

α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)
−
√
λj(h) +

α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)

≈
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)1− α

2

√
4
h2

sin2
(

(j+1)πh
2L

)
4
h2

sin2
(
jπh
2L

)
 , ∀j = 1, ..., J.

(4.8)

Tomando em consideração o fato de λj+1(h) ≥ λj(h), j = 1, ..., J, temos

√
σ+
j+1(h)−

√
σ+
j (h) ≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)1− α

2
√

4
h2

sin2( (j+1)πh
2L

) 4
h2

sin2( jπh
2L

)


≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)1− α

2
√

4
h2

sin2( jπh
2L

) 4
h2

sin2( jπh
2L

)


≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1− α

2

h2

4 sin2( jπh
2L

)

)

≥
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)(
1− α h2

4 sin2(πε
2

)

)
≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1− αh2

γ(ε)

)
, (4.9)

para α = γ(ε)/2h2 ≤ γ(ε)/h2, de onde segue que√
σ+
j+1(h)−

√
σ+
j (h) ≥ 1

2
(
√
λj+1(h)−

√
λj(h)). (4.10)
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Por outro lado, tomando λj(h) =
4
h2

sin2( jπh
2L

)

1− 4θ sin2( jπh
2L

)
para todo j = 1, ..., J. temos

√
λj+1(h)−

√
λj(h) =

λj+1(h)− λj(h)√
λj+1(h) +

√
λj(h)

.

Primeiro, vamos calcular λj+1(h)− λj(h), de onde segue que

λj+1(h)− λj(h) =
4

h2

[
sin2 (j+1)πh

2L

1− 4θ sin2 (j+1)πh
2L

−
sin2 jπh

2L

1− 4θ sin2 jπh
2L

]

=
4

h2
sin2 (j+1)πh

2L
(1− 4θ sin2 jπh

2L
)− sin2 jπh

2L
(1− 4θ sin2 (j+1)πh

2L
)

[1− 4θ sin2 (j+1)πh
2L

][1− 4θ sin2 jπh
2L

]

=
4

h2
[

sin2 (j+1)πh
2L

− sin2 jπh
2L

[1− 4θ sin2 (j+1)πh
2L

][1− 4θ sin2 jπh
2L

]

=
2

h2
cos jπh

L
− cos (j+1)πh

L

[1− 2θ(1− cos (j+1)πh
L

)][1− 2θ(1− cos jπh
L

)]

=
2

h2
2 sin (2j+1)πh

L
sin πh

L

[1− 2θ(1− cos (j+1)πh
L

)][1− 2θ(1− cos jπh
L

)]

=
4

h2
πh

2L

sin ξ

[1− 2θ(1− cos ξ)][1− 2θ(1− cos ξ)]

=
2π

hL

sin ξ

[1− 2θ(1− cos ξ)]2
, (4.11)

para ξ ∈ [jπh/L, (j + 1)πh/L].

Por outro lado

√
λj+1(h) +

√
λj(h) =

√√√√ 4
h2

sin2 (j+1)πh
2L

1− 4θ sin2 (j+1)πh
2L

+

√
4
h2

sin2 jπh
2L

1− 4θ sin2 jπh
2L

=
2

h


√√√√ sin2 (j+1)πh

2L

1− 4θ sin2 (j+1)πh
2L

+

√
sin2 jπh

2L

1− 4θ sin2 jπh
2L



A. Sancho Noé PPGME - UFPA



44

=
2

h


√√√√ 1

2
(1− cos (j+1)πh

L
)

1− 2θ(1− cos (j+1)πh
L

+

√
1
2
(1− cos jπh

L
)

1− 2θ(1− cos jπh
L

)


=

2

h

√ 1
2
(1− cos ξ)

1− 2θ(1− cos ξ)
+

√
1
2
(1− cos ξ)

1− 2θ(1− cos ξ)


√
λj+1(h) +

√
λj(h) =

4

h

[
1

2

[ 1
2
(1− cos ξ)

1− 2θ(1− cos ξ)

]]1/2
, (4.12)

para ξ ∈ [jπh/L, (j + 1)πh/L]. De (4.11) e (4.12), temos o seguinte

√
λj+1(h)−

√
λj(h) =

λj+1(h)− λj(h)√
λj+1(h) +

√
λj(h)

=

2π
hL

sin ξ
[1−2θ(1−cos ξ)]2

4
h

[
1
2

(
1−cos ξ

1−2θ(1−cos ξ)

)] 1
2

=

√
2

2

π

L

(1− 2θ(1− cos ξ))
1
2

(1− 2θ(1− cos ξ))2
sin ξ

(1− cos ξ)
1
2

=

√
1

2

π

L

(1 + cos ξ)
1
2

[1− 2θ(1− cos ξ)]3/2

=
π

L

[
1 + cos ξ

2(1− 2θ(1− cos ξ))3

] 1
2

≥ π

L

[
1 + cos ξ

2(1− 2θ(1− cos ξ))

] 1
2

. (4.13)

Veja que ξ ≤ (j + 1)πh/L ≤ πε/2, e então

cos ξ ≥ cos
(πε

2

)
, (4.14)

portanto,

√
σ+
j+1(h)−

√
σ+
j (h) ≥ π

L

[
1 + cos(πε

2
)

2(1− 2θ(1− cos(πε
2

)))

] 1
2

, (4.15)

finalizando a demonstração do lema.

�
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Lema 8. Assumindo θ ∈[0,1/4]. Para qualquer 0 ≤ ε < 1 e (j + 1)/h ≤ εh, o "gap"(lacuna)

entre as raízes de autovalores consecutivos obedece o seguinte

√
σ−j+1(h)−

√
σ−j (h) ≥ π

L

[
1 + cos(πε

2
)

2(1− 2θ(1− cos(πε
2

)))

] 1
2

, (4.16)

para todo autovalor σ+
j = λj(h) − α

1−4θ sin2( jπh
2L

)
, tal que λh2 ≤ γ, com λ =

4

h2 sin2(
jπh
2L

)

1+4θ sin2( jπh
2L

)
,

j = 1, ..., J .

Prova: Tendo em considerção que α ≤ π2/L2, temos de imediato que

√
σ−j (t) =

√
λj(h)− α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)
=
√
λj(h)

√
1− α

4
h2

sin2( jπh
2L

)

≈
√
λj(h)

[
1− α

8
h2

sin2( jπh
2L

)

]
,∀j = 1, ..., J, (4.17)

daí temos o seguinte

√
σ−j+1(h)−

√
σ−j (h) =

√
λj+1(h)− α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)
−
√
λj(h)− α

1− 4θ sin2( jπ h
2l

)

≈
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)1 +
α

2
√

4
h2

sin2( (j+1)πh
2L

) 4
h2

sin2( jπh
2L

)


≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)1 +
α

2
√

4
h2

sin2( jπh
2L

) 4
h2

sin2( jπh
2L

)


≥

(√
λj+1(h)−

√
λj(h)

)(
1 +

α

2

h2

4 sin2( jπh
2L

)

)

≥
(√

λj+1(h)−
√
λj(h)

)
,∀j = 1, ..., J (4.18)

daí, basta usar o mesmo procedimento da demonstração do lema anterior, provamos a nossa

afirmação.

�
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A seguir, pretendemos construir um resultado de observabilidade de fronteira das soluções fil-

tradas, aplicando a desigualdade de Ingham [1].

Teorema 10. Para qualquer 0 < γ < 4
1−4θ e θ ∈ [0, 1/4[ existe T (γ) > 0, tal que para qualquer

T > T (γ), existe uma constante positiva C(T, α, γ(ε)) tal que

εθ1h(0) ≤ C(T, α, γ(ε))
L

2

T∫
0

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣ dt, (4.19)

para qualquer solução do sistema (3.6)-(3.8) na classe de soluções filtradas Q(γ(ε)).

Prova: Pela desigualdade de Ingham e por Lema 7, segue que para qualquer 0 ≤ ε < 1 e

T ≥ 2L

[
2(1− 2θ(1− cos πε

2
)

1 + cos πε
2

] 1
2

, então existem constantes positivas Ci(T, ε) ≥ 0 i = 1, 2

satísfazendo o seguinte,

C1(T, ε)
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2 ≤
T∫

0

|
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµkt|2dt ≤ C2(T, ε)

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

|ak|2, (4.20)

com γ(ε) = 4 sin2 πε
2
. Além disso, sabendo que

h

J∑
j=0

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 =

2

[
1 +

4
h2

sin2( kπh
2L

)+α

1−4θ sin2( kπh
2L

)
θh2
]
L

4−
[
(1− 4θ)

4
h2

sin2( kπh
2L

)+α

1−4θ sin2( kπh
2L

)
− α

]
h2

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2

=
2
[
1− 4θ sin2(kπh

2L
) + ( 4

h2
sin2(kπh

2L
) + α)θh2

]
L

4
[
1− 4θ sin2(kπh

2L
)
]
−
[
(1− 4θ) 4

h2
sin2(kπh

2L
)− 4αθ + 4αθ sin2(kπh

2L
)
]
h2

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2
=

2 [1 + αθh2]L

4
[
1− sin2(kπh

2L
) + αθh2 − αθh2 sin2(kπh

2L
)
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
≤ [1 + αθh2]L

2
[
1− sin2(πε

2
) + αθh2(1− sin2(πε

2
))
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
=

[1 + αθh2]L

2
[
(1 + αθh2)(1− sin2(πε

2
))
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
=

L

2 cos2(πε
2

)

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2 , (4.21)
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para qualquer autovetor ϕ, associado a qualquer autovalor λ tal que λh2 ≤ γ(ε).

Consideramos ϕ solução do sistema (3.6)-(3.8) na classe das soluções filtradasQ(γ(ε)) dada

por,

ϕ =
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµktφk, (4.22)

com µk =
√
σ+(h). De (4.20) e (4.21) podemos deduzir que para T ≥ 2L

[
2(1− 2θ(1− cos πε

2
)

1 + cos πε
2

] 1
2

,

L

2

T∫
0

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2 dt =
L

2h2

T∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµktφk,J

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt

≥ C1(T, ε) cos2(
πε

2
)

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

|ak|2h
J∑
j=0

∣∣∣∣φk,j+1 − φk,j
h

∣∣∣∣2 , (4.23)

note que

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

[
|ak|2h

J∑
j=0

∣∣∣∣φk,j+1 − φk,j
h

∣∣∣∣2
]

=
σJ(h)− α
σJ(h)

εθ1h(0). (4.24)

Combinando (4.23) e (4.24) chegamos ao seguinte

εθ1h(0) ≤ σJ(h)

σJ(h)− α
1

C1(T, ε) cos2(πε
2

)

L

2

T∫
0

∣∣∣ϕ
h

∣∣∣2 , (4.25)

provando nossa afirmação.

�

Teorema 11. Assumindo que 0 < γ <
1

1− 4θ
e θ ∈ [0, 1/4[ , existe T (γ) > 0, tal que para

qualquer T > T (γ), existe uma constante positiva C̄(T, α, γ(ε)) > 0 tal que

εθ2h(0) ≤ C̄(T, α, γ(ε))
L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣ dt, (4.26)
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para qualquer solução do sistema (3.9)-(3.11) na classe de soluções filtradas P(γ(ε)).

Prova: Da desigualdade de Ingham e de Lema 8., temos que para qualquer 0 ≤ ε < 1 e T ≥

2L

[
2(1− 2θ(1− cos πε

2
)

1 + cos πε
2

] 1
2

, existem constantes positivas Di(T, ε) > 0, i = 1, 2 satísfazendo

D1(T, ε)
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

|ak|2 ≤
T∫

0

|
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµkt|2dt ≤ D2(T, ε)

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

|ak|2, (4.27)

com γ(ε) = 4 sin2 πε
2
.

De (3.69), escrevemos o seguinte

h
J∑
j=0

∣∣∣∣ϕj+1 − ϕj
h

∣∣∣∣2 =
2[1 + σ−θh2]L

4− [(1− 4θ)σ− + α]

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2

=

2

[
1 +

4
h2

sin2( kπh
2L

)−α
1−4θ sin2( kπh

2L
)
θh2
]
L

4−
[
(1− 4θ)

4
h2

sin2( kπh
2L

)−α
1−4θ sin2( kπh

2L
)

+ α

]
h2

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2

=
2
[
1− 4θ sin2(kπh

2L
) + ( 4

h2
sin2(kπh

2L
)− α)θh2

]
L

4
[
1− 4θ sin2(kπh

2L
)
]
−
[
(1− 4θ) 4

h2
sin2(kπh

2L
) + 4αθ − 4αθ sin2(kπh

2L
)
]
h2

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2
=

2 [1− αθh2]L
4
[
1− sin2(kπh

2L
) + αθh2(1− sin2(kπh

2L
))
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
≤ [1− αθh2]L

2
[
(1− αθh2)(1− sin2(πε

2
))
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
=

[1− αθh2]L
2
[
(1− αθh2) cos2(πε

2
)
] ∣∣∣ϕJ

h

∣∣∣2
=

L

2 cos2(πε
2

)

∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2 , (4.28)

para qualquer autovetor φ, associado a qualquer autovalor λ tal que λh2 ≤ γ(ε). Consideremos

ϕ solução do sistema (3.9)-(3.11) na classe das soluções filtradas P(γ(ε)) dada por,

ω =
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµktφk, (4.29)
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com µk =
√
σ−(h). Combinando (4.28) e (4.29) podemos deduzir que para T ≥ 2L

[
2(1−2θ(1−cos πε

2
)

1+cos πε
2

] 1
2
,

L

2

T∫
0

∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2 dt =
L

2h2

T∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
∑

|µk|h≤
√
γ(ε)

ake
iµktφk,J

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt

≥ D1(T, ε) cos2(
πε

2
)

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

|ak|2h
J∑
j=0

∣∣∣∣φk,j+1 − φk,j
h

∣∣∣∣2 . (4.30)

Além disso, note que

∑
|µk|h≤

√
γ(ε)

[
|ak|2h

J∑
j=0

∣∣∣∣φk,j+1 − φk,j
h

∣∣∣∣2
]

=
σJ(h) + α

σJ(h)(1− αθh2)
εθ2h(0), (4.31)

e combinando (4.30) e (4.31) chegamos ao seguinte

εθ2h(0) ≤ σJ(h)(1− αθh2)
σJ(h) + α

1

D1(T, ε) cos2(πε
2

)

L

2

T∫
0

∣∣∣ϕ
h

∣∣∣2 . (4.32)

Portanto, para C̄(T, α, γ(ε)) =
σJ(h)(1− αθh2)

σJ(h) + α

1

D1(T, ε) cos2(
πε

2
)
. Concluímos a prova

�

Teorema 12. Assuma que 0 < γ <
1

1− 4θ
. Então, para todo α < λJ(h), existe T (γ) > 0 tal

que para qualquer T > T (γ), existe constante positiva C̃(T, αγ(ε)) > 0 tal que

εθh(0) ≤ C̃(T, αγ(ε))
L

2

T∫
0

[∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 +
∣∣∣vJ
h

∣∣∣2] dt, (4.33)

para qualquer solução do sistema (3.1)-(3.4) na classe das soluções filtradasR(γ(ε))

Antes da demonstração do teorema, vamos apresentar a classe de soluções filtradas para o

sistema (3.1)-(3.4).
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R(γ(ε)) :=

 U = 1
2

∑
λk(h)≤λh−2

[
ak sin(

√
σ−k t) + bk cos(

√
σ−k t) + ck sin(

√
σ+
k t) + dk cos(

√
σ+
k t)
]
φk

V = 1
2

∑
λk(h)≤λh−2

[
ck sin(

√
σ+
k t) + dk cos(

√
σ+
k t)− ak sin(

√
σ−k t)− bk cos(

√
σ−k t)

]
φk

 .
com σ+

J (h) = λJ(h)+
α

1− 4θ sin2( jπh
2L

)
, σ−J (h) = λJ(h)− α

1− 4θ sin2( jπh
2L

)
e ak, bk, ck, dk ∈ R

Prova: Sabendo que εθh(0) = 1
2
(εθ1h(0) + εθ2h(0)), então, dos resultados obtidos nos dois

teoremas anteriores chegamos a

2εθh(0) = εθ1h(0) + εθ2h(0) ≤ max
[
C(T, αγ(ε)), C̄(T, αγ(ε))

] L
2

T∫
0

[∣∣∣ϕJ
h

∣∣∣2 +
∣∣∣ωJ
h

∣∣∣2] dt,(4.34)

sabendo que ϕ = uj + vj e ω = uj − vj segue que

εθh(0) ≤ C̃(T, αγ(ε))
L

2

T∫
0

[∣∣∣uJ
h

∣∣∣2 +
∣∣∣vJ
h

∣∣∣2] dt, (4.35)

com C̃ = 2max

[
σJ(h)(1− αθh2)

σJ(h) + α

1

D1(T, ε) cos2(πε
2

)
,

σJ(h)

σJ(h)− α
1

C1(T, ε) cos2(πε
2

)

]

�
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CAPÍTULO 5

Conclusão e Trabalhos Futuros

O objetivo principal deste trabalho foi estudar o problema que diz respeito a uma repre-

sentação numérica semi-discreta, em que apenas a variável espacial é discretizada, para um

importante problema no contexto da Teoria de Controle em Equações diferenciais Parciais.

No início do trabalho, fizemos a apresentação de resultados obtidos por Infante e Zuazua

no seu traballho publicado em 1999, eles detalharam as causas da perda de observabiliidade de

esquemas numéricos em diferenças finitas e em elementos finitos que antes foram identificados

por R. Lions, Glowinski e outros pesquisadores.

Este trablho, generaliza o trabalho desenvolvido em [24]. Em particular, se tomarmos θ = 0,

obtemos o sistema (2.1)-(2.5), assim validando os rsultados obtidos em [24], e se tomarmos θ =

1/6 teremos elementos finitos e se θ for igual a 1/4, temos diferenças finitas. Como previamos

no nosso projeto de pesquisa, obtemos a observabilidade uniforme no limite h tendendo para 0

quanto θ = 1/4.

Para trabalhos futuros, pretendemos estudar os diagramas de dispersão e a velocidade de

grupo e semi-discretização do espaço do problema desenvolvido neste trabalho. Pretendemos

também, fazer os estudos dos seguintes problemas
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δθu
′′

j (t)−∆huj(t) + αδθvj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J 0 < t < T (5.1)

δθv
′′

j (t)−∆hvj(t) + αδθuj(t) = 0, j = 1, 2, ..., J ; 0 < t < T (5.2)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T (5.3)

uj(0) = u0, u
′

j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v
′

j(0) = v1j j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1, (5.4)

bem como

δθu
′′

j (t)−∆huj(t) + αδθ(uj − vj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J 0 < t < T (5.5)

δθv
′′

j (t)−∆hvj(t) + αδθ(vj − uj)(t) = 0, j = 1, 2, ..., J ; 0 < t < T (5.6)

u0(t) = uJ+1(t) = 0, v0(t) = vJ+1(t) = 0, 0 < t < T (5.7)

uj(0) = u0, u
′

j(0) = u1j , vj(0) = v0j , v
′

j(0) = v1j j = 0, 1, 2, ..., J, J + 1, (5.8)

sendo δθ a combinação linear convexa dada por

δθvj(t) := (1− 2θ)vj(t) + θ(vj+1 + vj−1)(t). (5.9)
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