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ESTATÍSTICA
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Ao meu orientador, o Prof. Dr. Giovany de Jesus Malcher Figueiredo

pela paciência e dedicação, explorando meus limites e fazendo provar a mim

mesma meu potencial.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos os resultados que podem ser encontrados em [6]

que trata da existência de solução não-negativa para equações indefinidas

do tipo Kirchhoff em domı́nio exterior, considerando não-linearidade com

crescimento subcŕıtico ou cŕıtico.

Palavras-chave: Problema de Kirchhoff, domı́nio exterior, crescimento

subcŕıtico, crescimento cŕıtico.



Abstract

In this paper, we will study the results that can be found in [6], which

investigates the existence of nonnegative solutions for indefinite Kirchhoff

equations in exterior domain, considering nonlinearity with subcritical or

critical growth.

Key Words: Kirchhoff problem, exterior domain, subcritical growth,

critical growth.
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Notações

• ∂Ω: Fronteira de Ω;

• →: Convergência forte;

• ⇀: Convergência fraca;

• ↪→: Imersão cont́ınua;

• ‖u‖: Norma de u em H1
0 (Ω);

• |u|Lp(Ω): Norma de u em Lp(Ω);

• Lloc(Ω): Conjunto das funções localmente integráveis em Ω.

• uXΩ: Função caracteŕıstica de u sobre Ω;

• Br(0): Bola de centro em 0 e raio r;

• (f ◦ g) (t): Composição da função f com a função g, isto é, f (g(t));

• on(1): Ordem pequena.



Introdução

Este trabalho tem por objetivo investigar a existência de solução não-

negativa para a seguinte classe de problemas não locais do tipo Kirchhoff:

(Pλ,γ)

 M(‖u‖2)[−∆u+ u] = λa(x)g(u) + γ|u|4u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde λ é um parâmetro real positivo, Ω é um domı́nio exterior de R3, isto

é, Ω = R3\Θ, sendo Θ um domı́nio suave limitado de R3. Neste trabalho

estudaremos dois casos do problema (Pλ,γ), sendo o primeiro com γ = 0 (caso

subcŕıtico) e o segundo quando γ = 1 (caso cŕıtico).

Esta dissertação é um estudo de [6] que trata da existência de solução

positiva para equações indefinidas do tipo Kirchhoff em domı́nio exterior,

considerando não-linearidade com crescimento subcŕıtico ou cŕıtico.

As funções M : R+ ∪ {0} → R+, g : R → R e a : Ω → R são cont́ınuas

e satisfazem a algumas condições estabelecidas posteriormente. Ademais,

usaremos

‖u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta dissertação,

necessitamos das seguintes hipóteses sobre M : R+ ∪ {0} → R+:

(M1) A função M é crescente e 0 < M(0) := m0.
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(M2) A função t 7→ M(t)

t
é decrescente.

A hipótese (M1) nos permite abordar o problema (Pλ,γ) via Métodos

Variacionais, enquanto a hipótese (M2) nos fornece um crescimento

importante que será usado ao longo deste trabalho.

Um exemplo t́ıpico de função que satisfaz as condições (M1) e (M2) é

dado por M(t) = m0 + bt, para uma constante real b > 0 e para todo t ≥ 0.

As hipóteses sobre a função cont́ınua g : R→ R são as seguintes:

(g1)

lim
t→0

g(t)

|t|3
= 0.

(g2) Existe q ∈ (4, 6) tal que

lim
|t|→∞

g(t)

|t|q−1
= 0.

(g3) Existe θ ∈ (4, 6) tal que 0 < θG(t) ≤ tg(t), para todo |t| > 0, onde

G(t) =

∫ t

0

g(s)ds.

Um exemplo t́ıpico de função que satisfaz as condições (g1) a (g3) dá-se

por

g(t) =
k∑
i=1

Cit
qi−1
+

com k ∈ N, 3 < qi < q, Ci > 0 e t+ = max{t, 0}.

Quanto às hipóteses sobre a função a, temos:

(a1) A função a ∈ C(Ω,R) muda de sinal em Ω.

Antes de enunciarmos a segunda hipótese sobre a função a, definamos os

conjuntos Ω+ = {x ∈ Ω : a(x) > 0} e Ω− = {x ∈ Ω : a(x) < 0}. Sabe-se

então que existe uma função teste ζ ∈ C∞0 (Ω) tal que 0 ≤ ζ(x) ≤ 1 sobre
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Ω, ζ(x) = 1 em Ω+ e ζ(x) = 0 em Ω−. Seja dist(Ω−,Ω+) a distância entre

os conjuntos Ω− e Ω+. Dependendo desta distância, é posśıvel tomar um

K̃ := sup
Ω
|∇ζ| tão pequeno quanto se queira.

(a2) A distância dist(Ω−,Ω+) = δ > 0 é tal que, tomando θ a constante

definida na hipótese (g3) teremos

K̃ <
θ

2
− 2.

(a3) Existe R0 > 0, tal que

a(x) < 0 para |x| ≥ R0 e sup
|x|≥R

|a(x)‖x|2 <∞, ∀R ≥ R0.

A hipótese (a1) caracteriza o problema (Pλ,γ) como indefinido. Quanto

à função ζ, esta será essencial para superar algumas dificuldades ao longo

deste trabalho, tais como a validade da condição Palais-Smale.

A hipótese (a3) é utilizada para superar a não-compacidade da imersão

H1
0 (Ω) ↪→ Ls(Ω) para 2 < s ≤ 6, uma vez que o domı́nio Ω não é limitado.

O problema eĺıptico t́ıpico denomina-se Problema de Dirichlet, cuja

formulação dá-se por

(D)

 −∆u(x) = f (x, u(x)) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado regular, f : Ω × R → R é uma dada

função e u : Ω → R é a função incógnita cuja regularidade depende da

regularidade de f .

O problema (D) é dito local, pois em todos os termos envolvidos os

valores são calculados pontualmente, o que não ocorre no problema (Pλ,γ).
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Problemas não-locais do tipo Kirchhoff modelam certos fenômenos, como por

exemplo, no caso em que

M

(∫
Ω

|∇u|2dx
)

= m0 + b

(∫
Ω

|∇u|2dx
)

cujo operador −
[
m0 + b

(∫
Ω

|∇u|2dx
)]

∆u aparece na equação hiperbólica

(K)



utt −
[
m0 + b

(∫
Ω

|∇u|2dx
)]

∆u(x) = f (x, u) em Ω,×(0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω,×(0, T ),

u (x, 0) = u0(x),

ut (x, 0) = u1(x),

a qual é uma generalização da equação

ρ
∂2u

∂t2
−

(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx

)
∂2u

∂x2
= 0

introduzida por Kirchhoff em 1883, ver [9]. Esta é uma extensão da equação

clássica da corda vibrante, proposta por D’Alembert, pois descreve a vibração

de uma corda elástica levando-se em consideração a mudança no comprimento

da mesma durante o movimento. Nesta equação, L é o comprimento da corda,

h é a área da secção transversal da corda, E é o módulo de Young do material

do qual a corda é feita, ρ é a densidade de massa e P0 é a tensão inicial.

Alguns dos primeiros estudos envolvendo equações do tipo Kirchhoff são

os de Bernstein, em 1987, e Pohozaev, em 1975. Entretanto, o problema K só

começou a receber maior atenção após o trabalho de Lions, em 1978, no qual

utilizou-se pela primeira vez argumentos de análise funcional não-linear para

atacar problemas não-locais do tipo Kirchhoff. A partir de então o estudo de
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problemas não-locais avançou muito mais rapidamente.

Dentre os resultados encontrados, podemos destacar o trabalho de Alves,

Corrêa e Ma [1] os quais estudaram a existência de solução positiva para o

problema

(P1)

 −M
(∫

Ω

|∇u|2dx
)

∆u(x) = f (x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

com M(t) ≥ m0 > 0 para todo t ≥ 0 e f com crescimento subcŕıtico. Um ano

depois, Perera e Zhang [12] estudaram o problema (P1) quando M = a+ bt,

a, b > 0 e N = 1, 2 e 3, utilizando a teoria de ı́ndice de Yang e obtendo uma

solução não trivial para o problema.

Posteriormente, em 2009, He e Zou [7] estudaram a existência de múltiplas

soluções para o problema

(P2)

 −
[
a+ b

(∫
Ω

|∇u|2dx
)]

∆u(x) = λf (x, u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

em que λ é um parâmetro positivo e f uma função que satisfaz hipóteses

mais gerais que no trabalho de Perera e Zhang.

Podemos citar ainda o trabalho de Figueiredo e dos Santos Júnior [5] em

que foi estudado o problema

(P3)

 −M
(∫

Ω

|∇u|2dx
)

∆u(x) = λf (x, u) + |u|q−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

com N = 1, 2 e 3, f(x, u) = |u|r−2u, 1 < r < 2 < q ≤ 2∗, onde λ é um

parâmetro positivo e M ≥ m0 > 0 é uma função que satisfaz determinadas
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hipóteses. Utilizando a teoria de gênero de Krasnoselskii eles obtiveram um

resultado de múltiplas soluções para o problema (P3).

Quanto a este trabalho, o principal resultado que provaremos é:

Teorema 0.1. Assuma as condições (M1), (M2), (g1) - (g3) e (a1) - (a3).

Se γ = 0, o problema (P1,0) possui solução não-negativa para todo λ > 0.

Se γ = 1, então existe λ∗ > 0 tal que o problema (Pλ,1) possui solução não-

negativa para todo λ > λ∗.

A fim de demonstrar o teorema anterior seguiremos a seguinte estrutura

no decorrer deste estudo: no Caṕıtulo 1 construiremos a estrutura variacional

do problema. No Caṕıtulo 2 provaremos que o funcional satisfaz as duas

geometrias do passo da montanha e a condição Palais-Smale. Já no Caṕıtulo

3 provaremos a existência de solução não-negativa para o caso subcŕıtico e,

por fim, no Caṕıtulo 4 provaremos o caso cŕıtico.
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Caṕıtulo 1

Estrutura Variacional do

Problema (Pλ,γ)

Neste caṕıtulo construiremos a estrutura variacional do problema (Pλ,γ).

Mais precisamente, associaremos ao problema um funcional Iλ,γ que está bem

definido e é de classe C1. Em seguida calcularemos sua derivada I ′λ,γ.

Como queremos encontrar uma solução não-negativa para o problema

(Pλ,γ), no decorrer deste trabalho assumiremos

g(t) = 0, ∀ t ≤ 0.

Lembremos ainda que u ∈ H1
0 (Ω) é uma solução fraca para o problema (Pλ,γ)

se, para toda φ ∈ H1
0 (Ω), u satisfaz

M(‖u‖2)

[∫
Ω

|∇u∇φ|dx+

∫
Ω

uφdx

]
= λ

∫
Ω

a(x)g(u)φdx+ γ

∫
Ω

|u|4uφdx.

Devemos procurar soluções não-negativas como pontos cŕıticos do
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funcional Iλ,γ : H1
0 (Ω)→ R de classe C1 dado por

Iλ,γ(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(u)dx− γ

6

∫
Ω

u6
+dx,

onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e u+(x) := max{u(x), 0}.

Vamos considerar Iλ,γ(u) = J1(u)− J2(u)− J3(u) com

J1(u) =
1

2
M̂(‖u‖2); J2(u) = λ

∫
Ω

a(x)G(u)dx e J3(u) =
γ

6

∫
Ω

u6
+dx.

Lema 1.1. O funcional J1(u) =
1

2
M̂(‖u‖2) é de classe C1 e

J ′1(u)φ = M(‖u‖2)

[∫
Ω

∇u∇φdx+

∫
Ω

uφdx

]
.

Demonstração. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux DJ1.

Consideremos F (u) = ‖u‖2, isto é, F (u) =

∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
Ω

|u|2dx. Assim,

J1(u) =
1

2
M̂ [F (u)]

e, aplicando a regra da cadeia,

DJ1(u)φ =
1

2
M [F (u)]DF (u)φ.

Pela de M̂ e da continuidade de M o primeiro fator já está bem

definido, portanto, resta apenas calcular DF (u)φ. Consideremos F (u) =

F1(u) + F2(u), com

F1(u) =

∫
Ω

|∇u|2dx e F2(u) =

∫
Ω

|u|2dx.
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Calcularemos primeiro a Derivada de Gateaux DF1.

F1 (u+ tφ)− F1(u)

t
=

∫
Ω

|∇ (u+ tφ) |2dx−
∫

Ω

|∇u|2dx

t

=
1

t

∫
Ω

[
|∇u|2 + 2t∇u∇φ+ t2|∇φ|2 − |∇u|2

]
dx

=

∫
Ω

2t∇u∇φ+ t2|∇φ|2

t
dx

=

∫
Ω

[
2∇u∇φ+ t|∇φ|2

]
dx.

Portanto,

DF1(u)φ = lim
t→0

F1 (u+ tφ)− F1(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

[
2∇u∇φ+ t|∇φ|2

]
dx

=

∫
Ω

lim
t→0

[
2∇u∇φ+ t|∇φ|2

]
dx.

Conclúımos então que

DF1(u)φ = 2

∫
Ω

∇u∇φdx. (1.1)

Seja {un} uma sequência em H1
0 (Ω) tal que un → u em H1

0 (Ω). Assim,

para cada φ ∈ H1
0 (Ω), com ‖φ‖ ≤ 1 temos:

| [DF1(un)−DF1(u)]φ| =
∣∣∣∣2∫

Ω

∇un∇φdx− 2

∫
Ω

∇u∇φdx
∣∣∣∣

≤ 2

∫
Ω

|∇ (un − u) ‖∇φ|dx.
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| [DF1(un)−DF1(u)]φ| ≤ 2

(∫
Ω

|∇ (un − u) |2dx
) 1

2
(∫

Ω

|∇φ|2dx
) 1

2

≤ 2‖un − u‖H1
0 (Ω) ‖φ‖H1

0 (Ω)

≤ 2‖un − u‖H1
0 (Ω).

Deste modo, podemos concluir

‖DF1(un)−DF1(u)‖H1
0 (Ω) := sup

‖φ‖≤1

| [DF1(un)−DF1(u)]φ| ≤ 2‖un−u‖H1
0 (Ω).

Mostramos assim que quando un → u em H1
0 (Ω) temos DF1(un) →

DF1(u) em H1
0 (Ω), portanto, o operador DF1 é cont́ınuo e, deste modo,

DF1 = F ′1 ∈ C (H1
0 (Ω),R). Portanto, por (1.1) temos

F ′1(u)φ = DF1(u)φ = 2

∫
Ω

∇u∇φdx. (1.2)

Calcularemos agora a Derivada de Gateaux DF2.

F2 (u+ tφ)− F2(u)

t
=

∫
Ω

|u+ tφ|2dx−
∫

Ω

|u|2dx

t

=
1

t

∫
Ω

[
u2 + 2utφ+ t2φ2 − u2

]
dx

=

∫
Ω

2utφ+ t2φ2

t
dx

=

∫
Ω

[
2uφ+ tφ2

]
dx.

10



Portanto,

DF2(u)φ = lim
t→0

F2 (u+ tφ)− F2(u)

t

= lim
t→0

∫
Ω

[
2uφ+ tφ2

]
dx

=

∫
Ω

lim
t→0

[
2uφ+ tφ2

]
dx.

Conclúımos então que

DF2(u)φ = 2

∫
Ω

uφdx. (1.3)

Seja {un} uma sequência em H1
0 (Ω) tal que un → u em H1

0 (Ω). Assim,

para cada φ ∈ H1
0 (Ω), com ‖φ‖ ≤ 1 temos:

| [DF2(un)−DF2(u)]φ| =
∣∣∣∣2∫

Ω

unφdx− 2

∫
Ω

uφdx

∣∣∣∣ ≤ 2

∫
Ω

| (un − u) ‖φ|dx.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

| [DF2(un)−DF2(u)]φ| ≤ 2

(∫
Ω

| (un − u) |2dx
) 1

2
(∫

Ω

|φ|2dx
) 1

2

≤ 2‖un − u‖H1
0 (Ω) ‖φ‖H1

0 (Ω)

≤ 2‖un − u‖H1
0 (Ω).

Deste modo, podemos concluir

‖DF2(un)−DF2(u)‖H1
0 (Ω) := sup

‖φ‖≤1

| [DF2(un)−DF2(u)]φ| ≤ 2‖un−u‖H1
0 (Ω).

Mostramos assim que quando un → u em H1
0 (Ω) temos DF2(un) →

DF2(u) em H1
0 (Ω), portanto, o operador DF2 é cont́ınuo e, deste modo,
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DF2 = F ′2 ∈ C (H1
0 (Ω),R). Portanto, por (1.3) temos

F ′2(u)φ = DF2(u)φ = 2

∫
Ω

uφdx. (1.4)

Assim, por (1.2) e (1.4), conclúımos que

DF (u)φ = F ′(u)φ = F ′1(u)φ+F ′2(u)φ = 2

(∫
Ω

uφdx+

∫
Ω

∇u∇φdx
)
. (1.5)

Sendo DJ1(u)φ =
1

2
M [F (u)]DF (u)φ, com F (u) = ‖u‖2, por (1.5)

encontramos

J ′1(u)φ = M(‖u‖2)

(∫
Ω

uφdx+

∫
Ω

∇u∇φdx
)
. (1.6)

Lema 1.2. O funcional J2(u) = λ

∫
Ω

a(x)G(u)dx é de classe C1 e

J ′2(u)φ = λ

∫
Ω

a(x)g(u)φdx.

Demonstração. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux DJ2.

Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, para cada x ∈ Ω e para cada u, φ ∈ H1
0 (Ω),

consideremos a função h : [0, 1] → R dada por h(s) = G (u+ stφ). Observe

que h′(s) = g (u+ stφ) tφ, h(1) = G (u+ tφ) e h(0) = G(u).

Desde que h é cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), temos do

Teorema do Valor Médio que existe c ∈ (0, 1) tal que h(1) − h(0) = h′(c), o

que implica ∣∣∣∣G (u+ tφ)−G(u)

t

∣∣∣∣ = |g (u+ ctφ)φ|.

Segue de (g1) que lim
t→0

g(t)

|t|3
= 0, isto é, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|g(t)| ≤ ε|t|3, quando |t| < δ. (1.7)
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Segue de (g2) que lim
t→∞

g(t)

|t|q−1
= 0, isto é, dado ε > 0, existe R > 0 tal que

|g(t)| ≤ ε|t|q−1, quando |t| > R. (1.8)

Além disso, sendo g cont́ınua, temos

∣∣∣∣ g(t)

|t|q−1

∣∣∣∣ limitado no intervalo fechado

[δ, R], portanto, existe um α > 0 tal que∣∣∣∣ g(t)

|t|q−1

∣∣∣∣ ≤ α ∀ |t| ∈ [δ, R] . (1.9)

Assim, de (1.7), (1.8) e (1.9), conclúımos que para todo t ∈ R, teremos

g(t) ≤ |g(t)| ≤ ε|t|3 + Cε|t|q−1, onde Cε = α + ε.

Em particular, g (u+ ctφ) ≤ ε|u + ctφ|3 + Cε|u + ctφ|q−1. Sendo por

hipótese t ≤ 1, e c ∈ (0, 1), obtemos

|g (u+ ctφ) ||φ| ≤ ε|u+ ctφ|3|φ|+ Cε|u+ ctφ|q−1|φ|

≤ ε|u|3|φ|+ ε|ctφ|4 + Cε|u|q−1|φ|+ Cε|ctφ|q

≤ ε|u|3|φ|+ C1ε|φ|4 + Cε|u|q−1|φ|+ C2Cε|φ|q,

onde C1 e C2 são constantes positivas.

Note ainda que por hipótese, u, φ ∈ H1
0 (Ω). Desde que H1

0 (Ω) está

continuamente imerso em Lr(Ω), com 2 ≤ r ≤ 6, utilizando a desigualdade

de Hölder, temos ε|u|3|φ| + C1ε|φ|4 + Cε|u|q−1|φ| + C2Cε|φ|q ∈ L1(Ω). De

fato, pois:

•

 u ∈ H1
0 (Ω) implica u ∈ L6(Ω), logo |u|3 ∈ L2(Ω),

φ ∈ H1
0 (Ω), assim φ ∈ L2(Ω).

Portanto, |u|3|φ| ∈ L1(Ω).

• φ ∈ H1
0 (Ω), implicando φ ∈ Lr(Ω), com 2 ≤ r ≤ 6. Em particular,
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temos φ ∈ L4(Ω), logo, |φ|4 ∈ L1(Ω).

•

 u ∈ H1
0 (Ω) implica u ∈ Lr(Ω), logo u ∈ Lq(Ω) e |u|q−1 ∈ L

q
q−1 (Ω).

φ ∈ H1
0 (Ω) implica φ ∈ Lr(Ω), assim φ ∈ Lq(Ω).

Como q ∈ (4, 6), temos q ∈ [2, 6]. Sendo
q

q − 1
> 1 e q expoentes con-

jugados, conclúımos que |u|q−1|φ| ∈ L1(Ω).

• φ ∈ H1
0 (Ω), logo φ ∈ Lr(Ω), com 2 ≤ r ≤ 6. Em particular, temos

φ ∈ Lq(Ω), assim, |φ|q ∈ L1(Ω).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0 e da continuidade da função g,

temos g (u(x) + ctnφ(x))φ(x)→ g (u(x))φ(x) pontualmente em Ω. Assim,

J2 (u+ tnφ)− J2(u)

tn
=

λ

∫
Ω

a(x)G (u+ tnφ) dx− λ
∫

Ω

a(x)G(u)dx

tn

=
λ

tn

∫
Ω

a(x) [G (u+ tnφ)−G(u)] dx

= λ

∫
Ω

a(x)
G (u+ tnφ)−G(u)

tn
dx

= λ

∫
Ω

a(x)g (u(x) + ctnφ(x))φ(x)dx.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema

A.1), passando o limite na igualdade anterior com tn → 0, teremos:

DJ2(u)φ = lim
tn→0

J2 (u+ tnφ)− J2(u)

tn

= lim
tn→0

λ

∫
Ω

a(x)g (u(x) + ctnφ(x))φ(x)dx

= λ

∫
Ω

a(x) lim
tn→0

g (u(x) + ctnφ(x))φ(x)dx.
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De onde conclúımos

DJ2(u)φ = λ

∫
Ω

a(x)g(u)φdx. (1.10)

Seja {un} uma sequência em H1
0 (Ω) tal que un → u em H1

0 (Ω). Da

imersão cont́ınua de H1
0 (Ω) em Lr(Ω), com 2 < 3 < r ≤ 6 no caso N = 3,

obtemos un → u em Lr(Ω).

Do Teorema de Vainberg (veja Teorema A.2), existe uma função h1 ∈

Lr(Ω) tal que, a menos de uma subsequência, un(x) → u(x) quase sempre

em Ω e |un(x)| ≤ h1(x) quase sempre em Ω. Desde que g é, por hipótese,

cont́ınua, temos g (un(x))→ g (u(x)) quase sempre em Ω.

Da desigualdade triangular, da limitação da função g e da limitação de

|un(x)| por h1(x) quase sempre, obtemos

|g (un(x))− g (u(x)) |
q
q−1 ≤ [|g (un(x)) |+ |g (u(x)) |]

q
q−1

≤
[∣∣ε|un(x)|3 + Cε|un(x)|q−1

∣∣+
∣∣ε|u(x)|3 + Cε|u(x)|q−1

∣∣] q
q−1

≤
∣∣2ε|h1(x)|3 + 2Cε|h1(x)|q−1

∣∣ q
q−1

≤
[
4 max{ε|h1(x)|3, Cε|h1(x)|q−1}

] q
q−1

≤ k
[
max{ε|h1(x)|

3q
q−1 , Cε|h1(x)|q}

]
,

onde k é uma constante positiva.

De modo que, novamente pela desigualdade de Hölder e pelas imersões

cont́ınuas, k
[
max{ε|h1(x)|

3q
q−1 , Cε|h1(x)|q}

]
∈ L1(Ω). De fato, pois

1 <
q

q − 1
< 2, implicando 2 <

3q

q − 1
< 6 e q ∈ (4, 6) ⊂ [2, 6].

Outra vez pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja

Teorema A.1), g (un(x))→ g (u(x)) em L
q
q−1 (Ω).
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Assim, para toda φ ∈ H1
0 (Ω) tal que ‖φ‖ ≤ 1, temos

| [DJ2(un)−DJ2(u)]φ| =
∣∣∣∣λ∫

Ω

a(x)g(un)φdx− λ
∫

Ω

a(x)g(u)φdx

∣∣∣∣
≤ λ

∫
Ω

|a(x)|.| [g(un)− g(u)] |.|φ|dx.

Da hipótese (a3), existe R0 > 0 tal que, para todo R > R0, temos

|x|2 > R2
0 para |x| > R e

|a(x)| = |a(x)| |x|
2

|x|2
≤ |a(x)|.|x|2

R2
0

.

Podemos então definir

β1 := sup
|x|≥R

|a(x)| ≤ sup
|x|≥R

|a(x)|.|x|2

R2
0

=
1

R2
0

sup
|x|≥R

|a(x)|.|x|2 <∞.

Por outro lado, para |x| < R, da continuidade da função a, existe

um número real positivo β2 tal que β2 = max
x∈BR(0)

|a(x)|. Se tomarmos β =

max{β1, β2} teremos

| [DJ2(un)−DJ2(u)]φ| ≤ λβ

∫
Ω

| [g(un)− g(u)] |.|φ|dx.

Desde que φ ∈ H1
0 (Ω), temos φ ∈ Lq(Ω) com q ∈ (4, 6) como definido na

hipótese (g2) e, sendo q e
q

q − 1
expoentes conjugados, da desigualdade de

Hölder,

| [DJ2(un)−DJ2(u)]φ| ≤ λβ|g(un)− g(u)|
L

q
q−1 (Ω)

|φ|Lq(Ω).

Das Imersões Cont́ınuas de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apêndice),
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existe uma constante C > 0 tal que

| [DJ2(un)−DJ2(u)]φ| ≤ C|g(un)− g(u)|
L

q
q−1 (Ω)

‖φ‖

≤ C|g(un)− g(u)|
L

q
q−1 (Ω)

.

Portanto,

‖DJ2(un)−DJ2(u)‖ := sup
‖φ‖≤1

| [DJ2(un)−DJ2(u)]φ| ≤ C|g(un)−g(u)|
L

q
q−1 (Ω)

.

Implicando

lim
n→∞

DJ2(un) = DJ2(u).

Mostramos assim que o operador DJ2 é cont́ınuo e, deste modo, DJ2 =

J ′2 ∈ C (H1
0 (Ω),R). Portanto, por (1.10), temos

J ′2(u)φ = DJ2(u)φ = λ

∫
Ω

a(x)g(u)φdx. (1.11)

Lema 1.3. O funcional J3(u) =
γ

6

∫
Ω

u6
+dx é de classe C1 e

J ′3(u)φ = γ

∫
Ω

u6
+φdx.

Demonstração. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux DJ3.

Para cada t ∈ R com 0 < |t| < 1, para cada x ∈ Ω e para cada u, φ ∈ H1
0 (Ω),

consideremos a função h : [0, 1] → R dada por h(s) = (u+ + stφ)6. Observe

que h′(s) = 6 (u+ + stφ)5 tφ, h(1) = (u+ + tφ)6 e h(0) = u6
+.

Desde que h é cont́ınua em [0, 1] e diferenciável em (0, 1), segue do

Teorema do Valor Médio que existe c ∈ (0, 1) tal que h(1) − h(0) = h′(c), o
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que implica ∣∣∣∣∣(u+ + tφ)6 − u6
+

t

∣∣∣∣∣ = |6 (u+ + stφ)5 |.|φ|.

Note ainda que, sendo 0 < |t| < 1, pela Imersão Cont́ınua de H1
0 (Ω) em

Lr(Ω) (veja Teorema A.7 no Apêndice) com 2 ≤ r ≤ 6 e da desigualdade de

Hölder,

|6 (u+ + tφ)5 ||φ| ≤ 6
[
25
(
|u+|5 + |φ|

)
φ
]
∈ L1(Ω).

De fato, sendo u, φ ∈ H1
0 (Ω), temos u, φ ∈ Lr(Ω). Em particular,

u ∈ L6(Ω), de modo que u5 ∈ L
6
5 (Ω) e φ ∈ L6(Ω). Como 6

5
> 1 e 6

são expoentes conjugados, temos |u|5|φ| ∈ L1(Ω) e ainda, é imediato que

φ6 ∈ L1(Ω).

Além disso, para uma sequência |tn| → 0 temos (u+(x) + tnφ(x))6 φ(x)→

u6
+(x)φ(x) pontualmente em Ω. Assim,

J3 (u+ tnφ)− J3(u)

tn
=

γ

6

∫
Ω

(u+ + tnφ)6 dx− γ

6

∫
Ω

u6
+dx

tn

=
γ

6

∫
Ω

(u+ + tnφ)6 − u6
+

tn
dx

=
γ

6

∫
Ω

6 (u+ + tnφ)5 φdx

= γ

∫
Ω

(u+ + tnφ)5 φdx.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema
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A.1), passando o limite na igualdade acima com tn → 0, teremos:

DJ3(u)φ = lim
tn→0

J3 (u+ tnφ)− J3(u)

tn

= lim
tn→0

γ

∫
Ω

(u+ + tnφ)5 φdx

= γ

∫
Ω

lim
tn→0

(u+ + tnφ)5 φdx.

De onde conclúımos

DJ3(u)φ = γ

∫
Ω

|u+|5 φdx. (1.12)

Seja {un} uma sequência em H1
0 (Ω) tal que un → u em H1

0 (Ω). Da

imersão cont́ınua de H1
0 (Ω) em Lr(Ω), com 2 ≤ r ≤ 6 no caso N = 3 (veja

Teorema A.7 no Apêndice), obtemos un → u em Lr(Ω).

Do Teorema de Vainberg (veja Teorema A.2), existe uma função h2 ∈

Lr(Ω) tal que, a menos de uma subsequência, un(x) → u(x) quase sempre

em Ω e |un(x)| ≤ h2(x) quase sempre em Ω, de modo que (un(x))5 → (u(x))5

quase sempre em Ω.

Da desigualdade triangular e da limitação de |un(x)| por h2(x) quase

sempre,

| (un(x))5 − (u(x))5 |
6
5 ≤

(
| (un(x)) |5 + | (u(x)) |5

) 6
5

≤
(
2|h2(x)|5

) 6
5

= 64|h2(x)|6.

De modo que, novamente pela Desigualdade de Hölder e pelas imersões

cont́ınuas (veja Teorema A.7 no Apêndice), h2 ∈ Lr(Ω). Em particular, h2 ∈

L6(Ω), implicando h6
2 ∈ L1(Ω). Outra vez pelo Teorema da Convergência
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Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1), (un(x))5 → (u(x))5 em L
6
5 (Ω).

Assim, para toda φ ∈ H1
0 (Ω) tal que ‖φ‖ ≤ 1, temos

| [DJ3(un)−DJ3(u)]φ| =
∣∣∣∣γ ∫

Ω

(un(x))5 φdx− γ
∫

Ω

(u(x))5 φdx

∣∣∣∣
≤ γ

∫
Ω

∣∣(un(x))5 − (u(x))5
∣∣ .|φ|dx.

Desde que φ ∈ H1
0 (Ω) implica φ ∈ L6(Ω) e sendo 6 e

6

5
expoentes

conjugados, da desigualdade de Hölder,

| [DJ3(un)−DJ3(u)]φ| ≤ γ|u5
n − u5|

L
6
5 (Ω)
|φ|L6(Ω).

Das Imersões Cont́ınuas de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apêndice),

existe uma constante C > 0 tal que

| [DJ3(un)−DJ3(u)]φ| ≤ C|u5
n − u5|

L
6
5 (Ω)
‖φ‖ ≤ C|u5

n − u5|
L

6
5 (Ω)

.

Portanto,

‖DJ3(un)−DJ3(u)‖ := sup
‖φ‖≤1

| [DJ3(un)−DJ3(u)]φ| ≤ C|u5
n − u5|

L
6
5 (Ω)

.

Implicando

lim
n→∞

DJ3(un) = DJ3(u).

Mostramos assim que o operador DJ3 é cont́ınuo e, deste modo, DJ3 =

J ′3 ∈ C (H1
0 (Ω),R). Portanto, por (1.12) temos

J ′3(u)φ = DJ3(u)φ = γ

∫
Ω

u5
+φdx. (1.13)
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Assim, sendo I ′λ,γ(u)φ = J ′1(u)φ − J ′2(u)φ − J ′3(u)φ, ∀ u, φ ∈ H1
0 (Ω).

Ademais, pelos lemas 1.1, 1.2 e 1.3 conclúımos que

I ′λ,γ(u)φ = M(‖u‖2)

(∫
Ω

uφdx+

∫
Ω

∇u∇φdx
)
−λ
∫

Ω

a(x)g(u)φdx−γ
∫

Ω

u5
+φdx,

para todos u, φ ∈ H1
0 (Ω).
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Caṕıtulo 2

Geometria do Passo da

Montanha e Condição

Palais-Smale

Neste caṕıtulo mostraremos que o funcional Iλ,γ verifica as duas geometrias

do passo da montanha. Depois, usaremos o Teorema do Passo da Montanha

(ver [2]) o qual nos permitirá mostrar a limitação da sequência {un} para

por fim provar duas convergências qye serão necessárias na demonstração

dos casos subcŕıtico e cŕıtico do teorema principal deste trabalho.

Lema 2.1. Assuma as condições (M1), (g1), (g2) e (a1) - (a3). Então existem

números positivos ρ e α tais que

Iλ,γ(u) ≥ α > 0, ∀u ∈ H1
0 (Ω); ‖u‖ = ρ.

Demonstração. Por (1.7), (1.8) e (1.9) temos |g(t)| ≤ ε|t|3 +Cε|t|q−1. Como,
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para todo t ∈ R se tem g(t) ≤ |g(t)|, conclúımos

g(t) ≤ ε|t|3 + Cε|t|q−1. (2.1)

Note ainda que Ω+ é limitado. De fato, seja x ∈ Ω+. Então x /∈ Ω−, logo

|x| < R0. Portanto Ω+ ⊂ BR0 , de onde conclui-se que Ω+ é limitado. Assim,

existe uma constante C0 = sup
x∈Ω+

a(x).

Para u ∈ H1
0 (Ω), usando (2.1), temos g(u) ≤ ε|u|3 + Cε|u|q−1, de modo

que ∫
Ω

g(u)dx ≤
∫

Ω

[
ε|u|3 + Cε|u|q−1

]
dx.

Implicando

G(u) ≤ ε

4
|u|4 +

Cε
q
|u|q.

Como para x ∈ Ω+ tem-se a(x) > 0, então da desigualdade acima

a(x)G(u) ≤ a(x)

[
ε

4
|u|4 +

Cε
q
|u|q
]

≤ sup
x∈Ω+

a(x)

[
ε

4
|u|4 +

Cε
q
|u|q
]

=
C0ε

4
|u|4 +

C0Cε
q
|u|q.

Ao integrar a desigualdade acima, uma vez que a(x) ≤ 0 em Ω\Ω+
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encontramos

∫
Ω

a(x)G(u)dx =

∫
Ω+

a(x)G(u)dx+

∫
Ω\Ω+

a(x)G(u)dx

≤
∫

Ω+

a(x)G(u)dx

≤
∫

Ω+

[
C0ε

4
|u|4 +

C0Cε
q
|u|q
]
dx

≤
∫

Ω

[
C0ε

4
|u|4 +

C0Cε
q
|u|q
]
dx.

Assim, ∫
Ω

a(x)G(u)dx ≤ C0ε

4

∫
Ω

|u|4 +
C0Cε
q

∫
Ω

|u|qdx. (2.2)

Note que, por (M1) e da definição de M̂ ,

M̂(‖u‖2) =

∫ ‖u‖2
0

M(s)ds ≥
∫ ‖u‖2

0

m0ds = m0‖u‖2.

Assim, da forma como foi definido Iλ,γ(u), utilizando (2.2) e a

desigualdade anterior, tem-se

Iλ,γ(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(u)dx− γ

6

∫
Ω

u6
+dx

≥ 1

2
m0‖u‖2 − λC0

[
ε

4

∫
Ω

|u|4 +
Cε
q

∫
Ω

|u|qdx
]
− γ

6

∫
Ω

u6
+dx.

Pelo Teorema das Imersões de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apêndice),

existe uma constante C > 0 tal que

λC0

[
ε

4

∫
Ω

|u|4 +
Cε
q

∫
Ω

|u|qdx
]

+
γ

6

∫
Ω

u6
+dx ≤ C

(
‖u‖4 + ‖u‖q + ‖u‖6

)
.

Assim,

Iλ,γ(u) ≥ 1

2
m0‖u‖2 − C

(
‖u‖4 + ‖u‖q + ‖u‖6

)
.
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Desde que q ∈ (4, 6), conforme definido em (g2), e admitindo ‖u‖ = ρ > 0

suficientemente pequeno, segue que existe α positivo tal que

Iλ,γ(u) ≥ 1

2
m0ρ

2 − C
(
ρ4 + ρq + ρ6

)
≥ α > 0.

Lema 2.2. Assuma as condições (M1), (M2), (g1) - (g3) e (a1) - (a3). Então

existe uma função e ∈ H1
0 (Ω) tal que Iλ,γ(e) < 0 e ‖e‖ > ρ, sendo ρ o mesmo

definido no Lema 2.1.

Demonstração. Da hipótese (g3), existe θ ∈ (4, 6) tal que 0 < θG(t) ≤ tg(t)

para todo |t| > 0. Logo, para todo |t| > 0, obtemos

θ

t
≤ g(t)

G(t)
.

Assim, dado r ≥ 1, sempre que |t| > r, temos

∫ t

r

θ

s
ds ≤

∫ t

r

g(s)

G(s)
ds.

Calculando as integrais acima, obtemos

θ ln s |tr≤ lnG(s) |tr .

De modo que

θ [ln t− ln r] ≤ lnG(t)− lnG(r).

Das propriedades da função ln, encontramos

tθ

rθ
≤ G(t)

G(r)
,
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isto é,

G(t) ≥ tθ

rθ
G(r).

Assim, existe uma constante C =
G(r)

rθ
> 0 tal que G(t) ≥ Ctθ. Por

outro lado, novamente da hipótese (g3) tem-se 0 < θG(t) para todo |t| > 0,

isto é, existe uma constante D ≥ 0 tal que G(t) > 0 ≥ −D. Logo, existem

constantes positivas C e D tais que G(t) ≥ Ctθ −D, ou ainda,

−G(t) ≤ D − C|t|θ, ∀ t ∈ R. (2.3)

Além disso, por (M2), temos

M(t)

t
≤M(1), ∀ t ≥ 1,

de onde conclúımos
M(t2)

t2
≤M(1), ∀ t ≥ 1,

isto é, M(t2) ≤M(1)t2, para todo t ≥ 1.

Por outro lado, para 0 ≤ t ≤ 1 temos t2 ≤ 1. Como a função M é

crescente, encontramos M(t2) ≤M(1), portanto,

M(t2) ≤M(1) +M(1)t2 = M(1)(t2 + 1). (2.4)

Assim, teremos

M̂(t2) =

∫ t2

0

M(s)ds ≤
∫ t2

0

M(1)(s+ 1)ds = M(1)

(
t4

2
+ t2

)
. (2.5)

Considere v0 ∈ C∞0 (Ω+), com v0 > 0 em Ω+ e ‖v0‖ = 1. Usando (2.3),
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obtemos

Iλ,γ (tv0) =
1

2
M̂
(
‖tv0‖2

)
− λ

∫
Ω

a(x)G (tv0) dx− γ

6

∫
Ω

(tv0)6 dx

≤ 1

2
M̂
(
t2‖v0‖2

)
− λ

∫
supp(v0)

a(x)G (tv0) dx− t6γ

6

∫
Ω

v6
0dx

=
1

2
M̂
(
t2
)
− λ

∫
supp(v0)

a(x)G (tv0) dx− t6γ

6

∫
Ω

v6
0dx

≤ 1

2
M̂
(
t2
)

+ λ

∫
supp(v0)

a(x)
[
D − C|tv0|θ

]
dx− t6γ

6

∫
Ω

v6
0dx.

De modo que

Iλ,γ (tv0) ≤ 1

2
M̂
(
t2
)
− λCtθ

∫
supp(v0)

a(x)|v0|θdx+ λD

∫
supp(v0)

a(x)dx− t6γ

6

∫
Ω

v6
0dx.

(2.6)

Aplicando (2.5) em (2.6), obtemos

Iλ,γ (tv0) ≤ 1

2
M(1)

(
t4

2
+ t2

)
−λCtθ

∫
supp(v0)

a(x)|v0|θdx+λD

∫
supp(v0)

a(x)dx−t
6γ

6

∫
Ω

v6
0dx.

Usando C0 = sup
x∈Ω+

a(x) como no Lema 2.1 e fazendo |supp (v0) | a medida

de Lebesgue do suporte de v0, obtemos

Iλ,γ (tv0) ≤ 1

2
M(1)

(
t4

2
+ t2

)
−λCC0t

θ

∫
supp(v0)

|v0|θdx+λDC0|supp (v0) |−t
6γ

6

∫
Ω

v6
0dx.

Portanto, desde que 4 < θ < 6, para e = t∗v0, com t∗ > 0 suficientemente

grande, teremos ‖e‖ = ‖t∗v0‖ = t∗‖v0‖ = t∗ > ρ (definido no Lema 2.1) e

Iλ,γ(e) < 0.

Verificadas as duas geometrias do passo da montanha (Lema 2.1 e Lema

2.2), utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha (de Ambrosetti e

Rabinowitz) sem a condição de Palais-Smale na versão de [14] (ver Teorema
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A.5 no Apêndice) e, considerando o espaço de Banach H1
0 (Ω), conclúımos

que existe uma sequência {un} ⊂ H1
0 (Ω) satisfazendo

Iλ,γ(un)→ cλ,γ e I ′λ,γ(un)→ 0, (2.7)

onde

cλ,γ = inf
η∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ,γ (η(t)) > 0 (2.8)

e

Γ = {η ∈ C
(
[0, 1], H1

0 (Ω)
)

; η(0) = 0 e η(1) = e}. (2.9)

Lema 2.3. Seja {un} ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência que satisfaça (2.7). Então

{un} é limitada.

Demonstração. Sejam ζ a função teste cujo supremo K̃ aparece na hipótese

(a2) e {un} uma sequência que satisfaça (2.7). Assim, Iλ,γ(un) é, por

definição, convergente e existe C > 0 tal que ‖Iλ,γ(un)‖ ≤ C.

Por outro lado,

−1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≤

∣∣∣∣1θI ′λ,γ(un) (ζun)

∣∣∣∣ .
Da definição de funcional linear cont́ınuo encontramos∣∣∣∣1θI ′λ,γ(un) (ζun)

∣∣∣∣ ≤ 1

θ
‖I ′λ,γ(un)‖‖ζun‖.

Do modo como foi definido, temos ζ(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω. Assim,∣∣∣∣1θI ′λ,γ(un) (ζun)

∣∣∣∣ ≤ 1

θ
‖I ′λ,γ(un)‖‖un‖.

Observe que ‖I ′λ,γ(un)‖ → 0, pois {un} é uma sequência Palais-Smale

para o funcional Iλ,γ, portanto, das desigualdades acima, teremos (para n

28



suficientemente grande)

−1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≤ ‖un‖.

Assim, existe uma constante positiva C, tal que

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≤ ‖un‖+ C. (2.10)

Por outro lado, obtemos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) =

1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(un)dx+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

un (ζun) dx+

∫
Ω

∇un∇ (ζun) dx

)
− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx

+
λ

θ

∫
Ω

a(x)g(un) (ζun) dx.

Aplicando a regra do produto do gradiente teremos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) =

1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(un)dx+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

ζ(x)u2
ndx+

∫
Ω

un∇ζ∇undx+

∫
Ω

ζ(x)∇u2
ndx

)
− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx+

λ

θ

∫
Ω

a(x)g(un) (ζun) dx.

De modo que encontramos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(un)dx+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

|ζ(x)‖un|2dx+

∫
Ω

|∇ζ‖∇un‖un|dx+

∫
Ω

|ζ(x)‖∇un|2dx
)

− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx+

λ

θ

∫
Ω

a(x)g(un) (ζun) dx.
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Agrupando a segunda e a última parcelas, temos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)(ζun)

]
dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

|ζ(x)‖un|2dx+

∫
Ω

|∇ζ‖∇un‖un|dx+

∫
Ω

|ζ(x)‖∇un|2dx
)

+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx.

Sendo por hipótese K̃ := sup
Ω
|∇ζ|, conclúımos que

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)(ζun)

]
dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

|ζ(x)‖un|2dx+ K̃

∫
Ω

|∇un||un|dx+

∫
Ω

|ζ(x)‖∇un|2dx
)

+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx.

Pela hipótese (a3) e desde que ζ(x) = 0 em Ω−, temos

∫
Ω

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)(ζun)

]
dx =

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)(ζun)

]
dx,

assim,

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)(ζun)

]
dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

|ζ(x)‖un|2dx+ K̃

∫
Ω

|∇un||un|dx+

∫
Ω

|ζ(x)‖∇un|2dx
)

+
γ

θ

∫
Ω

(un)5
+ (ζun) dx− γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx.
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Majorando ζ(x) por 1, obtemos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)un

]
dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(∫
Ω

|un|2dx+ K̃

∫
Ω

|∇un||un|dx+

∫
Ω

|∇un|2dx
)

+
γ

θ

∫
Ω

(un)6
+dx−

γ

6

∫
Ω

(un)6
+dx.

De modo que, agrupando as duas últimas parcelas, encontramos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)un

]
dx

+
6− θ

6θ
γ

∫
Ω+

(un)6
+dx−

1

θ
M(‖un‖2)

(
‖un‖2 +

∫
Ω

K̃|∇un‖un|dx
)
.

Note que 4 < θ < 6 implica −6 < −θ < −4. Assim, 0 < 6 − θ < 2 e,

portanto,

0 <
6− θ

6θ
<

2

6θ
.

Aplicando este resultado na desigualdade anterior, tem-se

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)un

]
dx

− 1

θ
M(‖un‖2)

(
‖un‖2 +

∫
Ω

K̃|∇un‖un|dx
)
.

(2.11)

Por (g3), existe θ ∈ (4, 6) tal que 0 < θG(t) ≤ tg(t), ∀ t > 0. Assim

λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
g(un)un

]
≤ λ

∫
Ω+

a(x)

[
G(un)− 1

θ
θG(un)

]
= 0.
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Usando a desigualdade acima em (2.11), temos

Iλ,γ(un)− 1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖un‖2)− 1

θ
M(‖un‖2)‖un‖2

− 1

θ
K̃M(‖un‖2)

∫
Ω

|∇un‖un|dx.
(2.12)

Aplicando a desigualdade de Young para o último termo de (2.12),

obtemos

1

θ
K̃M(‖un‖2)

∫
Ω

|∇un‖un|dx ≤
1

θ
K̃M(‖un‖2)

[
1

2

∫
Ω

|∇un|2dx+
1

2

∫
Ω

|un|2dx
]

=
1

2θ
K̃M(‖un‖2)

[∫
Ω

|∇un|2dx+

∫
Ω

|un|2dx
]

=
1

2θ
K̃M(‖un‖2)‖un‖2.

Deste modo,

−1

θ
K̃M(‖un‖2)

∫
Ω

|∇un‖un|dx ≥ −
1

2θ
K̃M(‖un‖2)‖un‖2.

Substituindo esta desigualdade em (2.12), obtemos

Iλ,γ(un)−1

θ
I ′λ,γ(un) (ζun) ≥ 1

2
M̂(‖u‖2)−1

θ
M(‖un‖2)‖un‖2− 1

2θ
K̃M(‖un‖2)‖un‖2.

(2.13)

Por (2.10) e (2.13) encontramos

1

2
M̂(‖un‖2)− 1

θ
M(‖un‖2)‖un‖2 − 1

2θ
K̃M(‖un‖2)‖un‖2 ≤ ‖un‖+ C. (2.14)

Da definição de M̂ e da hipótese (M2), temos

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds =

∫ t

0

M(s)

s
sds ≥

∫ t

0

M(t)

t
sds =

t

2
M(t). (2.15)
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E novamente por (M1),

M̂(‖un‖2) =

∫ ‖un‖2
0

M(s)ds ≥
∫ ‖un‖2

0

m0ds = m0‖un‖2. (2.16)

Assim, por (2.14), (2.15) e (2.16) temos

1

2
M̂(‖un‖2)−M(‖un‖2)‖un‖2

(
1

θ
+

1

2θ
K̃

)
≥ 1

4
M(‖un‖2)−M(‖un‖2)

(
1

θ
+

1

2θ
K̃

)
= M(‖un‖2)

(
1

4
− 1

θ
− 1

2θ
K̃

)
‖un‖2

≥ m0

(
1

4
− 1

θ
− 1

2θ
K̃

)
‖un‖2.

Portanto,

m0

(
1

4
− 1

θ
− 1

2θ
K̃

)
‖un‖2 ≤ ‖un‖+ C.

Desde que δ é o que aparece em (a2), conclúımos que

K0 = m0

(
1

4
− 1

θ
− 1

2θ
K̃

)

é positivo, implicando que {un} é uma sequência limitada em H1
0 (Ω).

Sendo H1
0 (Ω) um espaço Banach reflexivo, existe ainda u ∈ H1

0 (Ω) tal

que, a menos de subsequência,

un ⇀ u em H1
0 (Ω) (2.17)

e

un → u em Lsloc(Ω) (2.18)

para 2 ≤ s < 6.

Podemos agora enunciar e demonstrar o próximo lema.
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Lema 2.4. Seja {un} ⊂ H1
0 (Ω) uma sequência que verifica (2.17) e (2.18).

Então ∫
Ω

a(x)g(un)undx→
∫

Ω

a(x)g(u)udx (2.19)

e ∫
Ω

a(x)g(un)udx→
∫

Ω

a(x)g(u)udx. (2.20)

Demonstração. Seja R0 a constante positiva que aparece na hipótese (a3),

de modo que a(x) < 0 se |x| ≥ R0 e sup
|x|≥R

|a(x)‖x|2 <∞ para todo R ≥ R0.

Se {un} ⊂ H1
0 (Ω) verifica (2.17) e (2.18), existe u ∈ H1

0 (Ω) tal que,

a menos de subsequência, un ⇀ u em H1
0 (Ω) e un → u em Lsloc(Ω), com

2 ≤ s < 6.

Note que podemos escrever

Ω = (Ω ∩BR) ∪ (Ω\BR) ,

onde Ω ∩ BR é um conjunto limitado. Assim, de (2.18) e pelo Teorema da

Vainberg (veja Teorema A.2), existe h1 ∈ Ls (Ω ∩BR) tal que, a menos de

subsequência, un(x) → u(x) quase sempre em Ω ∩ BR e |un(x)| ≤ h1(x) em

Ω ∩BR quase sempre.

Assim, da continuidade da função g, obtemos

g (un(x))un(x)→ g (u(x))u(x) em Ω ∩BR

e

|g (un(x))un(x)| ≤
∣∣(ε|un(x)|3 + Cε|un(x)|q−1

)
un(x)

∣∣
≤
∣∣ε|un(x)|4 + Cε|un(x)|q

∣∣ .
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Deste modo, |g (un(x))un(x)| ≤ εh4
1(x)+Cεh

q
1(x) quase sempre em Ω∩BR.

Desde que h4
1, h

q
1 ∈ L1 (Ω ∩BR), do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (veja Teorema A.1), temos

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)undx→
∫

Ω∩BR
a(x)g(u)udx. (2.21)

Resta mostrar que

lim
R→∞

∫
Ω\BR

a(x)g(un)undx = 0

uniformemente em n.

Por (2.1) segue que g(un) ≤ ε|un|3 + Cε|un|q−1, logo,

∫
Ω\BR

a(x)g(un)undx =

∫
Ω\BR

a(x)|x|2
[
g(un)un
|x|2

]
dx

≤ sup
|x|≥R

|a(x)‖x|2
∫

Ω\BR

[ε|un|3 + Cε|un|q−1]un
|x|2

dx

≤ C

∫
Ω\BR

ε|un|4 + Cε|un|q

|x|2
dx.

Assim,

∫
Ω\BR

a(x)g(un)undx ≤ Cε

∫
Ω\BR

|un|4

|x|2
dx+ CCε

∫
Ω\BR

|un|q

|x|2
dx. (2.22)

Aplicando a desigualdade de Hölder no último termo da desigualdade

acima, obtemos

∫
Ω\BR

|un|q

|x|2
dx =

∫
Ω\BR

1

|x|2
|un|qdx ≤

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

) 1
r
(∫

Ω\BR
|un|qsdx

) 1
s

.

35



Note que

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

) 1
r
(∫

Ω\BR
|un|qsdx

) 1
s

=

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

) 1
r
(∫

Ω\BR
|un|qsdx

) q
qs

=

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

) 1
r

|un|qLqs(Ω\BR).

Logo, existe uma constante α > 0 tal que

∫
Ω\BR

|un|q

|x|2
dx ≤ α

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

) 1
r

. (2.23)

Por uma mudança de variável, tomando |x| = ρ, teremos

∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx =

∫ ∞
R

1

ρ2r
ρ3dρ =

∫ ∞
R

ρ3−2rdρ.

Observe que a função será integrável apenas se 3 − 2r < 0. Assim,

adotando convenientemente r =
6

6− q
, onde q ∈ (4, 6) como definido na

hipótese (g2), teremos
3

2
< r <∞ de modo que

∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx <∞,

portanto,
1

|x|2r
∈ L1 (Ω\BR).

Considerando uma sequência {Rn} de raios, obtemos

∫
Ω\BRn

1

|x|2r
dx =

∫
Ω

1

|x|2r
XΩ\BRn (x)dx,

onde
1

|x|2r
XΩ\BRn (x) → 0 quase sempre quando Rn → ∞, em que

1

|x|2r
XΩ\BRn é a função caracteŕıstica de

1

|x|2r
sobre Ω\BRn . Assim, pelo
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Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1),

lim
R→∞

∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx = 0,

isto é, dado ε > 0, existe R = R(ε) ≥ R0 tal que

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

)1/r

< ε. (2.24)

Numa análise semelhante para o primeiro termo de (2.22), teremos

r =
6

6− q
implicando

3

2
< r para q = 4, de modo que as estimativas acima

continuarão válidas. Assim, usando (2.24) em (2.23) e aplicando (2.23) em

(2.22), encontramos

lim
R→∞

∫
Ω\BR

a(x)g(un)undx = 0. (2.25)

Lembrando que Ω = (Ω ∩BR) ∪ (Ω\BR) para todo R, podemos escrever

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)undx = lim
n→∞

lim
R→∞

[∫
Ω\BR

a(x)g(un)undx+

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)undx

]
.

Observe que por (2.25) o limite acima reduz-se a

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)undx = lim
n→∞

lim
R→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)undx.

Como a convergência (2.25) é uniforme em n, podemos fazer

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)undx = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)undx.
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Assim, por (2.21)

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)undx = lim
R→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(u)udx =

∫
Ω

a(x)g(u)udx,

o que prova (2.19).

A demonstração de (2.20) seguirá um racioćınio análogo. Tomando

novamente a constante positiva que aparece na hipótese (a3) e {un} ⊂ H1
0 (Ω)

uma sequência que verifica (2.17) e (2.18), existe u ∈ H1
0 (Ω) tal que, a menos

de subsequência, un ⇀ u em H1
0 (Ω) e un → u em Lsloc(Ω), com 2 ≤ s < 6.

Iremos escrever outra vez Ω = (Ω ∩BR) ∪ (Ω\BR). Sendo Ω ∩ BR um

conjunto limitado, de (2.18) e pelo Teorema da Vainberg (veja Teorema A.2),

existe h2 ∈ Ls (Ω ∩BR) tal que, a menos de subsequência, un(x) → u(x)

quase sempre em Ω ∩BR e |un(x)| ≤ h2(x) em Ω ∩BR quase sempre.

Assim, da continuidade da função g, obtemos

g (un(x))u(x)→ g (u(x))u(x) em Ω ∩BR

e

|g (un(x))u(x)| ≤
∣∣(ε|un(x)|3 + Cε|un(x)|q−1

)
u(x)

∣∣
≤
∣∣(εh3

2(x) + Cεh
q−1
2 (x)

)
h2(x)

∣∣ .
Deste modo, |g (un(x))u(x)| ≤ εh4

2(x)+Cεh
q
2(x) quase sempre em Ω∩BR.

Desde que h4
2, h

q
2 ∈ L1 (Ω ∩BR), do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue (veja Teorema A.1), temos

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)udx→
∫

Ω∩BR
a(x)g(u)udx. (2.26)
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Resta mostrar que

lim
R→∞

∫
Ω\BR

a(x)g(un)udx = 0

uniformemente em n.

Por (2.1) segue que g(un) ≤ ε|un|3 + Cε|un|q−1, logo,

∫
Ω\BR

a(x)g(un)udx =

∫
Ω\BR

a(x)|x|2
[
g(un)u

|x|2

]
dx

≤ sup
|x|≥R

|a(x)‖x|2
∫

Ω\BR

[ε|un|3 + Cε|un|q−1]u

|x|2
dx

≤ C

∫
Ω\BR

[ε|un|3 + Cε|un|q−1]u

|x|2
dx.

Assim,

∫
Ω\BR

a(x)g(un)udx ≤ Cε

∫
Ω\BR

|un|3u
|x|2

dx+ CCε

∫
Ω\BR

|un|q−1u

|x|2
dx. (2.27)

Aplicando a desigualdade de Hölder no último termo da desigualdade

anterior, obtemos

∫
Ω\BR

|un|q−1u

|x|2
dx ≤

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

)1/r (∫
Ω\BR

us|un|(q−1)sdx

)(q−1)/(q−1)s

.

Como mostrado na demonstração de (2.19), a função
1

|x|2r
será integrável

apenas se 3−2r < 0. Assim, adotando novamente r =
6

6− q
, onde q ∈ (4, 6)

como definido na hipótese (g2), teremos
3

2
< r <∞ de modo que

∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx <∞,
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portanto,
1

|x|2r
∈ L1 (Ω\BR).

Considerando novamente uma sequência {Rn} de raios, obtemos

∫
Ω\BRn

1

|x|2r
dx =

∫
Ω

1

|x|2r
XΩ\BRn (x)dx,

onde
1

|x|2r
XΩ\BRn (x) → 0 quase sempre quando Rn → ∞. Assim, pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1),

lim
R→∞

∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx = 0,

isto é, dado ε > 0, existe R = R(ε) ≥ R0 tal que

(∫
Ω\BR

1

|x|2r
dx

)1/r

< ε. (2.28)

Ademais, sendo r e s expoentes conjugados, teremos nas condições acima

s = 6/q. Aplicando a desigualdade de Hölder generalizada,

(∫
Ω\BR

us|un|(q−1)sdx

)(q−1)/(q−1)s

≤
(∫

Ω\BR
um1dx

)1/m1
(∫

Ω\BR
|un|(q−1)m2dx

)1/m2

,

com
1

m1

+
1

m2

=
1

s
=
q

6
.

Sendo por hipótese u ∈ H1
0 (Ω), pelas Imersões Cont́ınuas de Sobolev

(veja Teorema A.7 no Apêndice) u ∈ L6(Ω), isto é, existe β1 > 0 tal que,

para m1 = 6,

(∫
Ω\BR

um1dx

)1/m1

≤
(∫

Ω

um1dx

)1/m1

≤ β1. (2.29)

Analogamente, sendo {un} ⊂ H1
0 (Ω), pelas Imersões Cont́ınuas de

Sobolev (veja Teorema A.7 no Apêndice) {un} ⊂ Lm2(q−1)(Ω) se, e somente
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se, 2 ≤ m2 (q − 1) ≤ 6. Note, porém, que para m1 = 6 como adotado acima

teremos
1

6
+

1

m2

=
q

6
,

de modo que m2 (q − 1) = 6. Logo, {un} ⊂ Lm2(q−1)(Ω), implicando

(un)q−1 ⊂ Lm2(Ω), isto é, existe β2 > 0 tal que, para m2 = 6,

(∫
Ω\BR

|un|(q−1)m2dx

)1/m2

≤
(∫

Ω

|un|(q−1)m2dx

)1/m2

≤ β2. (2.30)

Numa análise semelhante para o primeiro termo de (2.27), teremos

r =
6

6− q
implicando

3

2
< r para q = 4, de modo que as estimativas

acima continuarão válidas. Assim, usando (2.28), (2.29) e (2.30) em (2.27),

encontramos

lim
R→∞

∫
Ω\BR

a(x)g(un)udx = 0. (2.31)

Lembrando que Ω = (Ω ∩BR) ∪ (Ω\BR) para todo R, podemos escrever

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)udx = lim
n→∞

lim
R→∞

[∫
Ω\BR

a(x)g(un)udx+

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)udx

]
.

Observe que por (2.31) o limite acima reduz-se a

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)udx = lim
n→∞

lim
R→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)udx.

Como a convergência (2.31) é uniforme em n, podemos fazer

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)udx = lim
R→∞

lim
n→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(un)udx.
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Assim, por (2.26)

lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)udx = lim
R→∞

∫
Ω∩BR

a(x)g(u)udx =

∫
Ω

a(x)g(u)udx,

o que prova (2.20), concluindo a demonstração do lema.
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Caṕıtulo 3

Demonstração do Teorema

Principal - Caso Subcŕıtico

Neste caṕıtulo, provaremos o Teorema 1.1 no caso subcŕıtico e para tal

consideraremos γ = 0 sem qualquer restrição sobre o parâmetro λ.

Sem perda de generalidade, tomaremos λ = 1. Assim, o problema (Pλ,γ)

se reduz a

(P1,0)

 M(‖u‖2)[−∆u+ u] = a(x)g(u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

cujo funcional associado é dado por

I0(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)−

∫
Ω

a(x)G(u)dx.

Seja {un} ∈ H1
0 (Ω) uma sequência que satisfaz (2.7). Pelo Lema 2.3,

conclúımos que {un} é limitada e, sendo H1
0 (Ω) um espaço Banach reflexivo,

a menos de subsequência {un} converge fracamente para algum u ∈ H1
0 (Ω)

[ver [4], p.69]. Sendo H1
0 (Ω) um espaço de Hilbert, se {un} converge fraco
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para u, então

‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖. (3.1)

De fato, se u = 0 o resultado é imediato. Já para u 6= 0, temos pela

convergência fraca 〈un, u〉 → 〈u, u〉 = ‖u‖2 e, pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz,

〈un, u〉 ≤ ‖un‖.‖u‖, ∀n ∈ N.

Passando ao limite com n→∞, temos

lim inf
n→∞

‖un‖.‖u‖ ≥ lim inf
n→∞

〈un, u〉 = ‖u‖2

que implica

‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖.

O que prova (3.1). Além disso, pela desigualdade triangular, teremos

‖un − u‖ ≤ ‖un‖+ ‖u‖ ≤ k1 + ‖u‖, ∀n ∈ N,

sendo k1 uma constante real positiva.

Mostramos então que (un − u) é limitado em H1
0 (Ω). Logo, por (2.7),

teremos I ′0(un) (un − u) → 0, isto é, para todo n suficientemente grande,

existe on(1) tal que

on(1) = I ′0(un)un − I ′0(un)u

= M
(
‖un‖2

) [∫
Ω

|un|2dx+

∫
Ω

|∇un|2dx
]
−
∫

Ω

a(x)g(un)undx

−M
(
‖un‖2

) [∫
Ω

|un|.|u|dx+

∫
Ω

|∇un|.|∇u|dx
]

+

∫
Ω

a(x)g(un)udx.

Considerando a convergência fraca de {un} e as convergências (2.19) e
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(2.20) demonstradas no Lema 2.4, encontramos

on(1) = M
(
‖un‖2

) [
‖un‖2 − ‖u‖2

]
.

Pela hipótese (M1), ‖un‖ ≥ 0 implica M (‖un‖2) ≥ m0. Assim,

lim
n→∞

‖un‖ = ‖u‖,

o que implica a convergência

lim
n→∞

‖un − u‖ = 0,

pois ‖un − u‖2 = ‖un‖2 − 2 < un, u > +‖u‖2.

Sendo I0 um funcional de classe C1, considerando (2.7) e as convergências

acima, segue que I ′0(u) = 0, portanto, u é solução fraca do problema (P1,0).

Além disso, se u é solução fraca para o problema (P1,0), então I ′0(u)u− = 0,

onde u− := max{−u, 0}. Portanto,

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇u∇u−dx+

∫
Ω

uu−dx

]
−
∫

Ω

a(x)g(u)u−dx = 0,

isto é,

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇u∇u−dx+

∫
Ω

uu−dx

]
=

∫
Ω

a(x)g(u)u−dx. (3.2)

Observe que u = u+ − u−, logo, podemos escrever (3.2) na forma

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇ (u+ − u−)∇u−dx+

∫
Ω

(u+ − u−)u−dx

]
=

∫
Ω

a(x)g (u+ − u−)u−dx.

(3.3)
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Recordemos que u+ e u− possuem suportes disjuntos, então

∫
Ω

∇ (u+ − u−)∇u−dx+

∫
Ω

(u+ − u−)u−dx =

∫
Ω

∇u+∇u−dx−
∫

Ω

|∇u−|2dx

+

∫
Ω

u+u−dx−
∫

Ω

|u−|2dx

= −
[∫

Ω

|∇u−|2dx+

∫
Ω

|u−|2dx
]

= −‖u−‖2.

Substituindo este resultado em (3.3), temos

−M
(
‖u‖2

)
‖u−‖2 =

∫
Ω

a(x)g (−u−)u−dx.

Como g(t) = 0 para todo t ≤ 0, conclúımos que −‖u−‖2 = 0, o que

implica u− ≡ 0. Portanto, u ≡ u+ ≥ 0 quase sempre em Ω.
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Caṕıtulo 4

Demonstração do Teorema

Principal - Caso Cŕıtico

No caso cŕıtico consideramos γ = 1, de modo que o problema (Pλ,γ) toma

a forma

(Pλ,1)

 M(‖u‖2)[−∆u+ u] = λa(x)g(u) + |u|4u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

cujo funcional associado é dado por

Iλ(u) =
1

2
M̂(‖u‖2)− λ

∫
Ω

a(x)G(u)dx− 1

6

∫
Ω

u6
+dx.

Para provar o Teorema 1.1 no caso γ = 1, lembremos que H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω)

(veja Teorema A.7 no Apêndice). Considerando S a melhor constante de

Sobolev para a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω), então S é a maior constante tal

que

S|u|L6(Ω) ≤ ‖u‖H1
0 (Ω), ∀u ∈ H1

0 (Ω).
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Logo,

S := inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω

|∇u|2dx(∫
Ω

|u|6dx
)1/3

. (4.1)

Sabemos ainda que S não depende do conjunto Ω e nunca é atingido,

exceto quando Ω = R3. Neste caso,

S :=

∫
Ω

|∇U |2dx(∫
Ω

|U |6dx
)1/3

, (4.2)

onde U(x) =
C3

|x|2 + 1
, sendo C3 a constante tal que −∆U = U5 em R3.

A partir de agora, provaremos uma estimativa para cλ,1 como definido em

(2.8). Para simplificar a notação, adotaremos cλ,1 := cλ.

Lema 4.1. Supondo válidas as hipóteses (M1), (M2), (a1) - (a3) e (g1) - (g3)

para o problema (Pλ,1), então

lim
λ→∞

cλ = 0.

Demonstração. Seja v0 ∈ H1
0 (Ω) a função dada na demonstração do Lema

2.2, isto é, v0 ≥ 0 em Ω+ e ‖v0‖ = 1. Desde que o funcional Iλ verifica

as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha (como mostrado no

Lema 2.1 e no Lema 2.2), existe tλ tal que

Iλ (tλv0) = max
t≥0

Iλ (tv0) e I ′λ (tλv0) = 0.
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Sendo v0 normalizado, temos

I ′λ (tλv0) tλv0 = M
(
‖tλv0‖2

)(∫
Ω

(tλv0) (tλv0) dx+

∫
Ω

∇ (tλv0)∇ (tλv0) dx

)
−
∫

Ω

(tλv0)5
+ tλv0dx− λ

∫
Ω

a(x)g (tλv0) tλv0dx

= M
(
t2λ‖v0‖2

)(∫
Ω

|tλv0|2dx+

∫
Ω

|∇ (tλv0) |2dx
)
−
∫

Ω

(tλv0)6 dx

− λ
∫

Ω

a(x)g (tλv0) tλv0dx

= t2λM
(
t2λ
)
− t6λ

∫
Ω

(v0)6dx− λ
∫

Ω

a(x)g (tλv0) tλv0dx.

Desde que I ′λ (tλv0) tλv0 = 0, obtemos

t2λM
(
t2λ
)

= t6λ

∫
Ω

(v0)6dx+ λ

∫
Ω

a(x)g (tλv0) tλv0dx. (4.3)

Assim,

t2λM
(
t2λ
)
≥ t6λ

∫
Ω

(v0)6dx.

Da desigualdade (2.4)

t2λ
(
t2λ + 1

)
M(1) ≥ t2λM

(
t2λ
)
≥ t6λ

∫
Ω

(v0)6dx.

Portanto, para qualquer sequência λn → ∞, existe uma sequência

tλn → t0 para algum número real t0 ≥ 0, caso contrário, teŕıamos M(1) ≥ ∞,

um absurdo. Mostraremos agora que t0 = 0. Se t0 > 0, teŕıamos uma

contradição. De fato, a equação (4.3) implica que a expressão

t6λn

∫
Ω

(v0)6dx+ λn

∫
Ω

a(x)g (tλnv0) tλnv0dx
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é limitada, o que por sua vez nos remete a afirmar que

λn

∫
Ω

a(x)g (tλnv0) tλnv0dx ≤ t6λn

∣∣∣∣−∫
Ω

(v0)6dx

∣∣∣∣+ t2λnM
(
t2λn
)

é também limitada, o que não pode acontecer, uma vez que

lim
λn→∞

λn

∫
Ω

a(x)g (tλnv0) tλnv0dx =∞.

Portanto, t0 = 0.

Usando as notações e resultados do Lema 2.2, definiremos o caminho

t(t∗v0) = te := η∗(t), de modo que η∗(0) = 0 e Iλ(e) = Iλ (η∗(1)) < 0 e,

consequentemente, η∗(t) ∈ Γ, como definido em (2.9). Finalmente, de (2.8)

e da definição de cλ, temos

0 < cλ = inf
η∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ (η(t)) ≤ max
t∈[0,1]

Iλ (η∗(t)) = Iλ (tλv0) ≤ 1

2
M̂(t2λ).

Pela continuidade da função M̂ junto com o limite tλn → t0 = 0 temos
1

2
M̂(t2λ)→ 0 o que implica (pelo Teorema do Confronto)

lim
λ→∞

cλ = 0.

Demonstração do Teorema 1.1 no caso cŕıtico (γ = 1)

Mostraremos que a sequência Palais-Smale {un} que satisfaz (2.7) possui

uma subsequência (que continuaremos denotando por {un}) tal que

lim
n→∞

∫
Ω

|un|6dx =

∫
Ω

|u|6dx. (4.4)
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e ainda

lim
n→∞

‖un‖2 = ‖u‖2. (4.5)

Sendo H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) e |∇u| ∈ L2(Ω), então, se necessário estendendo

por zero as funções fora de Ω, para todo u ∈ H1
0 (Ω) tem-se u ∈ D1,2(R3).

Assim, a fim de provar (4.4), a menos de subsequência, podemos supor

|un|6 ⇀ |u|6 + ν e |∇un|2 ⇀ |∇u|2 + µ no sentido das medidas de Radon.

Assim, pelo Lema de Concentração e Compacidade de Lions (veja Lema

A.6 no Apêndice), existe um conjunto Λ de ı́ndices, no máximo enumerável,

duas famı́lias de números reais não negativos {νi}i∈Λ e {µi}i∈Λ e sequências

{xi}i∈Λ ⊂ R3 tais que

ν =
∑
i∈Λ

νiδxi , µ ≥
∑
i∈Λ

µiδxi e Sν
1
3
i ≤ µi,

para todo i ∈ Λ onde 〈δxi , φ〉 = φ(xi) é a chamada Medida de Dirac de massa

1 em xi ∈ Ω.

Afirmamos agora que Λ = ∅. Argumentando por contradição, assuma

Λ 6= ∅. Considere uma função φ ∈ C∞0 (R3, [0, 1]), tal que φ ≡ 1 sobre B1(0),

φ ≡ 0 sobre R3\B2(0) e |∇φ|∞ ≤ 2.

Como {un} é, por hipótese, uma sequência Palais-Smale que verifica (2.7),

então pelo Lema 2.3 {un} é limitada. Além disso, fixando i ∈ Λ, definamos

uma função ψ%(x) := φ

(
x− xi
%

)
, onde % > 0, então ψ% também é teste e

restrita ao intervalo [0, 1].

Mostraremos que {unψ%} é limitada em H1
0 (Ω). De fato,

‖unψ%‖2 =

∫
Ω

|∇ (unψ%) |2dx+

∫
Ω

|unψ%|2dx.
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Como ψ%(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω, temos

‖unψ%‖2 ≤
∫

Ω

|∇ (unψ%) |2dx+

∫
Ω

|un|2dx.

Desenvolvendo |∇ (unψ%) |2 encontramos

‖unψ%‖2 ≤
∫

Ω

|un∇ψ% + ψ%∇un|2dx+

∫
Ω

|un|2dx.

Recordemos que para quaisquer α, β, existe C > 0 tal que (α + β)2 ≤

C (α2 + β2). Assim,

‖unψ%‖2 ≤ C

[∫
Ω

|un∇ψ%|2dx+

∫
Ω

|ψ%∇un|2dx
]

+

∫
Ω

|un|2dx,

e novamente de ψ%(x) ≤ 1, obtemos

‖unψ%‖2 ≤ C

[∫
Ω

|un∇ψ%|2dx+

∫
Ω

|∇un|2dx
]

+

∫
Ω

|un|2dx

≤
∫

Ω

|un∇ψ%|2dx+ C

∫
Ω

|∇un|2dx+

∫
Ω

|un|2dx.

Tomando C = max{C, 1} na desigualdade anterior,

‖unψ%‖2 ≤
∫

Ω

|un|2|∇ψ%|2dx+ C‖un‖2.

Aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes 3 e 3/2, temos

‖unψ%‖2 ≤
[∫

Ω

(
|un|2

)3
]1/3 [∫

Ω

(
|∇ψ%|2

)3/2
dx

]2/3

= |un|2L6(Ω)|∇ψ%|2L3(Ω) + C‖un‖2.
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Da imersão cont́ınua H1
0 (Ω) ↪→ L6(Ω) (veja Teorema A.7 no Apêndice),

‖unψ%‖2 ≤ C1‖un‖2|∇ψ%|2L3(Ω) + C‖un‖2.

Observe que, da forma como foi definida, fixado xi ∈ Ω, temos ψ% ≡ 1 em

B%(xi) e suppψ% ⊂ B2%(xi). Assim,

|∇ψ%|2L3(Ω) =

[(∫
Ω

|∇ψ%|3
)1/3

]2

=

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|∇ψ%|3
)1/3

2

.

Usando mudança de variáveis, obtemos

|∇ψ%|2L3(Ω) =

[(∫
B2(0)

|∇φ|3
)1/3

]2

=

[(∫
Ω

|∇φ|3
)1/3

]2

= |∇φ|2L3(Ω).

Deste modo,

‖unψ%‖2 ≤ C1‖un‖2|∇φ|2L3(Ω) + C‖un‖2.

Desde que {un} ⊂ H1
0 (Ω) é limitado e |∇φ|∞ ≤ 2, conclúımos que

existe uma constante real k > 0 tal que ‖unψ%‖2 ≤ k, provando que

{unψ%} é limitada em H1
0 (Ω). Deste modo, teremos novamente de (2.7)

I ′1(un) (unψ%)→ 0, isto é,

on(1) = M
(
‖un‖2

) [∫
Ω

∇un∇ (unψ%) dx+

∫
Ω

un (unψ%) dx

]
−
∫

Ω

(un)5
+ unψ%dx

− λ
∫

Ω

a(x)g(un)unψ%dx

= M
(
‖un‖2

) [∫
Ω

|∇un|2∇ψ%dx+

∫
Ω

un∇un∇ψ%dx+

∫
Ω

|un|2ψ%dx
]

−
∫

Ω

(un)6 ψ%dx− λ
∫

Ω

a(x)g(un)unψ%dx.
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Deste modo,

M
(
‖un‖2

) ∫
Ω

un∇un∇ψ%dx+M
(
‖un‖2

) [∫
Ω

|∇un|2∇ψ%dx+

∫
Ω

|un|2ψ%dx
]

=

+ λ

∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx+

∫
Ω

(un)6 ψ%dx+ on(1).

(4.6)

Provaremos que

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
]

= 0, (4.7)

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

|un|2ψ%dx
]

= 0 (4.8)

e

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

]
= 0. (4.9)

Note que ∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|∇un|.|un∇ψ%|dx.

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2, temos

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ (∫

Ω

|∇un|2dx
)1/2(∫

Ω

|un∇ψ%|2dx
)1/2

,

e desde que {un} é limitada em H1
0 (Ω),

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Ω

|un∇ψ%|2dx
)1/2

.

Observe ainda que, da forma como foi definida, fixado xi ∈ Ω, ψ%(x) ≡ 1

sobre B%(xi) e suppψ% ⊂ B2%(xi). Assim,

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|un|2|∇ψ%|2dx

)1/2

.
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Desde que un ⇀ u em H1
0 (Ω), temos un → u em L2

loc(Ω), portanto,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|u|2|∇ψ%|2dx

)1/2

.

Usando novamente a desigualdade de Hölder, agora com expoentes 3 e

3/2, encontramos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

(
|u|2
)3
dx

)1/3(∫
B2%(xi)\B%(xi)

(
|∇ψ%|2

)3/2
dx

)2/3
1/2

,

ou ainda

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|u|6dx

)1/6(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|∇ψ%|3dx

)1/3

.

Por mudança de variável, temos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)\B%(xi)

|u|6dx

)1/6(∫
B2(0)

|∇φ|3dx
)1/3

.

Desde que lim
%→0

∫
Ω

|u|6XB2%(xi)\B%(xi)dx = 0, então

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

un∇un∇ψ%dx
]

= 0,

o que prova (4.7).

Observe ainda que ∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|un|.|unψ%|dx.
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Usando a desigualdade de Hölder com expoentes 2, temos

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

|un|2dx
)1/2(∫

Ω

|unψ%|2dx
)1/2

,

e desde que {un} é limitada em H1
0 (Ω),

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
Ω

|unψ%|2dx
)1/2

,

Novamente, da forma como foi definida, fixado xi ∈ Ω, temos ψ%(x) ≡ 1

sobre B%(xi) e suppψ% ⊂ B2%(xi). Assim,

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|unψ%|2dx

)1/2

.

Desde que un ⇀ u em H1
0 (Ω), temos un → u em L2

loc(Ω), portanto,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|uψ%|2dx

)1/2

.

Usando novamente a desigualdade de Hölder, agora com expoentes 3 e

3/2, encontramos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

(
|u|2
)3
dx

)1/3(∫
B2%(xi)

(
|ψ%|2

)3/2
dx

)2/3
1/2

,

ou ainda

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)1/6(∫
B2%(xi)

|ψ%|3dx

)1/3

.
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Sendo ψ%(x) ≡ 1 em B%(xi), obtemos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

u2
nψ%dx

∣∣∣∣ ≤ C

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)1/6

|B%(xi)|1/3,

onde |B%(xi)| é a medida de Lebesgue do conjunto B%(xi).

Desde que

lim
%→0

∫
Ω

|u|6XB2%(xi)dx = 0,

então

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

u2
nψ%dx

]
= 0,

o que prova (4.8).

Por fim, observe que∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|a(x)g(un)|.|unψ%|dx.

Novamente, da forma como foi definida, fixado xi ∈ Ω, temos ψ%(x) ≡ 1

sobre B%(xi) e suppψ% ⊂ B2%(xi), de modo que∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
B2%(xi)

|a(x)g(un)|.|unψ%|dx.

Sendo a uma função cont́ınua e B2%(xi) limitado, existe uma constante

positiva k tal que |a(x)| ≤ k em B2%(xi). Assim,∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ k

∫
B2%(xi)

|g(un)|.|unψ%|dx.

Da condição de crescimento da função g, temos∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ k

∫
B2%(xi)

(
ε|un|3 + Cε|un|q−1

)
|unψ%|dx,
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ou ainda ∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ k

∫
B2%(xi)

(
ε|un|4 + Cε|un|q

)
|ψ%|dx.

Desde que un ⇀ u em H1
0 (Ω), temos un → u em Lsloc(Ω), com 2 ≤ s < 6.

Assim,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ kε

∫
B2%(xi)

|u|4|ψ%|dx+ kCε

∫
B2%(xi)

|u|q|ψ%|dx. (4.10)

Usando a desigualdade de Hölder com expoentes 3/2 e 3 na primeira

parcela do segundo membro de (4.10), temos

∫
B2%(xi)

|u|4|ψ%|dx ≤

[∫
B2%(xi)

(
|u|4
)3/2

dx

]2/3(∫
B2%(xi)

|ψ%|3dx

)1/3

,

ou ainda,

∫
B2%(xi)

|u|4|ψ%|dx ≤

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)2/3(∫
B2%(xi)

|ψ%|3dx

)1/3

.

Sendo ψ% ≡ 1 em B%(xi), conclúımos que

∫
B2%(xi)

|u|4|ψ%|dx ≤

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)2/3(∫
B%(xi)

|ψ%|3dx

)1/3

=

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)2/3

|B%(xi)|1/3,

onde |B%(xi)| é a medida de Lebesgue do conjunto B%(xi).

Analogamente, usando a desigualdade de Hölder com expoentes 6/q e
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6/(6− q) na segunda parcela do segundo membro de (4.10), temos

∫
B2%(xi)

|u|q|ψ%|dx ≤

[∫
B2%(xi)

(|u|q)
6
q dx

]q/6(∫
B2%(xi)

|ψ%|
6

6−q dx

)(6−q)/6

,

ou ainda,

∫
B2%(xi)

|u|q|ψ%|dx ≤

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)q/6(∫
B2%(xi)

|ψ%|
6

6−q dx

)(6−q)/6

dx.

Sendo ψ% ≡ 1 em B%(xi), conclúımos que

∫
B2%(xi)

|u|q|ψ%|dx ≤

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)q/6(∫
B%(xi)

|ψ%|
6

6−q dx

)(6−q)/6

=

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)q/6

|B%(xi)|(6−q)/6,

onde |B%(xi)| é a medida de Lebesgue do conjunto B%(xi).

Assim, substituindo as desigualdades anteriores em (4.10), encontramos

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

∣∣∣∣ ≤ kε

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)2/3

|B%(xi)|1/3

+ kCε

(∫
B2%(xi)

|u|6dx

)q/6

|B%(xi)|(6−q/6.

Desde que

lim
%→0

∫
Ω

|u|6XB2%(xi)dx = 0,

então

lim
%→0

[
lim
n→∞

∫
Ω

a(x)g(un)unψ%dx

]
= 0,
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o que prova (4.9).

Substituindo (4.7), (4.8) e (4.9) em (4.6) e usando o Prinćıpio de

Concentração e Compacidade de Lions (veja Lema A.6 no Apêndice),

obtemos

M
(
‖u‖2

) ∫
Ω

ψ%µdx ≤
∫

Ω

ψ%νdx+ o%(1).

Sendo M crescente, temos

m0

∫
Ω

ψ%µdx ≤M
(
‖u‖2

) ∫
Ω

ψ%µdx ≤
∫

Ω

ψ%νdx+ o%(1).

Assim,

m0

∫
Ω

ψ%dµ ≤
∫

Ω

ψ%dν + o%(1).

Fazendo %→ 0 conclúımos que m0µi ≤ νi para todo i fixado. Utilizando a

teoria das medidas de Radon, segue que m0Sνi ≤ m0µi ≤ νi, logo, m0S ≤ ν
2
3
i .

Deste modo,

νi ≥ (m0S)
3
2 . (4.11)

Devemos mostrar agora que a desigualdade acima não pode ocorrer, o que

provará que o conjunto Λ é vazio. Argumentando por contradição, suponha

νi ≥ (m0S)
3
2 para algum i ∈ Λ. Assim, desde que que {un} é uma sequência

(PS)cλ , temos

I(un)− 1

θ
I ′(un)un → cλ,
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isto é,

cλ + on(1) = I(un)− 1

θ
I ′(un)un

=
1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 − λ

∫
Ω

a(x)G(un)dx

+
λ

θ

∫
Ω

a(x)g(un)undx+

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx

=
1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 +

λ

θ

∫
Ω

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx

+

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx.

Observe que por (a3), existe R0 > 0 tal que a(x) < 0 para |x| ≥ R0 e por

(g3) segue que tg(t)− θG(t) ≥ 0. Assim,

∫
Ω

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx =

∫
|x|<R0

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx

+

∫
|x|≥R0

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx

≥
∫
|x|≥R0

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx,

de modo que

cλ + on(1) ≥ 1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx

+
λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x) [ung(un)− θG(un)] dx,

ou ainda,

cλ + on(1) ≥ 1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 +

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx

+
λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx− λ
∫
|x|≥R0

a(x)G(un)dx.
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Observe que

−λ
∫
|x|≥R0

a(x)G(un)dx ≥ 0,

portanto,

cλ + on(1) ≥ 1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 +

λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx

+

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx.

Além disso, como M̂(t) ≥ (1/2)M(t)t, temos

1

2
M̂
(
‖un‖2

)
− 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 ≥ 1

4
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 − 1

θ
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2

=

(
1

4
− 1

θ

)
M
(
‖un‖2

)
‖un‖2

≥
(

1

4
− 1

θ

)
m0‖un‖2.

Assim, encontramos

cλ + on(1) ≥
(

1

4
− 1

θ

)
m0‖un‖2 +

λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx+

(
1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx.

Como θ > 2, temos 1/4− 1/θ > 0, logo

cλ + on(1) ≥
(

1

θ
− 1

6

)∫
Ω

u6
ndx+

λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx

=

(
1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

u6
ndx+

λ

θ

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx.
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Assim, sendo ψ% ≤ 1, obtemos

cλ + on(1) ≥
(

1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

u6
ndx+

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx

≥
(

1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

ψ%u
6
ndx+

∫
|x|≥R0

a(x)g(un)undx.

Tomando R ≥ R0 com R → ∞ na desigualdade anterior e pela

convergência (2.25), encontramos

cλ + on(1) ≥
(

1

θ
− 1

2∗

)∫
Ω

ψ%u
6
ndx.

Por fim, fazendo n→∞, obtemos

cλ ≥
(

1

θ
− 1

2∗

)∑
i∈Λ

ψ%(xi)νi =

(
1

θ
− 1

2∗

)∑
i∈Λ

νi ≥
(

1

θ
− 1

2∗

)∑
i∈Λ

(m0S)3/2.

Portanto, temos

cλ ≥
(

1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)

3
2 . (4.12)

Pelo Lema 4.1, existe λ∗ > 0 tal que cλ <

(
1

θ
− 1

2∗

)
(m0S)3/2 para todo

λ ≥ λ∗, o que contradiz (4.12), portanto, o conjunto Λ de ı́ndices é vazio.

Recordemos que |un|6 ⇀ |u|6 + ν, isto é,

|un|6 ⇀ |u|6 +
∑
i∈Λ

νiδxi .

Assim, como o conjunto Λ de ı́ndices é vazio, ν = 0 e teremos |un|6 ⇀ |u|6

em M(Ω), isto é, para todo ϕ ∈ C0(RN) obtemos < u6
n, ϕ >→< u6, ϕ >, ou

ainda ∫
RN
|un|6ϕdx→

∫
RN
|u|6ϕdx,
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sendo ϕ ≡ 1 em Ω.

Deste modo,

∫
Ω

|un|6ϕdx+

∫
RN\Ω

|un|6ϕdx→
∫

Ω

|u|6ϕdx+

∫
RN\Ω

|u|6ϕdx,

implicando ∫
Ω

|un|6ϕdx→
∫

Ω

|u|6ϕdx,

para todo ϕ ∈ C0(Ω), o que prova (4.4).

Para provar (4.5), utilizaremos o Lema 2.3 novamente partindo para uma

subsequência de modo a assumir lim
n→∞

‖un‖2 = A para algum número real

A ≥ 0. Sendo {un} uma sequência limitada e que verifica (2.7), temos

I ′(un)un = M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 − λ

∫
Ω

a(x)g(un)undx−
∫

Ω

|un|6dx→ 0

e

I ′(un)φ = M
(
‖un‖2

)
< un, φ > −λ

∫
Ω

a(x)g(un)φdx−
∫

Ω

|un|5φdx→ 0.

(4.13)

Assim, por (4.4) e pelo Lema 2.4, obtemos

lim
n→∞

M
(
‖un‖2

)
‖un‖2 = λ

∫
Ω

a(x)g(u)udx+

∫
Ω

|u|6dx. (4.14)

Usando (M1), para todo φ ∈ H1
0 (Ω), obtemos a igualdade (4.13) de modo

que

M(A)

[∫
Ω

∇u∇φdx+

∫
Ω

uφdx

]
= λ

∫
Ω

a(x)g(u)φdx+

∫
Ω

|u|4uφdx. (4.15)
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Tomando em particular φ = u em (4.15),

lim
n→∞

M
(
‖un‖2

)
‖u‖2 = λ

∫
Ω

a(x)g(u)udx+

∫
Ω

|u|6dx = M(A)‖u‖2,

assim,

lim
n→∞

‖un‖2 = ‖u‖2.

Portanto, (4.5) é válido.

Para λ ≥ λ∗, sendo Iλ um funcional de classe C1, considerando (2.7) e

as convergências acima, segue que I ′λ(u) = 0, portanto, u é solução fraca do

problema (Pλ,1). Além disso, se u é solução fraca para o problema (Pλ,1),

então I ′λ(u)u− = 0, onde u− := max{−u, 0}. Portanto,

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇u∇u−dx+

∫
Ω

uu−dx

]
−λ
∫

Ω

a(x)g(u)u−dx−
∫

Ω

|u+|5u−dx = 0,

isto é,

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇u∇u−dx+

∫
Ω

uu−dx

]
= λ

∫
Ω

a(x)g(u)u−dx+

∫
Ω

|u+|5u−dx.

(4.16)

Observe que u = u+ − u−, logo, podemos escrever (4.16) na forma

M
(
‖u‖2

) [∫
Ω

∇ (u+ − u−)∇u−dx+

∫
Ω

(u+ − u−)u−dx

]
=

∫
Ω

|u+|5u−dx

+ λ

∫
Ω

a(x)g (u+ − u−)u−dx.

(4.17)
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Recordemos que u+ e u− possuem suportes disjuntos, então

∫
Ω

∇ (u+ − u−)∇u−dx+

∫
Ω

(u+ − u−)u−dx =

∫
Ω

∇u+∇u−dx−
∫

Ω

|∇u−|2dx

+

∫
Ω

u+u−dx−
∫

Ω

|u−|2dx

= −
[∫

Ω

|∇u−|2dx+

∫
Ω

|u−|2dx
]

= −‖u−‖2,

e ainda, |u+|5u− = 0. Substituindo estes resultados em (4.17), temos

−M
(
‖u‖2

)
‖u−‖2 = λ

∫
Ω

a(x)g (−u−)u−dx.

Como g(t) = 0 para todo t ≤ 0, conclúımos que −‖u−‖2 = 0, o que

implica u− ≡ 0. Portanto, u ≡ u+ ≥ 0 quase sempre em Ω.
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Apêndice A

Alguns Resultados Utilizados

Aqui, exibiremos alguns dos resultados utilizados no decorrer deste trabalho,

bem como algumas definições importantes que serão necessárias para a

demonstração de parte dos mesmos.

Teorema A.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja

{fn} uma sequência de funções integráveis que converge quase sempre para

uma função mensurável de valores reais f . Se existir uma função integrável

g tal que |fn| ≤ g para todo n, então f é integrável e

∫
fdµ = lim

∫
fndµ.

Demonstração. Veja [3] p.44.

Teorema A.2 (Teorema de Vainberg). Seja {fn} uma sequência de funções

em Lp(Ω) e seja f tal que |fn − f |Lp(Ω) → 0. Então existe uma subsequência

fnk e uma função g ∈ Lp(Ω) tal que

(a) fnk(x)→ f(x), quase sempre em Ω;

(b) |fnk(x)| ≤ g(x), quase sempre em Ω.
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Demonstração. Veja [4] p.94.

Definição: Seja X = (X, d) um espaço métrico. Uma aplicação F : X → X

é dita uma contração sobre X se existe um número real positivo α < 1 tal

que para todos x, y ∈ X, d (Fx, Fy) ≤ d (x, y).

Teorema A.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (X, d) um espaço

métrico não vazio. Suponha X completo e seja T : X → X uma contração

sobre X. Então T possui precisamente um único ponto fixo.

Demonstração. Veja [8] p.300.

Definição: Sejam X1, X2, X3 espaços de Banach. Uma aplicação f : U ⊂

X1×X2 → X3 (não necessariamente cont́ınua) é lipschitziana (ou Lipschitz)

em relação à segunda variável se existir C > 0 tal que |f (z, y)− f (z, x) | ≤

C|x− y|, ∀ (z, x) , (z, y) ∈ U . (Observe que C é o mesmo para todo z).

A seguir, demonstraremos o Teorema de Picard, em uma adaptação da

demonstração de [8]. Este teorema será importante para a demonstração do

Lema da Deformação, o qual será enunciado em seguida.

Teorema A.4 (Teorema de Picard). Seja (X, d) um espaço de Banach

e f : [t0 − a, t0 + a] × B (x0, b) ⊂ R × X → X uma aplicação limitada,

cont́ınua, lipschitziana em relação à segunda variável. Então, existe uma

única solução do problema de Cauchy correspondente a f com valores iniciais

x(t0) = x0, definida no intervalo [t0 − α, t0 + α], onde α = min{a, b/M} e

M = sup{|f (t, x) |; (t, x) ∈ [t0 − a, t0 + a]×B (x0, b)}.

Demonstração. Considere o espaço vetorial C0 = C0 ([t0 − α, t0 + α] , X)

dotado da norma uniforme (‖ψ‖ := sup |ψ(x)|, x ∈ [t0 − α, t0 + α]). Temos

da análise funcional que C0 é um espaço de Banach. Seja C o subconjunto
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de C0 dado por C := C0
(

[t0 − α, t0 + α] , B (x0, b)
)

, isto é, o conjunto das

aplicações cont́ınuas cujo domı́nio é [t0 − α, t0 + α] e cujas imagens estão

contidas em B (x0, b). Note ainda que C é um fechado de C0. Em particular,

como C0 é espaço de Banach, conclui-se que C é um espaço métrico completo.

Definamos a aplicação F : C → C dada por:

F (ψ(t)) := x0 +

∫ t

t0

f (s, ψ(s)) ds.

Temos, portanto:

• F está bem definida. De fato, F (ψ) é uma aplicação cont́ınua desde

que ψ também seja cont́ınua. Além disso, se ψ ∈ C, temos

|F (ψ(t))− x0| =
∣∣∣∣∫ t

t0

f (s, ψ(s)) ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0

|f (s, ψ(s)) |ds

≤
∫ t

t0

Mdt

= M |t− t0| ≤Mα ≤ b,

o que significa que a imagem da aplicação F (ψ) está contida em

B (x0, b) se ψ ∈ C. Logo, F leva aplicações de C em C.

• Os eventuais pontos fixos de F são soluções do problema de Cauchy

com domı́nio [t0 − α, t0 + α].

• Existe n0 ∈ N tal que Fm é contração para todo m > n0. De fato,

seja c a constante de Lipschitz de f em relação à segunda variável. Por

indução, provaremos que para todo m ∈ N, todo t ∈ [t0 − α, t0 + α], e
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para todas ϕ1, ϕ2 ∈ C

|Fm(ϕ1)(t)− Fm(ϕ2)(t)| ≤ cm

m!
|t− t0|md (ϕ1, ϕ2) .

De fato, para m = 1, temos

|F (ϕ1)(t)− F (ϕ2)(t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

[f (s, ϕ1(s))− f (s, ϕ2(s))] ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0

|f (s, ϕ1(s))− f (s, ϕ2(s))| ds

≤
∫ t

t0

c.d (ϕ1, ϕ2) ds

≤ c|t− t0|d (ϕ1, ϕ2) .

Assumindo a hipótese de indução válida para m ≥ 1, e sendo f de

Lipschitz em relação à segunda variável, temos:

∣∣Fm+1(ϕ1)(t)− Fm+1(ϕ2)(t)
∣∣ = |F [Fm(ϕ1)(t)− Fm(ϕ2)(t)]|

=

∣∣∣∣∫ t

t0

[f (s, Fm (ϕ1(s)))− f (s, Fm (ϕ2(s)))] ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

t0

|[f (s, Fm (ϕ1(s)))− f (s, Fm (ϕ2(s)))]| ds

≤
∫ t

t0

c|Fm (ϕ1(s))− Fm (ϕ2(s)) |ds

≤ c

∫ t

t0

cm

m!
|s− t0|md (ϕ1, ϕ2) ds

≤ cm+1

m!
d (ϕ1, ϕ2)

∫ t

t0

|s− t0|mds

=
cm+1

m!
d (ϕ1, ϕ2)

|s− t0|m+1

m+ 1
|tt0

=
cm+1

(m+ 1)!
|t− t0|m+1d (ϕ1, ϕ2) .
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o que conclui a indução.

Visto que |t− t0| ≤ α, temos que

d (Fm (ϕ1(t)) , Fm (ϕ2(t))) ≤ cmαm

m!
d (ϕ1, ϕ2) .

Observe que o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,

lim
n→∞

an

n!
= 0.

De fato, se fizermos n → ∞ em
an

n!
teremos uma indeterminação.

Aplicando L’Hospital, temos

lim
n→∞

an

n!
= lim

n→∞

n ln a

(n− 1)! + n [(n− 1)!]′
.

Sendo ln a constante, prova-se a afirmação. Portanto, para todo

m ≥ n0, temos que Fm é uma contração, como queŕıamos mostrar.

Como C é um espaço métrico completo e F : C → C, segue do Teorema

do Ponto Fixo que Fm possui um único ponto fixo. Seja p o único ponto

fixo de Fm, p é também o único ponto fixo de F , pois Fm(p) = p implica

F (Fm(p)) = F (p) se, e somente se, Fm (F (p)) = F (p).

Conclui-se assim que F (p) é também ponto fixo de Fm, e como este

é único, F (p) = p. Como todo ponto fixo de F é também ponto fixo

de Fm, segue-se que F só possui este ponto fixo. Como vimos no ińıcio

desta demonstração, isto equivale a existência de uma única solução para o

problema de Cauchy.

Definição: Seja X um espaço de Banach, I ∈ C1 (X,R) e X̃ = {u ∈ X :

I ′(u) 6= 0} o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a função

71



ϕ : X̃ → X é um campo pseudo-gradiente para I quando ϕ é localmente

lipschitziana satisfazendo

(a) ‖ϕ(u)‖X ≤ 2‖I ′(u)‖X′ e

(b) I ′(u)ϕ(u) ≥ ‖I ′(u)‖2
X′ .

O Lema da Deformação é parte importante da demonstração do Teorema

do Passo da Montanha, o qual será enunciado e demonstrado em seguida. A

demonstração abaixo pode ser encontrada em [13].

Lema A.1 (Lema da Deformação). Sejam X um Espaço de Banach, c ∈ R,

I ∈ C1 (X,R) e ε > 0. Se

‖I ′(u)‖ ≥ 4ε (A.1)

para todo u ∈ I−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]), então existe η ∈ C1 (X,X) tal que:

(A) η(u) = u, ∀u /∈ I−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) e

(B) η (Ic+ε) ⊂ Ic−ε, onde Id := I−1 (]−∞, d ]).

Demonstração. Definamos a função ψ : X → R dada por

ψ(u) =
dist (u,X\A)

dist (u,X\A) + dist (u,B)
,

onde A := I−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) e B := I−1 ([c− ε, c+ ε]).

Para mostrar que a função ψ está bem definida, mostraremos que a soma

das distâncias dist (u,X\A) + dist (u,B) > 0. Suponha, por contradição,

que exista u ∈ X tal que dist (u,X\A) + dist (u,B) = 0, isto é, que

dist (u,X\A) = 0 e dist (u,B) = 0.

Como I é por hipótese cont́ınuo e sendo [c− ε, c+ ε] fechado, temos que

B := I−1 ([c− ε, c+ ε]) é fechado em X (Banach) o que implica que B é

fechado. Desde que B é fechado e dist (u,B) = 0 segue que u ∈ B ⇒ u ∈ B,
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isto é,

c− ε ≤ I(u) ≤ c+ ε. (A.2)

Por outro lado, sendo I é por hipótese cont́ınuo e [c− 2ε, c+ 2ε] fechado,

então A := I−1 ([c− 2ε, c+ 2ε]) é fechado em X (Banach), o que implica

A fechado e X\A aberto. Assim, dist (u,X\A) = 0 implica que u ∈ X\A,

então existe uma sequência {un} ⊂ X\A tal que un → u, ou seja,

I(un) < c− 2ε ou I(un) > c+ 2ε.

Passando o limite com n → ∞ nestas últimas desigualdades e da

continuidade do funcional I, encontraremos

I(u) ≤ c− 2ε ou I(u) ≥ c+ 2ε.

O que contradiz (A.2).

Note que a distância é lipschitziana. De fato, definindo d : X → R de

modo que x 7→ d (x, Y ) = inf
y∈Y
|x− y|. Aplicando a desigualdade triangular,

temos para x1, x2 ∈ X:

|d (x1, Y )− d (x1, Y )| =
∣∣∣∣ inf
y∈Y
|x1 − y| − inf

y∈Y
|x2 − y|

∣∣∣∣ ,
e pelas propriedades de ı́nfimo,

|d (x1, Y )− d (x1, Y )| =
∣∣∣∣ inf
y∈Y

[|x1 − y| − |x2 − y|]
∣∣∣∣ .

Observe que, |x1−y|−|x2−y| = |x1−x2+x2−y|−|x2−y| e da desigualdade

triangular obtém-se |x1−y|−|x2−y| ≤ |x1−x2|+|x2−y|−|x2−y| = |x1−x2|.
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Assim,

|d (x1, Y )− d (x1, Y )| ≤
∣∣∣∣ inf
y∈Y
|x1 − x2|

∣∣∣∣ = |x1 − x2|.

Mostramos então que existe uma constante L > 0 (em particular, L = 1)

tal que

|d (x1, Y )− d (x1, Y )| ≤ |x1 − x2|,

provando que a distância é lipschitziana.

Desde que a distância é lipschitziana, a função ψ é cont́ınua e localmente

lipschitziana. Observemos ainda que ψ = 0 em X\A e ψ = 1 em B.

Seja ϕ : X̃ → X um campo pseudo-gradiente para I e definamos

W (u) :=

 −ψ(u)
ϕ(u)

‖ϕ(u)‖
, se u ∈ A,

0, se u ∈ X\A.

Notemos que W é localmente lipschtiziana (pois é definido como o

produto de duas funções localmente lipschitzianas) e ‖W (u)‖ ≤ 1 para todo

u ∈ X. De fato, para u ∈ X\A, este resultado é imediato uma vez que

‖W (u)‖ = 0 < 1. Já para u ∈ A, temos pela definição de ψ que ‖ψ‖ ≤ 1 e

ainda:

‖W (u)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣−ψ(u)
ϕ(u)

‖ϕ(u)‖

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ‖ψ(u)‖.
∣∣∣∣∣∣∣∣ ϕ(u)

‖ϕ(u)‖

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ‖ψ(u)‖ ≤ 1.

Assim, do Teorema de Picard-Lindelöf, para cada u ∈ X, o problema de

Cauchy 
d

dt
σ (t, u) = W (σ (t, u)) ,

σ (0, u) = u

possui uma única solução σ (·, u) definida em R com σ ∈ C (R×X,X).

Consideremos a função η definida em X por η(u) := σ (1, u). Desde que
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W (u) = 0 para todo u ∈ X\A, então σ (t, u) é constante para cada u ∈ X\A.

Desde que σ (0, u) = u, temos que η satisfaz (A).

Notemos ainda que

d

dt
I (σ (t, u)) = I ′ (σ (t, u))

d

dt
σ (t, u) = I ′ (σ (t, u))W (σ (t, u)) = 0, (A.3)

para todo σ (t, u) ∈ X\A.

Para todo σ (t, u) ∈ A, encontramos:

d

dt
I (σ (t, u)) = I ′ (σ (t, u))

d

dt
σ (t, u)

= I ′ (σ (t, u))W (σ (t, u))

= −I ′ (σ (t, u))ϕ (σ (t, u))
ψ (σ (t, u))

‖ϕ (σ (t, u)) ‖X′
.

Desde que ϕ é um Campo Pseudo-Gradiente, por (b)

d

dt
I (σ (t, u)) ≤ −ψ (σ (t, u))

‖I ′ (σ (t, u)) ‖2
X′

‖ϕ (σ (t, u)) ‖X′
≤ 0. (A.4)

Por (A.3) e (A.4), temos que I (σ (t, u)) é não-crescente em t.

Considerando u ∈ Ic+ε, se existir t ∈ [0, 1] tal que I
(
σ
(
t, u
))

< c − ε,

então

I (η(u)) = I (σ (1, u)) ≤ I
(
σ
(
t, u
))
< c− ε.

Logo, (B) ocorre. Se u ∈ Ic+ε e c − ε ≤ I (σ (t, u)) para todo t ∈ [0, 1],

temos

c− ε ≤ I (σ (t, u)) ≤ I (σ (0, u)) = I(u) ≤ c+ ε.

Dessas desigualdades, inferimos que σ (t, u) ∈ B e ψ (σ (t, u)) = 1 para
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todo t ∈ [0, 1]. Assim, de (A.4),

I (η(u)) = I (σ (1, u))− I (σ (0, u)) + I (σ (0, u))

= I(u) +

∫ 1

0

d

dt
I (σ (t, u)) dt

≤ I(u)−
∫ 1

0

ψ (σ (t, u))
‖I ′ (σ (t, u)) ‖2

X′

‖ϕ (σ (t, u)) ‖X′
dt

= I(u)−
∫ 1

0

‖I ′ (σ (t, u)) ‖2
X′

‖ϕ (σ (t, u)) ‖X′
dt.

Do item (a) da definição de Campo Pseudo-Gradiente, temos:

‖ϕ(u)‖X ≤ 2‖I ′(u)‖X′ ⇒ −
1

‖ϕ(u)‖X
≤ − 1

2‖I ′(u)‖X′
.

Assim,

I (η(u)) ≤ c+ ε− 1

2

∫ 1

0

‖I ′ (σ (t, u)) ‖dt.

Da hipótese (A.1) e sendo u ∈ Ic+ε, encontramos

I (η(u)) ≤ c+ ε− 1

2

∫ 1

0

4εdt = c+ ε− 2ε.

Portanto, I (η(u)) ≤ c− ε e (B) também é satisfeita.

O último teorema que demonstraremos será o Teorema do Passo da

Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz. Esta versão da demonstração,

porém, não faz uso da condição Palais-Smale e pode ser encontrada em [14].

Teorema A.5 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaço de

Banach, I ∈ C1 (X,R), ρ > 0 e e ∈ X satisfazendo ‖e‖ > ρ e

b = inf
‖u‖=ρ

I(u) > I(0) = 0 ≥ I(e)

76



Então para cada ε ∈
(

0,
c

2

)
, existe uε ∈ X tal que:

(A) c− 2ε ≤ I(uε) ≤ c+ 2ε,

(B) ‖I ′(uε)‖ < 2ε,

onde

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I (g(t))

e

Γ = {g ∈ C ([0, 1], X) ; g(0) = 0 e g(1) = e}.

Demonstração. Pela definição de b, temos b ≤ I(u), para todo u ∈ X tal

que ‖u‖ = ρ. Considerando a função h : [0, 1] → R dada por h(t) = ‖g(t)‖,

temos que h é a composição de duas funções cont́ınuas (‖ · ‖ e g), portanto,

h é cont́ınua.

Note que h(0) = ‖g(0)‖ = ‖0‖ = 0 < ρ e por outro lado, h(1) = ‖g(1)‖ =

‖e‖ > ρ, de onde conclúımos que h(0) < ρ < h(1). Assim, pelo Teorema

do Valor Intermediário, existe t0 ∈ (0, 1) tal que h(t0) = ‖g(t0)‖ = ρ, isto é,

existe u0 = g(t0) ∈ X de modo que ‖u0‖ = ρ. Assim, b ≤ I(u0), portanto,

0 < b ≤ I(u0) = I (g(t0)) ≤ max
t∈[0,1]

I (g(t0)) .

Sendo g ∈ Γ arbitrário, temos da definição de ı́nfimo b ≤ c ≤ max
t∈[0,1]

I (g(t)).

Além disso, pela definição de c (́ınfimo), existe um caminho g0 ∈ Γ tal

que, para ε > 0, tem-se

max
t∈[0,1]

I (g0(t)) ≤ c+ ε.

Por outro lado, c ≤ max
t∈[0,1]

I (g(t)). Em particular,

c− ε < c ≤ max
t∈[0,1]

I (g0(t)) ≤ c+ ε.
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Note que I ◦ g é um aplicação cont́ınua definida num compacto cuja

imagem está em R, portanto, o máximo é atingido, logo, existe t0 ∈ [0, 1] tal

que

c− 2ε < c ≤ I (g0(t0)) ≤ c+ ε < c+ 2ε.

Portanto, para cada ε ∈
(

0,
c

2

)
, existe uε = g0(t0) ∈ X de modo que

c− 2ε < I (uε) < c+ 2ε, o que prova (A).

Suponha agora que (B) não aconteça, isto é que existe δ ∈
(

0,
c

2

)
tal que

‖I ′(u)‖ ≥ 2δ para todo u ∈ I−1 ([c− 2δ, c+ 2δ]). Observe que, desde que

c > 0 e diminuindo δ se necessário, temos

I(e) ≤ I(0) = 0 < c− 2δ.

Pelo Lema da Deformação, existe η ∈ C (X,X) tal que:

(C) η(u) = u, ∀u /∈ I−1 ([c− 2δ, c+ 2δ]) e

(D) η
(
Ic+δ

)
⊂ Ic−δ, onde Id := I−1 (]−∞, d ]).

Considere h∗(t) = η (g0(t)). Mostraremos que h∗ ∈ Γ.

Sendo η ∈ C (X,X) e g0 ∈ C ([0, 1], X), então h∗ ∈ C ([0, 1], X), e ainda,

h∗(0) = η (g0(0)) = η(0). Mas temos 0 /∈ I−1 ([c− 2δ, c+ 2δ]). Segue de (C)

que h∗(0) = η(0) = 0.

Analogamente, h∗(1) = η (g0(1)) = η(e) e temos e /∈ I−1 ([c− 2δ, c+ 2δ]).

Assim, segue por (C) que h∗(1) = η(e) = e.

Portanto, h∗ ∈ C ([0, 1], X), com h∗(0) = 0 e h∗(1) = e, o que implica

h∗ ∈ Γ, logo c ≤ max
t∈[0,1]

I (h∗(t)).

Note que

c ≤ max
t∈[0,1]

I (h∗(t))⇒ g0(t) ∈ Ic+δ ∀ t ∈ [0, 1].
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Assim, por (D), h∗(t) ∈ Ic−δ, isto é, I (h∗(t)) ≤ c− δ para todo t ∈ [0, 1],

ou seja, temos

c ≤ max
t∈[0,1]

I (h∗(t)) ≤ c− δ < c,

o que é um absurdo. Conclui-se então que, dado δ ∈
(

0,
c

2

)
, existe un ∈

I−1 ([c− 2δ, c+ 2δ]) que verifica ‖I ′(un)‖ < 2δ.

Teorema A.6 (Prinćıpio da Concentração e Compacidade de Lions - Caso

Limite). Seja (un) uma sequência em D1,2(RN) tal que un ⇀ u em D1,2(RN),

onde D1,2(RN) = {u ∈ L2∗(RN) : |∇u| ∈ L2(RN)}. Suponha que

νn = |un|2
∗
⇀ ν e µn = |∇un|2 ⇀ µ,

no sentido das medidas de Radon. Então

(i) Existe um conjunto Γ de ı́ndices, no máximo enumerável, duas famı́lias

de números reais não negativos (νi)i∈Γ e (µi)i∈Γ e uma famı́lia (xi)i∈Γ tais

que

ν = |u|2∗ +
∑
i∈Γ

νiδxi e µ ≥ |∇u|2 +
∑
i∈Γ

µiδxi ,

onde < δxi , φ >= φ(xi), para toda φ ∈ C0(Ω) é a chamada Medida de Dirac

de massa 1.

(ii) Sν
2
2∗
i ≤ µi e

∑
i∈Γ

ν
2
2∗
i <∞, onde

S = inf
u∈D1,2(RN ),u6=0

‖u‖2

|u|2
L2∗ (RN)

.

Demonstração. Veja [10].

Teorema A.7 (Sobolev). Sejam 1 ≤ p <∞, mp < n e
1

q
=

1

p
− m

n
. Então
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Wm,p (Rn) está contido em Lq (Rn) e se verifica

|u|Lq(Rn) ≤
(
C0

n

)m ∑
|α|=m

|Dαu|Lq(Rn),

para todo u ∈ Wm,p (Rn), onde C0 =
(n− 1)p

n− p
.

Demonstração. Veja [11], p. 44.
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