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Resumo

Neste trabalho estudaremos os resultados que podem ser encontrados em [6]
que trata da existéncia de solucao nao-negativa para equacoes indefinidas
do tipo Kirchhoff em dominio exterior, considerando nao-linearidade com

crescimento subcritico ou critico.

Palavras-chave: Problema de Kirchhoff, dominio exterior, crescimento

subcritico, crescimento critico.



Abstract

In this paper, we will study the results that can be found in [6], which
investigates the existence of nonnegative solutions for indefinite Kirchhoff
equations in exterior domain, considering nonlinearity with subcritical or

critical growth.

Key Words: Kirchhoff problem, exterior domain, subcritical growth,

critical growth.
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Notacoes

0f): Fronteira de €2;

—: Convergeéncia forte;

—: Convergeéncia fraca;

—: Imersao continua;

|ul|: Norma de u em H}(Q);

u| 1p(0): Norma de u em LP();

Lioe(2): Conjunto das fungoes localmente integraveis em ().

uXyn: Funcgao caracteristica de u sobre (2;

B,(0): Bola de centro em 0 e raio ;

(f og)(t): Composigao da fungao f com a funcao g, isto é, f (g(¢));

0,(1): Ordem pequena.



Introducao

Este trabalho tem por objetivo investigar a existéncia de solugao nao-

negativa para a seguinte classe de problemas nao locais do tipo Kirchhoff:

M([[ul?)[—Au + u] = Xa(x)g(u) + v|ul*u em (,
u=10 sobre 0f),

(Px\m)

onde \ é um parametro real positivo, 2 ¢ um dominio exterior de R3, isto
é, 1 = R3\O, sendo ©® um dominio suave limitado de R®. Neste trabalho
estudaremos dois casos do problema (P, ), sendo o primeiro com v = 0 (caso
subcritico) e o segundo quando v = 1 (caso critico).

Esta dissertacao ¢ um estudo de [6] que trata da existéncia de solugao
positiva para equacoes indefinidas do tipo Kirchhoff em dominio exterior,
considerando nao-linearidade com crescimento subcritico ou critico.

As fungdes M: RT U {0} - RT, g: R — R e a: Q2 — R sao continuas

e satisfazem a algumas condicoes estabelecidas posteriormente. Ademais,

||u||2:/ |Vu|2dx+/|u|2dx.
Q Q

Antes de enunciarmos o principal resultado desta dissertagao,

usaremos

necessitamos das seguintes hip6teses sobre M: RT U {0} — R*:

(M7) A fungao M é crescente e 0 < M(0) := my.



(Ms) A fungao t — é decrescente.

M(t)
t
A hipétese (M;) nos permite abordar o problema (P,) via Métodos
Variacionais, enquanto a hipdtese (M) nos fornece um crescimento
importante que serd usado ao longo deste trabalho.
Um exemplo tipico de fungao que satisfaz as condigoes (M;) e (My) é
dado por M (t) = mg + bt, para uma constante real b > 0 e para todo t > 0.

As hipoteses sobre a funcao continua g: R — R sao as seguintes:

(91)
m @ =0.
t—0 ’t‘g‘

(g2) Existe g € (4,6) tal que

g(t)

|t| 00 |E]971

=0.

(g3) Existe 6 € (4,6) tal que 0 < G(t) < tg(t), para todo |t| > 0, onde

Um exemplo tipico de funcao que satisfaz as condigoes (g1) a (g3) dé-se

por
k

g(t) = Cti™!
=1

comkeN, 3<q <q, C;>0et, =max{t,0}.

Quanto as hipoteses sobre a funcao a, temos:
(a1) A fungdo a € C(€2,R) muda de sinal em .

Antes de enunciarmos a segunda hipdtese sobre a funcao a, definamos os
conjuntos O = {z € Q :a(z) >0} e Q™ = {x € Q : a(x) < 0}. Sabe-se

entdo que existe uma funcao teste ¢ € C§°(€2) tal que 0 < ((x) < 1 sobre



Q, ((z) =1em QF e ¢(z) = 0 em Q. Seja dist(Q—, Q) a distancia entre
os conjuntos Q- e QF. Dependendo desta distancia, é possivel tomar um
K = sup |V(| tao pequeno quanto se queira.

(az) AQdisténcia dist(Q=,QF) = § > 0 é tal que, tomando € a constante

definida na hipétese (g3) teremos

K< —--—2.
2

(a3) Existe Ry > 0, tal que

a(r) <0 para |z|> Ry e Is‘u>1?{|a(x)Hx]2 < o0, YR > Ry.
A hipétese (ay) caracteriza o problema (P, ) como indefinido. Quanto
a fungao (, esta serd essencial para superar algumas dificuldades ao longo
deste trabalho, tais como a validade da condigao Palais-Smale.
A hipétese (ag) é utilizada para superar a ndo-compacidade da imersao
H;(Q) — L*(Q2) para 2 < s < 6, uma vez que o dominio  nao é limitado.
O problema eliptico tipico denomina-se Problema de Dirichlet, cuja

formulacao da-se por

—Au(z) = f (z,u(@)) em
u=>0 sobre 0f),

onde © C R” é um domifnio limitado regular, f: Q@ x R — R é uma dada
funcdo e u: Q@ — R é a funcdo incégnita cuja regularidade depende da
regularidade de f.

O problema (D) é dito local, pois em todos os termos envolvidos os

valores sao calculados pontualmente, o que nao ocorre no problema (P ).



Problemas nao-locais do tipo Kirchhoff modelam certos fenomenos, como por

exemplo, no caso em que

M (/Q |Vu]2dx) — g+ b (/ﬂ |Vu|2dx>

cujo operador — {mo +b ( / |Vu\2dx>} Awu aparece na equacao hiperbélica
Q

( Up — [mo +b (/Q |Vu\2dx)} Au(z) = f (z,u) em Q,x(0,7),
(K) u=20 sobre 092, x(0,7T),
u(z,0) = ug(z),
u (2,0) = uy (),

\

a qual é uma generalizacao da equacao

ou

d%*u P, E [F
ox

"o~ \ 7 Tar ),

2 0%u
dx) ok 0
introduzida por Kirchhoff em 1883, ver [9]. Esta é uma extensao da equagao
classica da corda vibrante, proposta por D’Alembert, pois descreve a vibragao
de uma corda elastica levando-se em consideragao a mudanca no comprimento
da mesma durante o movimento. Nesta equacao, L é o comprimento da corda,
h é a area da secgao transversal da corda, F é o modulo de Young do material
do qual a corda ¢ feita, p é a densidade de massa e P ¢ a tensao inicial.
Alguns dos primeiros estudos envolvendo equacoes do tipo Kirchhoff sao
os de Bernstein, em 1987, e Pohozaev, em 1975. Entretanto, o problema K s6
comecou a receber maior atencao apos o trabalho de Lions, em 1978, no qual
utilizou-se pela primeira vez argumentos de analise funcional nao-linear para

atacar problemas nao-locais do tipo Kirchhoff. A partir de entao o estudo de



problemas nao-locais avancou muito mais rapidamente.
Dentre os resultados encontrados, podemos destacar o trabalho de Alves,
Corréa e Ma [1] os quais estudaram a existéncia de solu¢do positiva para o

problema

-M (/ |Vu|2da:> Au(z) = f(z,u) em (2,
)
u=>0 sobre 0f),

(P1)

com M (t) > mg > 0 paratodot > 0 e f com crescimento subcritico. Um ano
depois, Perera e Zhang [12] estudaram o problema (P;) quando M = a + bt,
a,b>0e N =1,2 e 3, utilizando a teoria de indice de Yang e obtendo uma
solugao nao trivial para o problema.

Posteriormente, em 2009, He e Zou [7] estudaram a existéncia de multiplas

solucoes para o problema

- {a +0b (/ \Vu\zdx)} Au(z) = Af (z,u) em (,
Q
u=>0 sobre 0f),

(P2)

em que A é um parametro positivo e f uma funcao que satisfaz hipoteses
mais gerais que no trabalho de Perera e Zhang.
Podemos citar ainda o trabalho de Figueiredo e dos Santos Junior [5] em

que foi estudado o problema

-M (/ |Vu]2dx) Au(z) = \f (z,u) + [u| >0 em Q,
Q

u=20 sobre 0f),

(Ps)

com N = 1,2 e 3, f(x,u) = |u"2u, 1 <r <2< q< 2 onde A é um

parametro positivo e M > my > 0 é uma funcao que satisfaz determinadas



hipdteses. Utilizando a teoria de género de Krasnoselskii eles obtiveram um
resultado de multiplas solugoes para o problema (Ps).

Quanto a este trabalho, o principal resultado que provaremos é:

Teorema 0.1. Assuma as condi¢oes (M), (Ma), (g1) - (g93) € (a1) - (a3).
Se v = 0, o problema (Py) possui solugdo nao-negativa para todo A > 0.
Se v =1, entdo existe A, > 0 tal que o problema (Py 1) possui solu¢do ndo-

negativa para todo X\ > \,.

A fim de demonstrar o teorema anterior seguiremos a seguinte estrutura
no decorrer deste estudo: no Capitulo 1 construiremos a estrutura variacional
do problema. No Capitulo 2 provaremos que o funcional satisfaz as duas
geometrias do passo da montanha e a condi¢ao Palais-Smale. Ja no Capitulo
3 provaremos a existéncia de solugao nao-negativa para o caso subcritico e,

por fim, no Capitulo 4 provaremos o caso critico.



Capitulo 1

Estrutura Variacional do

Problema (P, )

Neste capitulo construiremos a estrutura variacional do problema (P ).
Mais precisamente, associaremos ao problema um funcional I , que estd bem
definido e é de classe C'. Em seguida calcularemos sua derivada [ Ay

Como queremos encontrar uma solucao nao-negativa para o problema

(Py~), no decorrer deste trabalho assumiremos
g(t)=0, Vt<O0.

Lembremos ainda que u € Hy(£2) é uma solugao fraca para o problema (P, )

se, para toda ¢ € HJ (), u satisfaz

M (||ul|?) {/Q]VuV@dij/Q?ubdw} :)\/Qa(x)g(u)gbdx—l—”y/g]u\4uq§da:.

Devemos procurar solugoes nao-negativas como pontos criticos do



funcional Iy, : Hg(©2) — R de classe C' dado por

() = 5F(ulP) = A [ ale)Guyde - 3 [ b

Q
- t
onde M(t) = / M(s)ds e uy(z):= max{u(z),0}.
0
Vamos considerar [ (u) = Ji(u) — J2(u) — J3(u) com

1

() = SRl ) :/\/Qa(x)G(u)dx o Jy(u) = %/Q S da.

Lema 1.1. O funcional Jy(u) —%J\/Z(HuHZ) ¢ de classe C' e
Ji(u)p = M(||ul?) {/ Vqubda:—F/uqum}
Q Q

Demonstracao. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux D.J;.

Consideremos F(u) = ||ul|?, isto é, F(u) = / |Vul*dz +/ |u|*dx. Assim,
Q Q

e, aplicando a regra da cadeia,
1
DJy(u)¢ = 5 MIF(u)|DEF(u)é.

Pela de M e da continuidade de M o primeiro fator ja estd bem
definido, portanto, resta apenas calcular DF(u)¢. Consideremos F(u) =

Fi(u) + Fy(u), com

Fl(u):/Q]Vu]Qd:E e Fg(u):/ﬂlu\zdaﬁ.



Calcularemos primeiro a Derivada de Gateaux DF}.

F(u—l—t(b /|V u+tgz§|da:—/|Vu|dm

1
= ;/ [[Vul? +2tVuVe + £*|Vo|* — |Vul?] dz
Q

/ 2tVuV¢ + t|Vol|?
= . dx
Q

= / [2VuVe + t|Vo|*] dx
Q

Portanto,

DFy(u)o = liny T = W

= lim [QWW +t|Vo|?] d

/hm [2VuVe + t|Vo|*] da.
Q

t

Concluimos entao que

DFy(u)¢ = /vuwdx (1.1)

Seja {u,} uma sequéncia em H}(Q) tal que u,, — uw em HJ(2). Assim,

para cada ¢ € H}(Q), com ||¢] < 1 temos:

| [DFi(u,) — DFy(u)] 9| = ‘Q/QVuanbdx —2 /Q VuVodx

<2 / 1V (n — ) [Vl d.



Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

IDF () - DR@lel <2 ( [ 190 —uQmQ (/vadﬂ

< 2|un — ull gy 1912 (0)

< 2| — ull gy (o)
Deste modo, podemos concluir

1D Fx() = DE )Ly = sup | (DFi ) = DFy ()] 61 < 2~

Mostramos assim que quando u, — u em HJ(Q2) temos DFi(u,) —
DFy(u) em Hg(Q), portanto, o operador DF; é continuo e, deste modo,
DF, = F| € C (H}(R2),R). Portanto, por (1.1) temos

Fl(u)¢ = DF,(u —2/Vuv¢dx (1.2)

Calcularemos agora a Derivada de Gateaux DF5.

27, 2
Fy(u+tg) — Fo(u) /§2|u+t¢’ dx /Q|U| dz

t t
1
- g/ [uQ + utg + t2¢* — uQ} dx
Q
/ 2utp + t2¢?
= | ——dx
Q

t

= / [2u¢ + t¢2] dx
Q

10



Portanto,

DFy(u) = lim 220710 = Fa(w)

t—0 t

= 11_{%/9 [2u¢ + tqbz} dx
— /ng% [2u¢ + t¢?] du

Concluimos entao que
DFy(u)p = 2/ updz. (1.3)
Q

Seja {u,} uma sequéncia em Hj(Q) tal que u,, — u em Hg (). Assim,

para cada ¢ € H}(2), com ||¢]] <1 temos:

| [DFy(uy) — DFy(u)] | = ‘2 /Q unddz — 2 /Q updz

<2 [ [, = w [olds.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1DFw) ~ DE]el <2 ( [ =0 2dx) ([ do:)

< 2lun — ull gy 191l Hp @)

< 2| — ull gy (o)
Deste modo, podemos concluir

D)~ DES)Lyey = sup | [DFsfan) —~ DE(w)] 0] < 2 =l

Mostramos assim que quando u, — u em HJ(2) temos DFy(u,) —

DFy(u) em Hg(Q), portanto, o operador DF, é continuo e, deste modo,

11



DF, = Fj € C(H}(R2),R). Portanto, por (1.3) temos

Fy(u)p = DFy(u)p = 2/ updz. (1.4)

Q

Assim, por (1.2) e (1.4), concluimos que
DF(u)p = F'(u)¢ = F}(u)p+Fy(u)p = 2 (/ updx + / VuV¢dx> . (1.5)
Q Q

Sendo DJi(u)¢p = %M[F(u)]DF(u)qﬁ, com F(u) = |ul? por (1.5)

encontramos

T ()6 = M(Jull?) (/Q ubdz + /QVquzde) | (1.6)

]

Lema 1.2. O funcional Jg(u):)\/a(x)G(u)dx ¢ de classe C' e

Q
Tu)o = [ alolg(wods
Demonstracao. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux D.Js.
Para cada t € R com 0 < || < 1, para cada x € Q e para cada u, ¢ € HJ (L),
consideremos a fungao h: [0,1] — R dada por A(s) = G (u + st¢). Observe
que 1 (s) =g (u+ stp)to, h(l) =G (u+1tp) e h(0) = G(u).

Desde que h é continua em [0,1] e diferencidvel em (0,1), temos do
Teorema do Valor Médio que existe ¢ € (0, 1) tal que h(1) — h(0) = h'(c), o

que implica

G (u+ t) — G(u)

t = lg (ut-ct6) o]
t
Segue de (g;) que Pr% % =0, isto é, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
—
lg(t)| < elt|*, quando |t| < 6. (1.7)

12



g(t)

W =0, isto é, dado € > 0, existe R > 0 tal que

Segue de (g2) que lim
t—o00
lg(t)| < elt]*”!, quando |t| > R. (1.8)

o1 limitado no intervalo fechado

Além disso, sendo g continua, temos

[0, R], portanto, existe um « > 0 tal que

'ﬂ <a V |t €[5 R]. (1.9)

e

Assim, de (1.7), (1.8) e (1.9), concluimos que para todo t € R, teremos
g(t) < |gt)] <elt]® + CJt|r!, onde C. = a +¢.
Em particular, g (u + ct¢) < elu + ctg]* + C.lu + ctp|?*. Sendo por

hipétese t < 1, e ¢ € (0,1), obtemos

g (u+ cto) ||¢] < elu+ cto|o] + Celu+ cto|*™ |9
< elu|g| + eletd|t + CelulT @] + Culctol|?

< eluP’¢| + Crel|* + Celul""|g] + C2Cc| 0%,

onde (' e (5 sao constantes positivas.

Note ainda que por hipdtese, u,¢ € HL(Q). Desde que H}(Q) estd
continuamente imerso em L"(2), com 2 < r < 6, utilizando a desigualdade
de Holder, temos elul®|¢| + Cie|g|* + Cclu|? @] + CoC:l¢? € LY(2). De

fato, pois:

u € H}(Q) implica u € L5(Q), logo |ul®* € L*(Q),
¢ € H (), assim ¢ € L*(Q).
Portanto, |ul?|¢| € L'(Q).

e ¢ € H}(Q), implicando ¢ € L"(Q), com 2 < r < 6. Em particular,

13



temos ¢ € L*(Q), logo, |¢[* € L'(Q).

we HL(Q) implica u e L™(Q), logo ue LUQ) e |ult~! € LTT(Q).

¢ € H}(Q) implica ¢ € L"(Q), assim ¢ € LI(S).
4q

Como ¢ € (4,6), temos ¢ € [2,6]. Sendo

1 > 1 e g expoentes con-

jugados, concluimos que |u|77t¢| € L1(£).

e ¢ € HYN), logo ¢ € L™(Q), com 2 < r < 6. Em particular, temos
¢ € L1Q), assim, |p|? € L*(Q).

Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0 e da continuidade da funcao g,

temos g (u(z) + ct,o(x)) ¢p(x) — g (u(x)) ¢(z) pontualmente em 2. Assim,

Jo (u+ @) — Jo(u) A/Qa(x)G (u+1tng) dz — )\/Qa(x)G(u)dx

tn tn

= % i a(z) [G (u+t,0) — G(u)] dv
B G (u+t,0) — G(u)
= /Q a(x) i dx

= [ ata)g (u(e) + ctudla)) o)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema

A1), passando o limite na igualdade anterior com ¢,, — 0, teremos:

DJs(u)¢ = lim Jo (u+ tad) — Jo(u)

tn—0 tn

= Jim A [ a(e)g (ulz) + et (@) S(a)do
= [ ala) Jim g (u(o) +etui(a)) ()

14



De onde concluimos

DJy(u)é = A /Q a(2)g(u)pdz. (1.10)

Seja {u,} uma sequéncia em H}(Q) tal que u, — u em H(2). Da
imersao continua de H} () em L"(Q), com 2 < 3 < r < 6 no caso N = 3,
obtemos u, — u em L"().

Do Teorema de Vainberg (veja Teorema A.2), existe uma fungao h; €
L™(Q2) tal que, a menos de uma subsequéncia, u,(x) — wu(z) quase sempre
em Q e |u,(x)] < hi(x) quase sempre em 2. Desde que g é, por hipdtese,
continua, temos g (u,(x)) — g (u(z)) quase sempre em §.

Da desigualdade triangular, da limitacao da funcao g e da limitacao de

|un ()| por hi(x) quase sempre, obtemos

q q

g (un(@)) = g (u(@)) |77 < lg (un(2)) | + |g (u(z)) []=
[lelun (@) + Celun(@) 4] + [elu(@) P + Celu() |~ |7

[2[ s ()] + 2Cc| () |77

IN

IN

< [4max{e|hy (), Celhn (2)]*}] 7T
<k [max{5|h1(x)|qj,Ce|h1($)|q}] ;

onde k é uma constante positiva.
De modo que, novamente pela desigualdade de Holder e pelas imersoes

continuas, k |max{e|hy(z )]q ,Colhy(2)|7}| € LYQ). De fato, pois
3
1< Ll < 2, implicando 2 < —ql <6eqe (4,6) C[26]
q— q
Outra vez pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja

Teorema A1), g (un(2)) = g (u(z)) em La-1(Q).
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Assim, para toda ¢ € H}(Q) tal que ||¢]| < 1, temos

| [DJy(uy) — DJo(u ' / g(up)pdr — A /Qa(:c)g(u)cbd:c
<A / a(2)].| [g () — 9(w)] |19

Da hipédtese (as), existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry, temos

|z|> > R2 para |z| > R e

- 2> _ Ja(x)].|x]?
la(z)| = |a(x )!|x|2 ST R
Podemos entao definir
la(x)].|x]* 1

f1:= sup |a(z)| < sup 5 — sup |a(z)|.]|z]* < .
>R w>r  RE RIsr

Por outro lado, para || < R, da continuidade da funcao a, existe
um nimero real positivo [ tal que [y = ma>(() la(x)|. Se tomarmos g =
x€BR(0

max{f, Sz} teremos

| 1D Jo(un) = Do ()] 6] < Aﬁ/ﬁ | l9(un) = g(u)] |.|o]d.

Desde que ¢ € H} (), temos ¢ € L4(Q2) com ¢ € (4,6) como definido na

hipétese (go) e, sendo ¢ e q
q —
Holder,

] expoentes conjugados, da desigualdade de

[ [DJ2(un) — DJa(u)] 6 < ABlg(un) — g(u)] |lLae)

Li1(Q)

Das Imersoes Continuas de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apéndice),
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existe uma constante C' > 0 tal que

[ [DJa(n) = D) 0] < Cly(un) = 9], 2y o 16]

La

< Clg(un) = gl 7o -

Portanto,

1D Jo(tun) =D Jo(u)]| := sup |[DJy(un) = DJa(w)] ¢| < Clg(un)—g(u)

9 .
Igll<1 La=t ()

Implicando

lim DJy(u,) = DJs(u).

n—oo

Mostramos assim que o operador D.J, é continuo e, deste modo, D.Jy =

Jy € C(Hi(Q),R). Portanto, por (1.10), temos

%ww:wawlef@mwwm. (1.11)

[]

Lema 1.3. O funcional J3(U>:%/U§_d$ ¢ de classe C' e
Q
Jé(u)qb:y/uigbdx.
Q

Demonstracdo. Calcularemos primeiramente a Derivada de Gateaux D.Js.
Para cada t € R com 0 < |t| < 1, para cada x € Q) e para cada u, ¢ € H} (),
consideremos a funcéo h: [0,1] — R dada por h(s) = (uy + st¢)®. Observe
que h'(s) = 6 (uy + stg)’ to, h(1) = (uy +td)® e h(0) = ul.

Desde que h é continua em [0,1] e diferencidvel em (0,1), segue do

Teorema do Valor Médio que existe ¢ € (0,1) tal que h(1) — h(0) = A/(c), o
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que implica
6
(uy +10)" —uf

. =16 (us + st¢)° |.|].

Note ainda que, sendo 0 < |¢| < 1, pela Imersao Continua de H} () em
L™(2) (veja Teorema A.7 no Apéndice) com 2 < r < 6 e da desigualdade de
Holder,

16 (us +10)° [|6] < 6[2° (Jurl” + |¢]) ¢] € L' ().

De fato, sendo u,¢ € H(Q), temos u,¢ € L"(Q2). Em particular,

u € L5(), de modo que v’ € L3(Q) e ¢ € LS(Q). Como $>1e6

sdo expoentes conjugados, temos |u|’|¢| € L'(Q) e ainda, é imediato que
5 € LY(Q).
Além disso, para uma sequéncia |t,| — 0 temos (u4 () + t,é(2))° ¢(z) —

u, (x)$(x) pontualmente em . Assim,

2 6 i 6
J3 (u+tnd) — Js(u) 6 /Q (us +t20)" dz — 6 /Q uydx

tn tn

6 .6
/ <u+ + tn¢) Uy dr
Q tn

D=2 =2

/ 6 (us +t,0)° ¢da
Q
= [ (s + 107 o

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema
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A.1), passando o limite na igualdade acima com t,, — 0, teremos:

tn—0 tn
. 5
—3%7404+m@¢®

— 7/ lim (uy + tn0)’ ¢d.
Q tn—0

De onde concluimos

D)o =7 [ fus o (1.12)

Seja {u,} uma sequéncia em H}(Q) tal que u, — u em Hj(2). Da
imersao continua de H}(Q) em L"(Q), com 2 < 7 < 6 no caso N = 3 (veja
Teorema A.7 no Apéndice), obtemos u,, — u em L"(€2).

Do Teorema de Vainberg (veja Teorema A.2), existe uma fungao hy €

L7(€2) tal que, a menos de uma subsequéncia, u,(x) — u(x) quase sempre

5 5

em 2 e |u,(z)| < he(z) quase sempre em 2, de modo que (u,(x))” — (u(x))
quase sempre em §2.
Da desigualdade triangular e da limitagao de |u,(z)| por hy(z) quase

sempre,

[ (un(2)) = (@) |F < (| (ual@) P+ (u(2))P)*

De modo que, novamente pela Desigualdade de Hélder e pelas imersoes
continuas (veja Teorema A.7 no Apéndice), hy € L™(2). Em particular, hy €

L5(Q), implicando h§ € L'(Q2). Outra vez pelo Teorema da Convergéncia
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Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1), (un(x))® — (u(z))® em L5 ().
Assim, para toda ¢ € H}(Q) tal que ||¢]| < 1, temos

(D () — DIy()] 6] = ‘7 [t ste = [ (@t ot
<~ / |(n(2))® — (u(2))’| | 6ld.

6
Desde que ¢ € H}(Q) implica ¢ € L°(Q) e sendo 6 e = expoentes
conjugados, da desigualdade de Holder,

L5

| (D 3(un) = DI} 6] < sk — 475, [Bls5c0)-

Das Imersoes Continuas de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apéndice),

existe uma constante C' > 0 tal que

[ [DJs(un) — DJs(w)] 9] < Clul = | g, 0] < Ol — ¥ g,

(=]

Portanto,

1D J5(un) — DJs(u)|| := Sup | [DJ3(un) — DJ3(u)] ¢| < Clup, =’ ¢
gl<1

Implicando

lim DJs(u,) = DJs(u).

n—oo

Mostramos assim que o operador D.J3 é continuo e, deste modo, DJ; =

Ji € C (Hg(Q2),R). Portanto, por (1.12) temos

Tu)o = Do = [ uod. (1.13)
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Assim, sendo I} (u)¢ = Ji(u)p — J5(u)p — Jy(u)p, ¥ u,¢ € Hy(Q).

Ademais, pelos lemas 1.1, 1.2 e 1.3 concluimos que

1 (w)é = M(Jlul]?) ( [ otz + [ VuV¢dx) A [ atwhg(wyodo= [ oo

para todos u, ¢ € H}(Q).
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Capitulo 2

Geometria do Passo da
Montanha e Condicao

Palais-Smale

Neste capitulo mostraremos que o funcional I , verifica as duas geometrias
do passo da montanha. Depois, usaremos o Teorema do Passo da Montanha
(ver [2]) o qual nos permitird mostrar a limitacdo da sequéncia {u,} para
por fim provar duas convergéncias qye serao necessarias na demonstragao

dos casos subcritico e critico do teorema principal deste trabalho.

Lema 2.1. Assuma as condi¢oes (M), (g1), (92) e (a1) - (ag). Entao existem

numeros positivos p e « tais que
Loy(u) > a>0, Yue Hy(Q); |ull =p.

Demonstragdo. Por (1.7), (1.8) e (1.9) temos |g(t)| < e]t|* + C:[t|*"*. Como,
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para todo t € R se tem ¢(t) < |g(t)|, concluimos
g(t) < elt] + Ccft| . (2.1)

Note ainda que Q% é limitado. De fato, seja x € Q. Entao z ¢ Q~, logo
|z| < Ry. Portanto Q" C Bp,, de onde conclui-se que Q1 é limitado. Assim,
existe uma constante Cy = sup a(x).

zeQt

Para u € H}(Q), usando (2.1), temos g(u) < elul® + C.|u|?"!, de modo

que
/g(u)dx < / [e]ul® + Cclul"] da.
0 Q

Implicando

€ 4 Ce
<= — Jul?.
Glw) < lul' + Ju

Como para x € Q7 tem-se a(z) > 0, entao da desigualdade acima

_ Gee o, Gl

% fuft + 22y

Ao integrar a desigualdade acima, uma vez que a(zx) < 0 em Q\QF
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encontramos

/ﬂa(x)G(u)da: = / a(z)G
a(z)G
[%Iu ‘4 %Mq] dx

. (u)dx + /Q\m a(z)G(u)dz
< /Q . (
<.

é/

Q

)
u)dx
|

|:Co€| |4 COCE|’U,’q:| d{L’

Assim,

/Qa() dx<%/||4 GoCe /|\qu (2.2)

Note que, por (M;) e da defini¢ao de M,

o [|u||? [|ul|?
M (ul?) = M(s)ds > / mods = mo|ul%.
0

0

Assim, da forma como foi definido I,.,(u), utilizando (2.2) e a

desigualdade anterior, tem-se

I (u) = 230 (Ju®) - A/M@MMM—X/ 0 dr

oM
1
> Cmollull? - )\(JO[ /|u|4+—/|u|qu} ——/ 5 d.

Pelo Teorema das Imersdes de Sobolev (veja Teorema A.7 no Apéndice),

existe uma constante C' > 0 tal que

ACo [f/ |u\4—|—%/ |uyqu} +
4 Jq qa Jo

Assim,

LﬂmgCWW+MWHMﬂ-

=2

1
Dyq () = mollul* = C (lull + ull” + [[u]®) -
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Desde que g € (4, 6), conforme definido em (g,), e admitindo |Ju|| = p >0

suficientemente pequeno, segue que existe a positivo tal que
1
Dy (u) 2 gmop® = C (p* +p" + %) 2 @ > 0.

]

Lema 2.2. Assuma as condigoes (M), (Ms), (g1) - (g93) e (a1) - (a3). Entao
eziste uma fungao e € Hy(2) tal que I, ~(e) < 0 e |le|| > p, sendo p o mesmo

definido no Lema 2.1.

Demonstracao. Da hipdtese (g3), existe 6 € (4,6) tal que 0 < 0G(t) < tg(t)

para todo [t| > 0. Logo, para todo |t| > 0, obtemos

&+ | D

0]

(1)

Assim, dado r > 1, sempre que [t| > r, temos

"o " g(s)
—ds < ——~ds.
[ s / G(s)"
Calculando as integrais acima, obtemos

Olns |'<InG(s) |\ .

De modo que

fllnt —Inr] <InG(t) —InG(r).

Das propriedades da funcao In, encontramos




isto é,

G(r
Assim, existe uma constante C' = (9) >0 tal que G(t) > Ct?. Por
r
outro lado, novamente da hipdtese (g3) tem-se 0 < G(t) para todo [t| > 0,
isto é, existe uma constante D > 0 tal que G(t) > 0 > —D. Logo, existem

constantes positivas C' e D tais que G(t) > Ct’ — D, ou ainda,
~G{t)<D-C|t]”, YteR. (2.3)

Além disso, por (M3), temos

M(t
% < M(1), Vt>1,
de onde concluimos
M(t?
( )SM(l), Vi>1,
t2

isto é, M (t*) < M(1)t?, para todo t > 1.
Por outro lado, para 0 < ¢t < 1 temos t> < 1. Como a funciao M ¢

crescente, encontramos M (%) < M (1), portanto,
M(t%) < M(1) + M(1)t? = M(1)(£* + 1). (2.4)
Assim, teremos
o t2 2 4
M(t?) = / M(s)ds < / M(1)(s+1)ds = M(1) (5 + t2) . (2.5)
0 0

Considere vy € C§° (Q1), com vy > 0 em Q7 e ||lvy]| = 1. Usando (2.3),
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obtemos

I, (tvg) = %H(HwOHQ) _ /\/Qa(x)G(tvg) d — %/Q(mofdx

1~
< §M (tQHUOH ) / ()G (tvy) dx — —/ vidx
supp(vo)
:1]/\/[\(152)—)\/ ()G (twvo) dx——/
2 supp(vo)
glj\?(ﬂ)m/ (z) [D — Cltuy| ]dx——/ Sda.
2 supp(vo)

De modo que

1/\
Iy, (tog) < =M () — ACt"/ (x)|vo|’dx + AD [ a(z)dx — —-
2 supp(vo) supp(vo)

(2.6)
Aplicando (2.5) em (2.6), obtemos

1 t* t°
Iy (tvg) < =M (1) (— —i—t2) —)\Cte/a(x)]volad:c—i-)\D a(x)da:——7 vidax.

2 2 supp(vo) supp(vo) 6 Q

Usando Cy = sup a(x) como no Lema 2.1 e fazendo |supp (vp) | a medida
zeQt
de Lebesgue do suporte de vy, obtemos
t4

t6
5 +t2) ~A\CCot? [ |vo|?dz+ADCo|supp (Uo)]—l/vgdx.
Q

supp(vo) 6

1
B o) < 50100) (5

Portanto, desde que 4 < 0 < 6, para e = t,vg, com t, > 0 suficientemente
grande, teremos ||e|| = ||t.vo]] = ti||vo]] = t« > p (definido no Lema 2.1) e

[,\77(6) < 0. ]

Verificadas as duas geometrias do passo da montanha (Lema 2.1 e Lema
2.2), utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha (de Ambrosetti e

Rabinowitz) sem a condi¢@o de Palais-Smale na versao de [14] (ver Teorema
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A.5 no Apéndice) e, considerando o espago de Banach Hg (), concluimos

que existe uma sequeéncia {u,} C H}(Q) satisfazendo

Dy(un) = cay e Iy, (un) = 0, (2.7)
onde
Ony = Inf max I (n(t)) >0 (2.8)
e
I={neC([0,1],H(Q); n(0)=0 e n(1)=c}. (2.9)

Lema 2.3. Seja {u,} C H}(Q) uma sequéncia que satisfaga (2.7). Entdo

{u,} € limitada.

Demonstracao. Sejam ( a fungao teste cujo supremo K aparece na hipdtese
(a2) e {u,} uma sequéncia que satisfaca (2.7). Assim, I,(u,) é, por
definigao, convergente e existe C' > 0 tal que ||1) 5 (u,)| < C.

Por outro lado,

1 1
) G <[5 (0] (G0

Da defini¢ao de funcional linear continuo encontramos
‘ 1

1
S () (G| < 1T () ot

Do modo como foi definido, temos ((z) < 1 para todo z € ). Assim,
‘ 1

/ 1 !
EIA,V(UR) (Cun)| < _H]/\,y(un)HHunH

— 0

Observe que |1} (un)|| — 0, pois {u,} é uma sequéncia Palais-Smale

para o funcional I, ,, portanto, das desigualdades acima, teremos (para n
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suficientemente grande)

1
=51 (un) (Cun) < lun]

Assim, existe uma constante positiva C', tal que

L8 () (Cua) < ] + . (210)

[)\:'Y (Un> - 9

Por outro lado, obtemos

1
21 (un) (Cun) = —M (llunll*) = A

I)\:'Y (un) - 8

a(x)G(uy,)dr + g /Q(un)i’r (Cup,) dx

Vu,V (Cuy) da:) - %/ﬂ(un)idx

:o\{o\

— %M(Hun\P) (/ up (Cuy,) dor +
+5 [ atgtw) (Cu) do

Aplicando a regra do produto do gradiente teremos

(1) = 550 (C) = 5 l) = A [ a()G ) + 5 [ (02)3 (o) o

—%M(H%W) ([)C(x)uidw%—/gunVCVundx—l—/Qé(x)Vuidx)
_%1&m$m+géawm%ﬂ@@m

De modo que encontramos

(1) = 5 ) (Go) = 53T (ual) = A [ ale)Glunr+ 5 [ (@) (G o

L) ( et + [ 19619 unlas+ [ r<<x>r|wnr%zx)

_%1&m$m+géq@¢%x@@m
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Agrupando a segunda e a tultima parcelas, temos

) = T4 0) €)= 53T ?) = A [ ate) |Gla) = () )] o

Q

— M () ( [ @l e+ [ 1961 Fulujde+ [ r<<x>||wn|2dx)
+7 /Q (1)} (Gun) d — 1 / ()0 d.

Q

Sendo por hipétese K := sup |V (|, concluimos que
Q

1~
3T ) (Con) > 5T () = A |

() - (o) [0 = Gatun) (G| do

= gl ([ @l + & [ [Fulilds + [ 60170 Pac)
+7 /Q (1)} (Gun) d — 2 /Q ()0 d.

Pela hipétese (a3) e desde que ((x) =0 em Q~, temos

[ ot [ - Gotw)@un o = [ ate) |6 - Gatun(cn)| as
) = T4 ) €)= 53Tl = A [ o) [ Gn) = Gatun)(Gu)| do

= g0l ([ @l + & [ [Fulilds + [ 60170 Pac)
3 [t o do =T [ @)be

Q
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Majorando ((z) por 1, obtemos

) = T30 Ga) 2 5Tl = A [ (o) [G0) = Gotun)un da
1

= ) (/ |uny2dx+f</ |Vun|]un|dx—|—/ |Vun|2dx>
9 Q Q Q
—l—Z/(un)idx— 1/(un)id9€.
0 Q 6 Q

De modo que, agrupando as duas ultimas parcelas, encontramos

1 1~ 1
Dy (un) = 515 (un) (Qun) = 5 M([|unll?) — A/ a(x) | Gun) = Zg(un)uy | dx
0 2 O+ 0
6—06 6 1 9 9 ~
+ =7 | (wn)yde — ZM([lunl]) { unll” + | K|V |un|dz ).
60 O+ 0 Q
Note que 4 < 6 < 6 implica —6 < —6 < —4. Assim, 0 <6 —60 < 2 e,
portanto,
6—06 2

0<—69 <@.

Aplicando este resultado na desigualdade anterior, tem-se

) = T30 G) 2 5Tl = A [ a(a) [G0n) = Galun)un| d

O+
1 -
= 0l (ol + [ RVl )
(2.11)
Por (g3), existe 6 € (4,6) tal que 0 < 0G(t) < tg(t), VYt >0. Assim

A /Q a() [G(un) - %g(un)un} <\ /Q a() [G(un) . %QG(un)} = 0.
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Usando a desigualdade acima em (2.11), temos

1 1 1
Do (un) = 515, () (Cun) = S M ([Junl®) = M ([lwn]*) [[un

1 ~
= GRM () [ [Funluafda.
Q

(2.12)

Aplicando a desigualdade de Young para o ultimo termo de (2.12),

obtemos

1~ 1~
SR () /|Vun||un|dx< SR () l /|wn| dr + + /|un| dx}

:—KM ||un|| [/ |Vu,| d:p+/ |un|2d$}

b 2
= S KM ()

Deste modo,

1~ 1~
—5KM(||un|!2)/ (Vunllunlde = =52 KM (fJwn*)lfun]
Q

Substituindo esta desigualdade em (2.12), obtemos

Ml 2 2= M 12 s

Ix\n(“n)_ 20
(2.13)

1 1—
51 (n) (Cun) = oM ([lul*)—

0
Por (2.10) e (2.13) encontramos

1~ 1 1 ~
5 M(Ilwnll?) = ZM () unll” = 55 KM ([l Junl* < [lunll + C. (2.14)

Da definicao de M eda hipétese (M), temos
M M(t t
/ M(s)ds = / (5) ——sds > / sds = 2M(t). (2.15)
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E novamente por (M),

o [|en |2 [len ||
M(HunHQ) = i M(s)ds > i mods = moHunHQ. (2.16)

Assim, por (2.14), (2.15) e (2.16) temos

1~ s o112\ 1 ) S (11~
Z _ I > Z _ o
5 M (lluall) JWWMMNWMI(9+29K>_4ANWMH) M(J[unll*) { 5 + 555

Portanto,

1 1 1 ~
S K 2 < .

Desde que 6 é o que aparece em (ay), concluimos que

1 1 1 ~
KO_mO(Z_E_%K>

é positivo, implicando que {u,} é uma sequéncia limitada em H}(2). ]

Sendo H}(€) um espaco Banach reflexivo, existe ainda v € HJ(f2) tal

que, a menos de subsequeéncia,

u, —u em Hy(Q) (2.17)

u, —u em Lj (Q) (2.18)

para 2 < s < 6.

Podemos agora enunciar e demonstrar o préximo lema.
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Lema 2.4. Seja {u,} C Hy(Q)) uma sequéncia que verifica (2.17) e (2.18).
Entao

/Qa(x)g(un)unda:—)/Qa(x)g(u)udzv (2.19)

/Qa(x)g(un)uda:%/Qa(x)g(u)udx. (2.20)

Demonstracao. Seja Ry a constante positiva que aparece na hipétese (as),
de modo que a(z) < 0 se |z| > Ry e sup |a(z)||x|* < oo para todo R > Ry.
lz|>R

Se {u,} C H}(Q) verifica (2.17) e (2.18), existe u € H}(Q) tal que,

a menos de subsequéncia, u, — u em H}(Q) e u, — u em L{ (Q), com

loc

2<s<6.

Note que podemos escrever
Q= (2N Bg)U(Q\Bg),

onde 2 N Bi é um conjunto limitado. Assim, de (2.18) e pelo Teorema da
Vainberg (veja Teorema A.2), existe hy € L* (2N Bg) tal que, a menos de
subsequeéncia, u,(x) — u(x) quase sempre em Q N Bg e |u,(x)| < hi(z) em
Q) N Br quase sempre.

Assim, da continuidade da fungao g, obtemos

9 (un()) () = g (u(2)) u(z) em QN Br

|9 (un(2)) un(2)] < | (elun(@)]* + Celun (2)77) tn ()]

< Jelun(@)* + Celun(@)l"].
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Deste modo, |g (u, (7)) un ()| < ehf(z)+C.hi(z) quase sempre em QN Bg.

Desde que h%, h? € L' (Q N Bg), do Teorema da Convergéncia Dominada de
1

Lebesgue (veja Teorema A.1), temos

/QOB a(z)g(up)undr — a(x)g(w)udz.

QNBr

Resta mostrar que

lim a(x)g(uy)u,dxr =0
R—o0 Q\BR

uniformemente em n.

Por (2.1) segue que g(u,) < €lu,|* + Celu, |1, logo,

/Q\BR a(x)g(u,)updr = /Q\BR a(x)|z|? [g(rgllu"] dx

3 C q—1
< sup fafa)Jof? [ ElEE ol
j|>R Q\Bp ||
4 q
cof dmlrCin,
Q\Bg 2]

Assim,

|un|4

/ a(x)g(up)updr < Ca/ 5dr + CC
Q\Br O\Bpg 7]

|“n|q

Q\Bg |z ]2

(2.21)

dx

(2.22)

Aplicando a desigualdade de Holder no iltimo termo da desigualdade

acima, obtemos

1 1
g 1 1 r s
/ Ju ’2 dx :/ T |un|tdr < (/ Qde) </ |un|q5dx) :
Q\Bg || O\Bg || O\Bg || Q\Bg
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Note que

1
(L, )
o\Bg [T

3=

1 1 q
s 1 ra qs
</ |un|qsdx) :(/ e dx) (/ \unwsczx)q
O\Bg o\By T[> O\Bg
1
]_ '
= dx) [t |? 4 )
(L etr) ol

Logo, existe uma constante a > 0 tal que

1
q 1 v
/ %dm <« (/ —Qd:v> . (2.23)
o\Br 17| o\Bg 177"

Por uma mudanga de varidvel, tomando |z| = p, teremos

1 >~ 1 R
fom o= [, o= [, 7o
Q\Bpg R P R

Observe que a funcao serd integravel apenas se 3 — 2r < 0. Assim,

. 6 .
adotando convenientemente r = 6o onde ¢ € (4,6) como definido na
—q

3
hipétese (gz2), teremos g <r<o de modo que

1
/ Smdx < 00,
O\Br ||

L' (Q\Bg).
’x‘zre (\R)

Considerando uma sequéncia {R,,} de raios, obtemos

1 1
dx:/—XQB x)dx,
/Q\BRn 2=, e e

1
onde WXQ\BRn(x) — 0 quase sempre quando R, — oo, em que

portanto,

1
WXQ\BRn é a funcao caracteristica de W sobre Q\Bg,. Assim, pelo
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Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1),

lim
R—o0 Q\BR | €T

dr =0,

’27‘

isto é, dado € > 0, existe R = R(¢) > Ry tal que

1 1/r
(/ o dx) <e. (2.24)
O\Br ||

Numa andlise semelhante para o primeiro termo de (2.22), teremos

3
r implicando 3 < r para ¢ = 4, de modo que as estimativas acima

continuarao vélidas. Assim, usando (2.24) em (2.23) e aplicando (2.23) em

(2.22), encontramos

lim a(z)g(u,)u,dx = 0. (2.25)
R—o0 Q\BR

Lembrando que 2 = (2N Bgr) U (Q\Bg) para todo R, podemos escrever

lim | a(2)g(un)undz = lim lim [ /Q @y + / a(2)g () undz | -

n—o00 o n—o00 R—oo QNBg

Observe que por (2.25) o limite acima reduz-se a
lim [ a(z)g(uy)u,de = lim lim a(x)g(up)u,dzx.
n—oo [ n—o00 R—oo QNBg

Como a convergéncia (2.25) é uniforme em n, podemos fazer

lim [ a(z)g(u,)u,de = lim lim a(x)g(up,)u,dzx.
n—oo [ R—o00n—o0 QNBgr
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Assim, por (2.21)

lim [ a(z)g(u,)up,de = lim a(:c)g(u)uda::/a(x)g(u)uda:,

n—o0o Jo R—o0 QNBr Q

o que prova (2.19).

A demonstragdo de (2.20) seguird um raciocinio andlogo. Tomando
novamente a constante positiva que aparece na hipétese (a3) e {u,} C Hj ()
uma sequéncia que verifica (2.17) e (2.18), existe u € H}(Q) tal que, a menos
de subsequéncia, u, — u em H}(Q) e u, — u em Lj (), com 2 < s < 6.

Iremos escrever outra vez 2 = (2N Bgr) U (Q\Bg). Sendo 2 N Br um
conjunto limitado, de (2.18) e pelo Teorema da Vainberg (veja Teorema A.2),
existe hy € L* (2N Bg) tal que, a menos de subsequéncia, u,(x) — u(x)

quase sempre em N By e |uy(x)| < ho(z) em QN By quase sempre.

Assim, da continuidade da funcao g, obtemos

g (up(x))u(x) = g (u(z))u(r) em QN Bg

|9 (un(2)) u(@)| < [ (eftin(@)]* + Celun ()| u(2)]

< |(ehd(x) + Chg™ (@) ha()] .

Deste modo, |g (u,(z)) u(z)| < ehi(x)+C.hd(x) quase sempre em QN By.
Desde que hy, hi € L' (2N Bg), do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue (veja Teorema A.1), temos

/mB a(x)g(un)udr — a(z)g(u)udz. (2.26)

QNBg
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Resta mostrar que

lim a(x)g(up)udx =0
R—o0 Q\BR

uniformemente em n.

Por (2.1) segue que g(u,) < elu,|® + C.lu, |, logo,

/ a(x)g(un)udr = / a(z)|z|? [g(unQ)u] dx
B OQ\Br |$|
3 q—1
/ [efunf® + Celun|t M
Q\Br

||

< sup |a()|=[*
|z[>R

3 q—1
SC/ [elunl” + Celun| ™ Ju -
Q\Br

|z

Assim,

|un|3u ‘unlq_lu

/ a(z)g(uy)udr < C’e/ 5 dx+C’C’5/ ———dz. (2.27)
Q\Bgr O\Bgr |z O\Bgr ||

Aplicando a desigualdade de Holder no ltimo termo da desigualdade

anterior, obtemos

q—1 1 1/r (¢—1)/(g—1)s
/ |u"|—2udx < (/ _de> (/ US|Un|(q_1)sd.’E> .
oBn 7] o\Br 7% O\Bg

1
Como mostrado na demonstragao de (2.19), a fungao B serd integravel
T

6
apenas se 3 — 2r < 0. Assim, adotando novamente r = 5 ,onde q € (4,6)
—q

3
como definido na hipétese (go), teremos 3 < r < oo de modo que

1
/ —le' < oo,
OB |T]*"
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1
portanto, B € L' (0\Bg).

Considerando novamente uma sequéncia {R,,} de raios, obtemos

1 1
da::/—XQB (x)dx,
/Q\BM 2 o |z[z TR

1
onde WXQ\BRTL (r) — 0 quase sempre quando R, — oo. Assim, pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja Teorema A.1),

lim 5
R o\, [

dx =0,

isto é, dado € > 0, existe R = R(e) > Ry tal que

1 1/r
(/ 5 dx) <e. (2.28)
O\Br |z [?r

Ademais, sendo r e s expoentes conjugados, teremos nas condigoes acima

s =6/q. Aplicando a desigualdade de Holder generalizada,

(a=1)/(a—1)s 1/ma 1/mo
(/ us|un|(Q—1)sdx> < (/ umldl‘) (/ |un|(Q—1)m2d:L,) 7
QN\Br O\Bgr O\Br

1 1 1 g

com — + — = — = =,

m; ms s 6
Sendo por hipétese u € H(), pelas Imersoes Continuas de Sobolev

(veja Teorema A.7 no Apéndice) u € L%(Q), isto é, existe B; > 0 tal que,

1/m1 l/ml
</ umldm) < (/ umldx) < f. (2.29)
Q\Bg Q

Analogamente, sendo {u,} C H}(Q), pelas Imersoes Continuas de

para m; = 6,

Sobolev (veja Teorema A.7 no Apéndice) {u,} C L™(@~D(Q) se, e somente
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se, 2 <my(q—1) < 6. Note, porém, que para m; = 6 como adotado acima

teremos
6 + mo 6’
de modo que my(¢—1) = 6. Logo, {u,} C L™ D(Q), implicando

(un)?™t C L™2(Q), isto é, existe By > 0 tal que, para mgy = 6,

1/m2 1/m2
< / |un|(q1)m2d:c) < ( / \un\(ql)mdx) <8 (230
O\Bg Q

Numa andlise semelhante para o primeiro termo de (2.27), teremos

r= 64 implicando §< r para ¢ = 4, de modo que as estimativas
acima continuarao validas. Assim, usando (2.28), (2.29) e (2.30) em (2.27),
encontramos
lim a(x)g(up)udx = 0. (2.31)
R—o0 Jo\Bp

Lembrando que 2 = (2N Bgr) U (Q\Bgr) para todo R, podemos escrever

lim | a(z)g(u)udz = lim lim [ /Q - al@)glum)ud + / a(2)g(un )udz |

n—oo [o n—o00 R—oo QONBr

Observe que por (2.31) o limite acima reduz-se a
lim [ a(z)g(u,)udr = lim lim a(x)g(uy,)udz.
n—oo [ n—o00 R—o00 QNBgr

Como a convergéncia (2.31) é uniforme em n, podemos fazer

lim [ a(x)g(u,)udr = lim lim a(x)g(uy,)udz.
n—oo Jo R—o00n—o0 QNBgr
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Assim, por (2.26)
lim [ a(z)g(u,)udr = lim a(x)g(u)udx:/a(a:)g(u)ud:c,

n—o00 Jo R—o0 QNBg Q

o que prova (2.20), concluindo a demonstragao do lema.
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Capitulo 3

Demonstracao do Teorema

Principal - Caso Subcritico

Neste capitulo, provaremos o Teorema 1.1 no caso subcritico e para tal
consideraremos v = 0 sem qualquer restricao sobre o parametro \.
Sem perda de generalidade, tomaremos A = 1. Assim, o problema (P, ,)

se reduz a

M(||ul?)[=Au + u] = a(z)g(u) em (2,

(Pro)
u=20 sobre 0f),

cujo funcional associado é dado por

1

Io(w) = 53 (Julf) = [ a(a)G(u)ds

Seja {u,} € Hy(Q) uma sequéncia que satisfaz (2.7). Pelo Lema 2.3,
concluimos que {u,} ¢ limitada e, sendo Hj({2) um espaco Banach reflexivo,
a menos de subsequéncia {u,} converge fracamente para algum u € H}(Q)

[ver [4], p.69]. Sendo H}(Q) um espaco de Hilbert, se {u,} converge fraco
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para u, entao

|| < liminf [ju,||. (3.1)
n—oo

De fato, se u = 0 o resultado é imediato. Ja para u # 0, temos pela
convergéncia fraca (u,,u) — (u,u) = |jul|* e, pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz,

(Un, w) < lun[|Jull, ¥n N,

Passando ao limite com n — oo, temos
lim inf [[w,|].|Ju| > lim inf (u,, v) = ||Ju|?
n—00 n—00

que implica

|lu|| < lminf ||,
n—00

O que prova (3.1). Além disso, pela desigualdade triangular, teremos
[t = ul] < fJunll + [lull < k1 +lull, Vn €N,

sendo k; uma constante real positiva.
Mostramos entdao que (u, —u) é limitado em HJ (). Logo, por (2.7),
teremos 1{)(uy) (u, —u) — 0, isto é, para todo n suficientemente grande,

existe o0,(1) tal que

on(1) = Io(un)un — Ig(un)u
= M ([Jun?) {/Q|un|2d:v+/g|Vun|2dw} —/Qa(x)g(un)undm
— M (||un]?) UQ yuny.|uyda:+/9|Vuny.|vu\dx] +/Qa(a:)g(un)uda:.

Considerando a convergéncia fraca de {u,} e as convergéncias (2.19) e
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(2.20) demonstradas no Lema 2.4, encontramos
on(1) = M ([lunl®) [unll* = lJull®]

Pela hip6tese (M), ||u,]| > 0 implica M (||lu,||?) > mq. Assim,

Tim [Jug]| = ],
o que implica a convergéncia

lim ||u, —ul| =0,

n—oo

pois |, — ul]? = ||u|* — 2 < wn, u > +||ul*

Sendo Iy um funcional de classe C', considerando (2.7) e as convergéncias
acima, segue que I)(u) = 0, portanto, u é solugao fraca do problema (P ).
Além disso, se u ¢ solucao fraca para o problema (P ), entdo Ij(u)u_ = 0,

onde u_ := max{—u,0}. Portanto,

M (JlulP?) UQ VuVu_dx—F/Quu_dx] —/Qa(x)g(u)u_dx:(),

isto é,

M (Jlulf?) l /Q VuVu_dz + /Q uu_dx} _ /Q a()g(wyu_dr.  (32)

Observe que u = u; — u_, logo, podemos escrever (3.2) na forma

M (J[ulP?) Uﬂvm —u_)Vu_dx—l—/Q(qu —u_)u_dx} :/Qa(x)g (s —u)u_dz.
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Recordemos que u, e u_ possuem suportes disjuntos, entao

/V(u+ —u)Vudx—i—/ (uy —u_)u_de = / Vu,Vu_dx — / |Vu_|*dx
0 0

—|—/u+u d:L‘—/|u ?dx
{/]Vu |dm—|—/|u ]dx]

= —[u_|*.
Substituindo este resultado em (3.3), temos

=M (Jul?) -1 = [ ale)g (~u-)u-da.

Como ¢(t) = 0 para todo ¢t < 0, concluimos que —|u_||* = 0, o que

implica u_ = 0. Portanto, u = u, > 0 quase sempre em 2.
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Capitulo 4

Demonstracao do Teorema

Principal - Caso Critico

No caso critico consideramos v = 1, de modo que o problema (P, ) toma

a forma

M([|ul*)[=Au +u] = Aa(x)g(u) + [ul*u em (),

(Pr1)
u=20 sobre 0f),

cujo funcional associado é dado por

1

I(u) = 5z\7(||uy|2) - )\/Qa(x)G(u)dx - é/guidx.

Para provar o Teorema 1.1 no caso v = 1, lembremos que H} (Q) < L%(Q)
(veja Teorema A.7 no Apéndice). Considerando S a melhor constante de
Sobolev para a imersao H}(Q2) < L5(2), entdo S é a maior constante tal
que

Slulps) < lull iy, Yu e Hy(Q).
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Logo,

/ |Vu|*dx
nf {2

1 .
ue HY()\{0} 1/3
0 (/ |u|6dx)
Q

Sabemos ainda que S nao depende do conjunto €2 e nunca é atingido,

(4.1)

exceto quando = R3. Neste caso,

S = 2o 75 (4.2)

onde U(x) , sendo C3 a constante tal que —AU = U® em R3.

— 3
] + 1
A partir de agora, provaremos uma estimativa para cy ; como definido em

(2.8). Para simplificar a notacao, adotaremos ¢y 1 := c,.

Lema 4.1. Supondo vdlidas as hipdteses (M), (Ms), (a1) - (a3) e (¢1) - (g3)

para o problema (Py1), entdo

lim ¢, = 0.
A—00

Demonstragdo. Seja vy € H}(2) a fungao dada na demonstracio do Lema
2.2, isto é, vg > 0 em QT e [Jvg]| = 1. Desde que o funcional I, verifica
as duas geometrias do Teorema do Passo da Montanha (como mostrado no

Lema 2.1 e no Lema 2.2), existe t) tal que

I (tavo) = r?;aoxl,\ (tvo) e Iy (tavg) = 0.
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Sendo vy normalizado, temos

I} (tavo) tavg = M (|[tavo||?) (/Q (tavo) (tavg) dx + /Q V (tyvo) V (tavo) da:>

—/ (t,\vo)itwgd:c—k/a(x)g (tavo) tavodz
Q Q

= M (£]|vo])?) ( / [tavo|2dz + / |V(twg)|2dx) - / (trvo)® da
Q Q Q

—)\/a(x)g (tavo) tavodz
Q

= gM () -4 |

Q

(vo)%dx — )\/Qa(x)g (tavo) tavode.

Desde que I} (tyvg) tavg = 0, obtemos

gy () =4 [

Q(Uo)ﬁd{l? + )\/ a(x)g (tazvo) taved. (4.3)

Q

Assim,

2M (2) > 6 / (vo)"da.
Q

Da desigualdade (2.4)

(B +1) ML) >68M(8) > ti/(vo)Gd:ﬁ.
Q

Portanto, para qualquer sequéncia A, — 00, existe uma sequéncia
ty, — to para algum nimero real ty > 0, caso contrario, terfamos M (1) > oo,
um absurdo. Mostraremos agora que to = 0. Se t; > 0, teriamos uma

contradi¢ao. De fato, a equagao (4.3) implica que a expressao

tin/(vo)ﬁd:v—l—)\n/a(x)g (ta, Vo) ta, vodx
Q Q
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é limitada, o que por sua vez nos remete a afirmar que

- /Q(UO)6dx

¢é também limitada, o que nao pode acontecer, uma vez que

An/ a(z)g (tr,vo) tr,vodz < 1S + 15 M (t3,)
Q

lim )\n/a(a:)g (tx,v0) ta, vodr = 0.
Q

Ap—r00

Portanto, tg = 0.

Usando as notagoes e resultados do Lema 2.2, definiremos o caminho
t(tivg) = te := n.(t), de modo que 7,(0) = 0 e I\(e) = I, (n(1)) < 0 e,
consequentemente, 7,(t) € I', como definido em (2.9). Finalmente, de (2.8)
e da definicao de ¢y, temos

1~
= inf I (n(t)) < I (n:(1)) = I (thvg) < =M (£2).
0 < ey = Inf max A(n())_trg[%x(n()) A (o) = SM(85)

Pela continuidade da funcao M junto com o limite ), — ¢y = 0 temos

1 —
§M (t3) — 0 o que implica (pelo Teorema do Confronto)

lim ¢y = 0.
A—00

Demonstragao do Teorema 1.1 no caso critico (v =1)
Mostraremos que a sequéncia Palais-Smale {u,} que satisfaz (2.7) possui

uma subsequéncia (que continuaremos denotando por {u,}) tal que

lim / ]un]6da::/|u|6dx. (4.4)
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e ainda

Jim fu? = [l (45)

Sendo H}(Q2) < L%(Q) e |Vu| € L*(Q2), entdo, se necessario estendendo
por zero as fungoes fora de ), para todo u € H}(Q) tem-se u € D?(R3).

Assim, a fim de provar (4.4), a menos de subsequéncia, podemos supor
u,|® — |u|® + v e |[Vu,|?* = |[Vul*> + 1 no sentido das medidas de Radon.
Assim, pelo Lema de Concentracao e Compacidade de Lions (veja Lema
A.6 no Apéndice), existe um conjunto A de indices, no maximo enumeravel,
duas familias de nimeros reais nao negativos {v;}ien € {fi}iea € sequéncias

{x;}ien C R? tais que

V= Zwémi, p> Zméxi e Suﬁ < i
ieA ieA

para todo i € A onde (6,,,») = ¢(x;) é a chamada Medida de Dirac de massa
1em x; € Q.

Afirmamos agora que A = (). Argumentando por contradicao, assuma
A # (. Considere uma fungao ¢ € C5° (R3, [0, 1]), tal que ¢ = 1 sobre By(0),
¢ = 0 sobre R3\ By(0) e |V¢|s < 2.

Como {u,} é, por hipétese, uma sequéncia Palais-Smale que verifica (2.7),
entdo pelo Lema 2.3 {u,} é limitada. Além disso, fixando i € A, definamos
uma funcdo ¥,(z) = ¢ (m i

restrita ao intervalo [0, 1].

), onde ¢ > 0, entao 1, também ¢ teste e

Mostraremos que {u,1,} é limitada em H;(2). De fato,

untioll? = / IV (unthy) e + / iy P
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Como ¢,(z) < 1 para todo z € €2, temos
ol < [ 19 (wnto) P+ | Jua P
Q Q
Desenvolvendo |V (u,1,) |* encontramos
ol < [ fnVe + 0oV + [ Ju e
Q Q

Recordemos que para quaisquer «, 3, existe C' > 0 tal que (a + 5)2 <
C (o + B?). Assim,

lunthgl? < € [ [ v [ Wunﬁdx] + [ funfas,

e novamente de 9,(z) < 1, obtemos

HuanHQ <C [/ \unvwg]2dz+/ ]Vun\zdx] +/ ]un\de
Q Q Q
§/|unv¢g|2d:ﬁ+0/|Vun|2dx+/|un|2dx.
Q Q Q

Tomando C' = max{C, 1} na desigualdade anterior,

il < / a2V + Tl

Aplicando a desigualdade de Holder com expoentes 3 e 3/2, temos

<[] [fesra]”

= |un| 7o) VibelLso) + Cllunl®
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Da imersao continua H}(2) < L5(2) (veja Teorema A.7 no Apéndice),
lunthell* < Crllunl*IVebglzs o) + Cllual.

Observe que, da forma como foi definida, fixado x; € €2, temos 1, = 1 em

By, (x;) e supptp, C Bay(x;). Assim,

17372 1/37 2
2 3 3
|V¢Q|L3(9):[(/ |wg|) ] - (/ |wg|) .
Q Bao(z:)\Bo(%:)

Usando mudanga de variaveis, obtemos

2 3 s)* 3 &b 2
|kumy—KL%Jvm) ]—I<Aww) ]«—wwm@.

Deste modo,
[unthell® < Cillunl?IVo|7a () + Cllual*.

Desde que {u,} C H}(Q) é limitado e |[V¢|oo < 2, concluimos que
existe uma constante real k > 0 tal que ||u,t,|> < k, provando que
{untp,} é limitada em H}(Q). Deste modo, teremos novamente de (2.7)
I (up) (uptp,) — 0, isto é,
on(1) = M (||lun|?) {/ Vu,V (unth,) dx—i—/un (unby) d:zc} —/ (un)iun%dx

Q Q Q
—/\/a(x)g(un)unwgdx
Q
=M (||un|]?) [/ |Vun|2V@Z)Qd:E—|—/unVunVﬂ)gdx—l—/ |un|21/19dx}
Q Q Q
= [ ) e = [ awhglun)untode
0

Q
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Deste modo,

M(HunHQ)/QunVunvadmjLM(HunHQ) {/Q]Vun\vaQd:L‘jL/Q]un]ngdx] =
+)\/Qa(:v)g(un)un¢gdm+/ﬂ(un)G Yodz + 0, (1).

(4.6)

Provaremos que
E—% {Ji_{ilo/gunVunvwgdx} =0, (4.7)
Eﬁ% { lim /Q ]un|2wgdaz} =0 (4.8)

e
gi_rf(l) {JEEO/QG(:E)Q(U”)%%’CM} = 0. (4.9)
Note que
/QunVunV?ﬂgdx §/Q\Vun].\unv¢gldx.

Usando a desigualdade de Holder com expoentes 2, temos

1/2 1/2
< </ |Vun]2dx) (/ \unvwg|2dac> ,
Q Q

e desde que {u,} ¢ limitada em H}(Q),

1/2
<C (/ |unv¢g|2dx) .
Q

Observe ainda que, da forma como foi definida, fixado z; € 2, ¥,(z) =1

/ U, Vu, Vh,dz
0

/ u, Vu, Vi, dz
Q

sobre B,(z;) e suppt, C Bay(x;). Assim,

1/2
sc( / |un|2|w@|2dx) .
Bz (2i)\Be(z:)

o4

/ u, Vu, Vi, dz
Q




Desde que u,, — u em H}(Q), temos u,, — u em L2 (Q), portanto,

loc

1/2
<cl[ PV
Bay(z:)\Bo(z:)

Usando novamente a desigualdade de Holder, agora com expoentes 3 e

lim
n—oo

/ Up, VU, Vh,do
Q

3/2, encontramos

1/3 2/3 1/2
lim /unVunvwgdx <C (/ (]u\2)3dx> (/ (]Vq/;g|2)3/2 dx> :
e lJa Bay(w:)\B,(x:) Bay(w:)\By(x:)
ou ainda

1/6 1/3
lim /unVunVQ/)gda: <C (/ |u|6da:> (/ |V@/}Q|3dm> :
n=oo | Jo Bao(xi)\Be(;i) Bao(2:)\Bo(w:)

Por mudanca de variavel, temos

1/6 1/3
<C </ |u|6dx> (/ |v¢y3da;) :
Bag(w:)\Bo(=:) B2(0)

Desde que EL%/Q |u|6X329(xi)\BQ(m)dx = 0, entao

lim
n—oo

/ Up, VU, Vi, da
Q

lim [lim /unVunV¢de] =0,
Q

0—0 | n—o0

o que prova (4.7).

Observe ainda que

/ uZip,dx
Q

< [ Junluntlde.
Q
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Usando a desigualdade de Holder com expoentes 2, temos

< ([ jwfa) " ([ otoPac) "

e desde que {u,} é limitada em H} (),

1/2
’/uizﬂgdm <C (/ ]unzﬂQIde) ,
Q Q

Novamente, da forma como foi definida, fixado x; € €2, temos 9,(z) = 1

u Zab,dx| <

sobre B,(z;) e suppt, C Bay(z;). Assim,

1/2
‘/uiwgdx <C / |1, |*dx .
Q Bao (i)

Desde que u,, — u em Hj (), temos u,, — u em L} (), portanto,

1/2
<C (/ |u¢g‘2dx> :
BQQ(Ii)

Usando novamente a desigualdade de Holder, agora com expoentes 3 e

li 29b,d
tim | [ st
3/2, encontramos

1/3 2/37 /2
sl T
Bag(x;) Bao(xi)

1/6 1/3
<C ( |u|6dx> ( ]w9\3dx> :
B2g($i) BQQ(Ii)

- 2

lim ‘ / U, Yodx
n—o0 Q

ou ainda

lim
n—oo

/ uZa,dx
Q
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Sendo ¢,(x) =1 em B,(x;), obtemos

1/6
SC( IU\Gdﬂf> | By () ['?,

B2g($i)

lim ‘ / u?ih,dx
n—oo Q

onde |B,(z;)| é a medida de Lebesgue do conjunto B,(x;).

Desde que
lim/ |u|® Xp,, (2 dz = 0,
Q

0—0
entao

i [y [ wtvts] o
o que prova (4.8).

Por fim, observe que

/Q a(z)g(un)uy,de

< / a(2)g 2 |ttt

Novamente, da forma como foi definida, fixado x; € €2, temos 9,(z) = 1

sobre B,(z;) e suppty, C Ba,y(z;), de modo que

/Q 0(2)g ()

< [ Jatig(w) Hunbolds
B29($i)

Sendo a uma funcdo continua e Bs,(z;) limitado, existe uma constante

positiva k tal que |a(x)| < k em Ba,(z;). Assim,

<k | lglua)|-hun,lde.

B29(xi)

/Q 0(2)g ()t

Da condigao de crescimento da funcao g, temos

/Q 0(2)g ()t

<k / (elual?® + Celun]”™) Juntt,da,
Boo(xs)
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ou ainda

/Q a(z)g(un)unth,dz

< k/ (eltal* + Celun|?) [tlda.
B

20(23)

Desde que u,, — u em H}(Q), temos u,, — u em L, (), com 2 < s < 6.

loc

Assim,

< ke | |ul*v,ldz +kC. [ |ul?,|dz. (4.10)

BQQ(xi) B2g(zi)

lim
n—oo

/Q a(x)g(un)unth,da

Usando a desigualdade de Holder com expoentes 3/2 e 3 na primeira

parcela do segundo membro de (4.10), temos

2/3 1/3
|u|4|¢g|dxs[/ (|u|4>‘°’/2dx] ( |w@|3dx> ,
Bap(z:) Bap(z:) Bao (i)

ou ainda,

2/3 1/3
/ |u|4|w9|dx < (/ |u|6dm) ( |¢Q|3dx> )
Bap(z:) Bao(z:) Bao(z:)

Sendo ¢, =1 em B,(z;), concluimos que

2/3 1/3
/ [l < ( / rmﬁm) ( rwgf’dx)
Bap(z;) Bao(z;) Bo(z;)

2/3
=< IUIﬁdx) | By(:)['?,

B29($i)

onde |B,(z;)| ¢ a medida de Lebesgue do conjunto B,(x;).

Analogamente, usando a desigualdade de Hoélder com expoentes 6/q e
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6/(6 — ¢) na segunda parcela do segundo membro de (4.10), temos

a/6 (6-4)/6
6 6

/ <ru|q>qu] ( |wg|wdx) ,
Bag(2:) Bap(x:)

/ 9|l <
B2g(5’3i)

ou ainda,

Bao(z:) Bao(z:) Bap(z:)

a/6 , (6—9)/6
|u|q|¢g|da:§( |u|6dx> ( |¢g|66qd;p> dor.

Sendo ¢, =1 em B,(z;), concluimos que

q/6 (6—q)/6
6
|ul?|tholda < |ul®dz |tho| 5~ dz
Boy(z4) Boy(x4) Bo(i)

q/6
—< IU\ﬁdOC) | By ()|~ 9/°,

BQQ(mi)

onde |B,(z;)| é a medida de Lebesgue do conjunto B,(x;).

Assim, substituindo as desigualdades anteriores em (4.10), encontramos

2/3
lim /a(m)g(un)un%dm < ke |ulda | By(i)['?
n—oo 0 BQg(mi)
q/6
+hC | [ ful’da | By()|©°,
Bag(zs)
Desde que

0—0

lim/ |u|® Xp,, (2 dz = 0,
Q
entao

lim {lim /Q a(x)g(un)un@bgdx} o,

0—0 | n—o
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o que prova (4.9).
Substituindo (4.7), (4.8) e (4.9) em (4.6) e usando o Principio de
Concentracao e Compacidade de Lions (veja Lema A.6 no Apéndice),

obtemos

M (elP) [ e < [ e+ o)

Sendo M crescente, temos

mo [ oo < 31 () [ voude < [ e+ o, (1),

Assim,
mo/z/)gd,ug/@/)gdquog(l).
Q 0

Fazendo ¢ — 0 concluimos que mou; < v; para todo i fixado. Utilizando a
2
teoria das medidas de Radon, segue que moSv; < mou; < v;, logo, moS < v2.
Deste modo,

v > (moS)2. (4.11)

Devemos mostrar agora que a desigualdade acima nao pode ocorrer, o que
provara que o conjunto A é vazio. Argumentando por contradicao, suponha
v; > (moS )% para algum i € A. Assim, desde que que {u,} é uma sequéncia
(PS)e.,, temos

1
I(u,) — 5[’(un)un — Ch,
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isto é,

1

cx+on(1) = I(uy,) — 5]’(un)un
= 53 (10a1P) = G () 1l = A | a(o)Glan)o

A 11 ]
+ E/Qa(x)g(un)undm—i— (5 — 6) /Qundx

= 58 (1) = G () P+ 5 [ (o) lnglan) = 06 )] o

11 ;

Observe que por (as), existe Ry > 0 tal que a(z) < 0 para |z| > Ry e por

(g3) segue que tg(t) — OG(t) > 0. Assim,

/Q () [ing (1) — 0G (uy)] dz = / 0() [t (1) — 6G ()]

|z|<Ro

T / 0(z) [ung (tn) — OG (uy)] diz

z|>Ro
> /| o) g () = 6G )

de modo que

1~ 1 11
ex+0,(1) 2 SM ([[un]?) = 2 M ([lunl?) Jual* +{ 5 — = / Updz
2 0 0 6)Jg

A
— [ a(z) lupg(u,) — 0G(uy,)| dz,
+5 0 bugon) — 06

0 z|>Ro

ou ainda,

1—~ 1 11
ex+0,(1) > SM ([[un]*) = ZM (lunl®) unl* + {5 = =) [ uide
2 0 0 6)J,

42 /| a(2)g(tn)tndz — A / a(z)G(uy)dz.

0 z|>Ro z|>Ro
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Observe que

—/\/|a(a:)G(un)dx >0,

z|>Ro

portanto,

1~ 1 A
ex 0,1 2 53 (Jul?) = G (eal?) P+ 5 [ ale)gCun)ind

0 z|>Ro
11 .
S dz.
+(5-5) [ e
Além disso, como ]\/4\(75) > (1/2)M(t)t, temos

1

— 1 1 1
ST () = 530 (1) Nl > 207 () 1 = 237 ()
_ (L 1 2 2
= (37 5) M (1al®) o)
S 1 1
=\1 " 9 mo||un||

Assim, encontramos

1 1 A 1 1
o) 2 (G5 ) mollwl+ 5 [ oot (G5 [ ibae

Como 6 > 2, temos 1/4 —1/6 > 0, logo

ey +on(1) > L / uldr + 2 a(x)g(un)u,dx
6 6) ), g

|z|>Ro

1 1 / 6 /\/
= - = u,dr + — [ a(z)g(u,)u,de.
(9 2*> Q 0 |$\Z<Ro> ( )
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Assim, sendo 1, < 1, obtemos

cx+on(1) > <1 - i*> / uflda:+/a(:c)g(un)unda:
0 27) Jo 1> Ro
11 )
7 > /wgundx—i-/a(x)g(un)undx.
Q |z|>Ro

Tomando R > Ry, com R — oo na desigualdade anterior e pela

A%

convergéncia (2.25), encontramos

1 1
exFon(l) > (5 — §> /Qiﬂgugdx.

Por fim, fazendo n — oo, obtemos

oy > (% — %) > y(a)v = (% - 23) 2;1/@- > (% - %) > (moS)*2.

1EA

Portanto, temos

1 1
x> (5 - 2—> (moS)?. (4.12)
1 1
Pelo Lema 4.1, existe A\, > 0 tal que ¢, < (5 — ?) (moS)3/? para todo

A > A, o que contradiz (4.12), portanto, o conjunto A de indices é vazio.

Recordemos que |u,|® — |u|® + v, isto &,

] = [0l + ) vida,

LIS

Assim, como o conjunto A de indices é vazio, v = 0 e teremos |u,[% — |u|®

em M(), isto é, para todo ¢ € Cy(RY) obtemos < ul, ¢ >—< u ¢ >, ou

[ unlods = [ ul o,
RN RN

ainda
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sendo p =1 em ().

Deste modo,

/|un|6g0d:t—|—/ |un|6<pdx—>/|u|6g0dx—|—/ |u|6<pdx,
Q RN\ Q RN\

implicando
[ tnlbedo = [ uppds
Q Q

para todo ¢ € Cy(€2), o que prova (4.4).
Para provar (4.5), utilizaremos o Lema 2.3 novamente partindo para uma
subsequéncia de modo a assumir lim ||u,||* = A para algum ntimero real
n—oo

A > 0. Sendo {u,} uma sequéncia limitada e que verifica (2.7), temos

I ()it = M () lanll? )\/Qa(x)g(un)undx - /Q fup S — 0

)6 = M (o) < .6 > = [ alw)glnyoe = [ fu,Pods o0

Q
(4.13)
Assim, por (4.4) e pelo Lema 2.4, obtemos
lim M ([lug|?) [|uall” = )\/ a(x)g(u)udx—i—/ |u|®da. (4.14)

Usando (M), para todo ¢ € H}(£2), obtemos a igualdade (4.13) de modo

que

M(A) { /Q VuVodr + /Q uqbdx] =\ /Q a(x)g(u)pdr + /Q lu|*ugdz. (4.15)
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Tomando em particular ¢ = u em (4.15),

i M (o) ] =3 [ aolg(yude + [ ful'ds = M) ul?

assim,

lim [un||* = [Jull*.
n— o0

Portanto, (4.5) é valido.
Para A > )\, sendo I, um funcional de classe C', considerando (2.7) e
as convergéncias acima, segue que I} (u) = 0, portanto, u é solucdo fraca do

problema (Py ;). Além disso, se u é solugao fraca para o problema (P 1),

entao I§(u)u_ = 0, onde u_ := max{—u,0}. Portanto,

M (J|ul?) [/ VuVu_dx—l—/uu_dx} —)\/ a(m)g(u)u_dx—/ luy |Pu_dx = 0,
Q Q Q Q

isto €,

M (J|ul?) [/ VuVu_dx+/uu_dx] :)\/a(x)g(u)u_dx+/ luy [Pu_dz.
Q Q Q Q

(4.16)

Observe que u = u; — u_, logo, podemos escrever (4.16) na forma

M (J[ul?) [/QV(U+—u_)Vu_dx—i—/Q(qu—u_)u_dx} :/Q|u+|5u_dx

+ A /Q a(z)g (uy —u_)u_dx.
(4.17)
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Recordemos que u, e u_ possuem suportes disjuntos, entao

/V(u+ —u)Vudx—i—/ (uy —u_)u_de = / Vu,Vu_dx — / |Vu_|*dx
0 0 0 0

—|—/u+u_dx—/ lu_|2dx

Q Q

= — [/ ]Vu_|2dx—|—/ |u_]2dx]
Q Q

= —lu-|P?,
e ainda, |u, [>’u_ = 0. Substituindo estes resultados em (4.17), temos
=M () -1 = A | alo)g () u-de

Como ¢(t) = 0 para todo ¢t < 0, concluimos que —|u_||* = 0, o que

implica u_ = 0. Portanto, u = u, > 0 quase sempre em 2.
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Apeéendice A

Alguns Resultados Utilizados

Aqui, exibiremos alguns dos resultados utilizados no decorrer deste trabalho,
bem como algumas definicoes importantes que serao necessarias para a

demonstracao de parte dos mesmos.

Teorema A.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja
{fn} uma sequéncia de fun¢des integrdveis que converge quase sempre para
uma fung¢ao mensurdvel de valores reais f. Se existir uma funcdo integrdvel

g tal que | f,| < g para todo n, entao [ € integravel e

/ fdy = lim / Fudy.

Demonstragao. Veja [3] p.44. O

Teorema A.2 (Teorema de Vainberg). Seja {f,.} uma sequéncia de fungoes
em LP(2) e seja ftal que |fn — flr) — 0. Entdo existe uma subsequéncia
fn, € uma fungio g € LP(Q2) tal que

(a) fn.(x) = f(x), quase sempre em §2;

() |fu (@)] < glx), quase sempre em €.
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Demonstragao. Veja [4] p.94. O

Definigao: Seja X = (X, d) um espaco métrico. Uma aplicacao F': X — X
¢ dita uma contracao sobre X se existe um nuimero real positivo a < 1 tal

que para todos x,y € X, d(Fz, Fy) < d(z,y).

Teorema A.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (X, d) um espago
métrico nao vazio. Suponha X completo e seja T: X — X uma contragao

sobre X. Entao T possui precisamente um unico ponto fixo.
Demonstragao. Veja [8] p.300. O

Definicao: Sejam X, X5, X3 espacos de Banach. Uma aplicagao f: U C
X x Xy — X3 (nao necessariamente continua) é lipschitziana (ou Lipschitz)
em relagdo a segunda varidvel se existir C' > 0 tal que |f (z,y) — f(z,2)| <

Clz —vyl|, Y(z,2),(z,y) € U. (Observe que C' é o mesmo para todo z).

A seguir, demonstraremos o Teorema de Picard, em uma adaptacao da
demonstragao de [8]. Este teorema serd importante para a demonstragao do

Lema da Deformacao, o qual serd enunciado em seguida.

Teorema A.4 (Teorema de Picard). Seja (X,d) um espaco de Banach
e f: [to—a,to+al x B(xg,b) C Rx X — X wuma aplicagio limitada,
continua, lipschitziana em relacao a sequnda varidvel. Entao, existe uma
unica solugao do problema de Cauchy correspondente a f com valores iniciais
x(ty) = g, definida no intervalo [ty — a, to + a, onde « = min{a,b/M} e

M = sup{|f (t.) |: (. 2) € [to — a,to + a] x B (z0,0)}.

Demonstragdo. Considere o espago vetorial CY = C°([tg — a, ty + ], X)
dotado da norma uniforme (||¢|| := sup | (z)|,z € [to — a, to + a]). Temos

da analise funcional que C° é um espaco de Banach. Seja C o subconjunto
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de C° dado por C := C° ([to —a,ty+ af ,m>, isto é, o conjunto das
aplicagoes continuas cujo dominio é [ty — «,tp + @] e cujas imagens estao
contidas em m. Note ainda que C ¢ um fechado de C°. Em particular,
como C? é espaco de Banach, conclui-se que C é um espaco métrico completo.

Definamos a aplicacao F': C — C dada por:

F((t) = $0+/t f(s,9(s))ds.

Temos, portanto:

e [ estd bem definida. De fato, F'(¢)) é uma aplicagdo continua desde

que ¥ também seja continua. Além disso, se ¥ € C, temos

to

:M’t—to‘ SMOégb,
o que significa que a imagem da aplicagdo F'(¢) estd contida em
B (z,b) se ) € C. Logo, F' leva aplicagoes de C em C.

e Os eventuais pontos fixos de F' sao solucoes do problema de Cauchy

com dominio [ty — a, ty + .

e Existe ng € N tal que F™ é contracao para todo m > ng. De fato,
seja ¢ a constante de Lipschitz de f em relacao a segunda variavel. Por

inducgao, provaremos que para todo m € N, todo t € [ty — a, tg + @], e
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para todas o1, s € C
Cm
[E™ (1) (t) = F"(2) (0)] < St = to["d (1, 2) .

De fato, para m = 1, temos

t

[E(p1)(1) = F(p2)(8)] = [ (s,01(5)) = [ (5, p2(s))] ds

/ £ (s.01(5) = f (5 02(6))
_/ d (1, p2) ds

to

< cft —told (¢1, @2) -

Assumindo a hipdtese de inducao valida para m > 1, e sendo f de

Lipschitz em relacao a segunda variavel, temos:

[F™ 1) (1) = ™ o) ()] = |[F [F™ (@1)(t) = F™ (2) (D))

t [f (s, F™ (01(5))) = [ (s, F™ (p2(s)))] ds

< / 1f (5, F™ (1(5))) — £ (5, F™ (i02(5)))]| ds
< / c[F™ (01(5)) — F™ (ipy(s)) |ds

to

t m
c
SC/ —|S—to|md(901,¢2)d3
t -

0

Cm+1
< d (1,2 / |s — to|™ds
m)!
ol |s _ 750|m+1
= d L) BN
m! (1. 2) m+1 ’to
_ Cm+1 ’t t‘m+1d( )
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o que conclui a indugao.

Visto que |t — to] < «, temos que

o™

A" (1), ™ (22(0)) < = (1, 02).

Observe que o fatorial domina qualquer exponencial, isto é,

lim — =0
n—oo Ml
n
De fato, se fizermos n — oo em — teremos uma indeterminacao.
n!
Aplicando L’Hospital, temos
.oa . nlna
lim — = lim

nooenl  noeo (m— D)l +n[(n— 1)

Sendo Ina constante, prova-se a afirmacao. Portanto, para todo

m > ng, temos que F™ é uma contracao, como queriamos mostrar.

Como C ¢é um espago métrico completo e F': C — C, segue do Teorema
do Ponto Fixo que F™ possui um tunico ponto fixo. Seja p o unico ponto
fixo de F™, p é também o tnico ponto fixo de F, pois F(p) = p implica
F (F™(p)) = F(p) se, e somente se, F'™ (F(p)) = F(p).

Conclui-se assim que F(p) é também ponto fixo de F™, e como este
¢é tnico, F(p) = p. Como todo ponto fixo de F' é também ponto fixo
de F'™, segue-se que F' s6 possui este ponto fixo. Como vimos no inicio
desta demonstracao, isto equivale a existéncia de uma tnica solucao para o

problema de Cauchy. O

Defini¢ao: Seja X um espaco de Banach, / € C'(X,R) e X = {u € X :

I'(u) # 0} o conjunto dos pontos regulares de I. Dizemos que a fungao
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Q: X = X éum campo pseudo-gradiente para I quando ¢ ¢é localmente
lipschitziana satisfazendo

(a) flo(u)llx <21 (w)llx e

(b) I'(u)e(u) = |1 ()% -

O Lema da Deformacao é parte importante da demonstracao do Teorema
do Passo da Montanha, o qual sera enunciado e demonstrado em seguida. A

demonstracao abaixo pode ser encontrada em [13].

Lema A.1 (Lema da Deformagao). Sejam X um Espago de Banach, ¢ € R,
IeC'(X,R) ec>0. Se
11 (w)|| > 4e (A.1)

para todo u € I ([c — 2e, ¢+ 2¢]), entdo existe n € C* (X, X) tal que:
(A) n(u) =u, Yug I ([c—2ec+2¢]) e
(B) n(I¢t¢) C I¢7¢, onde I := 71 (] — 00, d]).

Demonstracdao. Definamos a funcao v: X — R dada por

B dist (u, X\ A)
 dist (u, X\ A) + dist (u, B)’

(u)

onde A:=T"1([c—2e,c+2])e B:=I"(c—¢,c+e]).

Para mostrar que a fungao 1 esta bem definida, mostraremos que a soma
das distancias dist (u, X\ A) + dist (u, B) > 0. Suponha, por contradigao,
que exista u € X tal que dist (u, X\A) + dist (v, B) = 0, isto é, que
dist (u, X\ A) = 0 e dist (u, B) = 0.

Como I é por hipétese continuo e sendo [¢ — €, ¢ + €] fechado, temos que
B := I"'([c—¢,c+¢]) é fechado em X (Banach) o que implica que B ¢é
fechado. Desde que B é fechado e dist (u, B) = 0 segue que u € B = u € B,

72



isto é,
c—e<I(u)<c+e. (A.2)
Por outro lado, sendo I é por hipdtese continuo e [¢ — 2¢, ¢ + 2¢] fechado,
entao A := I ([c — 2¢,c+ 2¢]) é fechado em X (Banach), o que implica

A fechado e X\ A aberto. Assim, dist (u, X\ A) = 0 implica que u € X\A,

entao existe uma sequéncia {u,} C X\ A tal que u,, — u, ou seja,
I(u,) < c—2e ou I(u,) > c+ 2e.

Passando o limite com n — oo nestas ultimas desigualdades e da

continuidade do funcional I, encontraremos
I(u) <c—2e ou I(u)>c+ 2e.

O que contradiz (A.2).
Note que a distancia ¢é lipschitziana. De fato, definindo d: X — R de
modo que z +— d(z,Y) = in}f/ |z — y|. Aplicando a desigualdade triangular,
ye

temos para x1,T9 € X:

|d(21,Y) —d(21,Y)] =

inf |r; — y| — inf |zy —
y€Y| 1 y| er‘ 2 y|'7
e pelas propriedades de infimo,

|d(2z1,Y) —d(2,,Y)] =

ingflr = ]~ lea |

Observe que, |z1—y|—|r2—y| = |v1—22+z2—y|—|r2—y| e da desigualdade

triangular obtém-se |z —y|—|za—y| < |z — 22|+ |22 —Yy| — |22 —Y| = |21 — 22|
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Assim,

’d(l’l,Y) — d(ZEl,Y)| S

= ’Il — ZE2|.

inf |z — 29|
yey

Mostramos entao que existe uma constante L > 0 (em particular, L = 1)
tal que
|d(21,Y) = d(21,Y)] < |z — o,

provando que a distancia é lipschitziana.
Desde que a distancia € lipschitziana, a fungao 1 é continua e localmente
lipschitziana. Observemos ainda que ¢» =0 em X\A e ¢ =1 em B.

Seja p: X = X um campo pseudo-gradiente para I e definamos

—(u plw) se u
= 1w * e

0, se ue X\A.

Notemos que W é localmente lipschtiziana (pois é definido como o
produto de duas fungoes localmente lipschitzianas) e ||W(u)|| < 1 para todo
u € X. De fato, para u € X\A, este resultado é imediato uma vez que

|W(u)|| =0 < 1. J4 para u € A, temos pela definigdo de ¥ que |[¢]] < 1e

ainda:
p(u) p(u)
Wl = || -t 5] | = bl || | = et <1
[lo(w) lo(w)]]
Assim, do Teorema de Picard-Lindelof, para cada u € X, o problema de
Cauchy
d
%U (ta U) =W (U (t7 U)) )

o(0,u) =u

possui uma unica solugao o (+,u) definida em R com 0 € C'(R x X, X).

Consideremos a funcdo n definida em X por n(u) := o (1,u). Desde que
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W(u) = 0 para todo u € X\ A, entdo o (t,u) é constante para cada u € X\ A.
Desde que o (0,u) = u, temos que 7 satisfaz (A).

Notemos ainda que

d , d o _
%I (o (t,u)) =1"(o(t,u)) prd (t,u) =1"(o (t,u)) W (o (t,u)) =0, (A.3)

para todo o (t,u) € X\A.

Para todo o (t,u) € A, encontramos:

d , d
(o () =1 (0 (t,u) —o (t,u)

= I' (o (t,0)) W (0 (t,u))

= I (o (1)) (o () T )

lp (o (8, w)) I

Desde que ¢ é um Campo Pseudo-Gradiente, por (b)

d 1" (o (t,u))

(o (tu) < = (o (t u)

[
<0. A4
dt - (A4)

lp (o (t,w)) [l

Por (A.3) e (A.4), temos que I (¢ (t,u)) é ndo-crescente em ¢.
Considerando u € I°*¢, se existir ¢ € [0,1] tal que I (o (f,u)) < ¢ — ¢,
entao

I(n(u)=1(c(1u) <I(o(tu))<c—e.

Logo, (B) ocorre. Se u € I°"* e ¢ — e < I (0 (t,u)) para todo t € [0, 1],
temos

c—e<I(o(t,u) <I(c(0,u))=1(u) <c+e.

Dessas desigualdades, inferimos que o (t,u) € B e ¢ (o (t,u)) = 1 para
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todo ¢ € [0,1]. Assim, de (A.4),

I(n(w) = I (o(Lu)) = 1(o(0,u))+1(c(0,u))
:[(u)—i—/ i[( (t,u))dt

) L2 (o ()
/¢’ Dot ) ™

I (o (1)) %
P

= I(u) -

Do item (a) da definigdo de Campo Pseudo-Gradiente, temos:

1 1
le(u)llx = 2[" (W)l x

lo(w)llx < 2|1 (u)l|lx =

Assim,

f@@»ga+a—§£rw«wawwﬁ.

Da hipétese (A.1) e sendo u € I°"%, encontramos
1 1
I(n(u) <c+e— 5/ dedt =c+¢e — 2e.
0

Portanto, I (n(u)) < ¢ —¢e e (B) também é satisfeita. O

O 1ltimo teorema que demonstraremos serd o Teorema do Passo da
Montanha de Ambrosetti e Rabinowitz. Esta versao da demonstracao,

porém, nao faz uso da condi¢ao Palais-Smale e pode ser encontrada em [14].

Teorema A.5 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espago de

Banach, I € C* (X,R), p>0 e e € X satisfazendo |le]] > p e

b= inf I(u)> I(0)=02> I(e)

l[ull=p
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Entdao para cada ¢ € <0, g), existe u. € X tal que:
(A) ¢ —2e < I(u;) < c+ 2,

(B) |[1'(ue)|| < 2e,

onde

— inf I(g(t
¢= Inf max (9(1))

I['={geC([0,1,X); g(0)=0 e g(1) =e}.

Demonstracao. Pela definicao de b, temos b < [(u), para todo u € X tal
que |lu|| = p. Considerando a funcéo h: [0,1] — R dada por h(t) = ||g(¢)|l,
temos que h é a composi¢ao de duas fungoes continuas (|| - || e g), portanto,
h é continua.

Note que h(0) = ||g(0)]| = ||0|| = 0 < p e por outro lado, A(1) = ||g(1)|| =
lle]| > p, de onde concluimos que h(0) < p < h(1). Assim, pelo Teorema
do Valor Intermedidrio, existe to € (0,1) tal que h(to) = ||g(to)|| = p, isto é,

existe ug = g(tp) € X de modo que ||ug|| = p. Assim, b < I(uy), portanto,

0 <b<1I(up) =1 (g(to)) < max I(g(to))-

Sendo g € I arbitrario, temos da defini¢ao de infimo b < ¢ < m[ax] I(g(t)).
tef0,1
Além disso, pela definigdo de ¢ (infimo), existe um caminho gy € T' tal

que, para € > 0, tem-se

I(go(t)) < c+e.
max (90(t)) <c+e

Por outro lado, ¢ < m[ax] I(g(t)). Em particular,
te[0,1

c—e<c<max/(g(t)) <c+e.
te[0,1]
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Note que I o g é um aplicacao continua definida num compacto cuja
imagem estd em R, portanto, o méximo é atingido, logo, existe o € [0, 1] tal
que

c—2e<c<I(go(ty) <c+e<c+2e.

Portanto, para cada ¢ € (O, g), existe u. = go(tp) € X de modo que
c—2e < I (u:) < c+2¢e, 0que prova (A).

Suponha agora que (B) nao acontega, isto é que existe § € (0, g) tal que
| I'(w)|| > 26 para todo u € I ([c — 2d,c+ 24]). Observe que, desde que

¢ > 0 e diminuindo ¢ se necessario, temos
I(e) <1(0) =0 < c— 24

Pelo Lema da Deformagao, existe n € C' (X, X) tal que:
(C) n(u) =u, Yuég I ([c—20,c+20])e
(D) n (1°*°) c I°°, onde I* := 7' (] — o0, d]).

Considere h*(t) = n(go(t)). Mostraremos que h* € T'.

Sendo n € C(X,X) e go € C([0,1],X), entao h* € C([0,1], X), e ainda,
h*(0) =1 (g0(0)) = n(0). Mas temos 0 ¢ I ([c — 2§, ¢ + 26]). Segue de (C)
que h*(0) =n(0) = 0.

Analogamente, h*(1) = 1 (go(1)) = n(e) e temos e ¢ I ([c — 26, ¢ + 20]).
Assim, segue por (C) que h*(1) =n(e) =e.

Portanto, h* € C([0,1], X), com h*(0) = 0 e h*(1) = e, o que implica
h* €T, logo ¢ < max I (h*(t)).

t€[0,1]
Note que

c< rn[(@)ax}f(h*(t)) = go(t) € I°™ VYt e [0,1].
te[0,1
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Assim, por (D), h*(t) € I°7?, isto é, I (h*(t)) < ¢ — 6 para todo t € [0, 1],
ou seja, temos

< I(h*(t) <c—-0<
¢S max (h*(t)) < c ¢,

c
o que é um absurdo. Conclui-se entao que, dado § € (0, 5), existe u, €

I ([e — 28, ¢ + 26]) que verifica ||I'(u,)| < 26. O

Teorema A.6 (Principio da Concentragao e Compacidade de Lions - Caso
Limite). Seja (u,) uma sequéncia em D?(RY) tal que u,, — u em DV?(RY),

onde DY2(RN) = {u € L*¥ (RY) : |Vu| € L*(RM)}. Suponha que
Un = [un|¥ = v e pp = |Vu,|* = p,

no sentido das medidas de Radon. Entao
(i) Existe um conjunto I' de indices, no mdzimo enumerdvel, duas familias
de nimeros reais nao negativos (V;)ier € (f;i)ier € uma familia (x;);er tais

que

v=l|u* + Zl/iéxi e pu>|Vul® + Zm%,

el el

onde < 0g;,¢ >= ¢(x;), para toda ¢ € Co(Q) € a chamada Medida de Dirac

de massa 1.
2 2
(i) SvF < u; e Zz/f* < 00, onde
i€r
- J[ul”
S = inf —_——.
ueDI2(RN) uz0 [ul7,- (RV)

Demonstracao. Veja [10]. O

1
Teorema A.7 (Sobolev). Sejam 1 <p<oo, mp<ne— =
q

SE

1
- Entao
p
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WP (R™) estd contido em L (R™) e se verifica

C m
[l Loy < (;0) > D%l agen,

|a|=m

(n—Lp

para todo u € W™P (R"™), onde Cy =
n—p

Demonstracao. Veja [11], p. 44.
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