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Resumo

Neste trabalho, baseado no livro do Figueiredo [8], demonstramos alguns dos principais
resultados da teoria maximal monotonica e a utilizamos como ferramenta na solucio de proble-
mas elipticos nao lineares. Grande parte da teoria vista aqui, também pode ser encontrada nos
trabalhos de H. Brezis, [3], [4], [5], [6] e [7].

Palavras chave: Maximal Monoto6nico, Problemas elipticos.
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Abstract

In this work, based on the book by Figueiredo [8], we demonstrate some of the main results
of monotonic maximal theory and use it as a tool in solving nonlinear elliptic problems. Much
of the theory seen here can also be found in the works of H. Brezis [3], [4], [5], [6] and [7].

Key words: Maximal Monotonic, Elliptical Problems.
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C Um Problema Linear

3.1 Um problema linear com a condi¢do de Neumann
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Notacoes

[l: fim da demonstragdo.

e (.t.p: quase todo ponto.

Aw: operador Laplaciano aplicado a fungio w.

Vu: gradiente de u.

(): subconjunto aberto do espaco euclidiano R .

19|, 992, Q: medida de Lebesgue, fronteira e fecho do conjunto 2, respectivamente.

A1: primeiro autovalor do operador Laplaciano com condi¢ao de fronteira de Dirichlet.

(.,.): produto escalar.

e projc: projecao sobre o convexo, fechado C' C H, H espaco de Hilbert.



Introducao

Neste trabalho usaremos a Teoria dos operadores maximais monotonicos para solucionar
alguns problemas elipticos ndo lineares. Esta teoria surgiu por volta de 1962, com o traba-
lho inicial de Minty [11] e tornou-se uma ferramenta importante no estudo de certas equacdes
diferenciais parciais (EDPs) ndo lineares, tendo também H. Brezis e F. Browder como pesquisa-
dores da area de EDPs com contribui¢des importantes. Por outro lado, R. Rockafellar observou
que vdrios problemas de otimiza¢do também poderiam ser tratados do ponto de vista tedrico
através da Teoria dos Operadores Monotonicos. Tudo isso levou a um grande desenvolvimento
da referida teoria em espacos de Hilbert e de Banach reflexivos, motivados principalmente por
aplicagdes em EDPs. A primeira tentativa de tratar espagcos mais gerais foi de J. P. Gossez na
década de 70, seguido por S. Simons. Posteriormente, surgiram diversos resultados em espagos
de Banach gerais, com a colaboracdo de B.F. Svaiter, O. Bueno e Y. Garcia.

Neste trabalho estudaremos os seguintes problemas elipticos:

O primeiro trata-se de um problema ndo linear com a condi¢do de Neumann

—Au+pBu) > f em Q,

% = 0 sobre 012,
0

onde €2 C IR" € um dominio limitado de fronteira OS2 suave, 1 é o vetor normal unitario exterior
a ), 3 é um operador multivalente maximal monotonico dado, f € L?*(€2) é uma fungio dada e
u € W22(Q).

O segundo € um problema nao linear com a condic¢do de Dirichlet

—Au+pu) > f em Q
u = 0 sobre 0f),

onde (2 C IR' € um dominio limitado de fronteira 0f) suave, 5 é um operador multivalente

maximal monoténico dado, f € L?(2) é uma fungdo dada e u € W22(Q) N W, *(Q).
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O terceiro € um problema de contorno nio linear.

Au = 0Oem{?,
—g—z—l—f € [(u) sobre 09,

onde 2 C IR' é um dominio limitado com fronteira 0f) suave,  é o vetor normal unitdrio
exterior a fronteira de €2, 3 é um operador multivalente maximal monotdnico dado, f € L?(99)
é uma fungdo dada e u € W?/22(Q).

O 1ltimo € um problema semilinear.

—Au—Mu+pu) > f em Q,
u = 0 sobre Of),

onde 2 C IR" é um subconjunto limitado de fronteira 0f2 suave, \; € o primeiro autovalor de
—A, ¢ € a A\ autofuncdo, com ¢ > 0 em €2, 5 é um operador multivalente maximal monotonico
dado, com 0 € D(B), f € L*(Q) é uma funcio dada e u € W22(Q) N W, >(Q).

Para isto utilizaremos a referéncia [8] devido a D. G. Figueiredo, a qual estudaremos a teo-
ria dos operadores maximais monotonicos e em seguida, aplicaremos esta teoria na solugdo de
algumas equacdes diferenciais parciais. O capitulo 1, serd dedicado ao desenvolvimento desta
teoria. Na primeira secdo, faremos um estudo inicial dos operadores maximais monotonicos,
passando por teoremas cldssicos de ponto fixo e indo até a caracterizagdo dos operadores ma-
ximais monotonicos que € o teorema devido a Minty. Na secdo seguinte, faremos uma relacao
entre os operadores contrativos € monotonicos. Posterior a isso, faremos uma breve, porém im-
portante secdo, sobre a sobrejetividade dos operadores maximais monotonicos. Na se¢do 1.5,
vamos nos submeter ao estudo da soma de operadores maximais monotonicos e a ultima secao
do capitulo 1, ficard destinada aos resultados devidos a Brezis-Haraux. Excelentes textos desta
teoria podem ser encontrados em [4], [5], [6] e [7].

O capitulo 2, destina-se as solucdes dos problemas acima propostos. No apéndice A, apre-
sentaremos uma gama de resultados utilizados no decorrer de todo o trabalho. O apéndice B
destina-se aos Espacos de Fungdes relevantes aos problemas. E no apéndice C, apresentaremos

um problema linear que nos auxiliard nas aplicagoes.



Capitulo 1

Teoria dos Operadores Monotonicos

Neste capitulo faremos um estudo sobre a teoria dos operadores maximais monotdnicos,
dando destaque a alguns dos principais resultados desta teoria. Dentre estes, ressaltamos o
Teorema 1.1.4, devido a George J. Minty, o qual nos fornece caracterizacdo dos operadores
maximais monotdnicos. Podemos citar ainda, o Teorema 1.2.2, que nos d4 condi¢des suficien-
tes para que um operador maximal monotdnico seja sobrejetivo. Ao final do capitulo, também
demonstraremos alguns resultados sobre a soma de operadores maximais monotdnicos e resul-
tados devidos a Brezis-Haraux [6]. No que segue, X € um espaco de Banach reflexivo e X* seu
dual. Usaremos o par (z*, z) para designar a a¢do do funcional linear continuo x* no elemento
x € X. Quando X é um espaco de Hilbert usaremos a mesma notagao (., .) para denotar o seu

produto interno.
Definicao 1.0.1. Um operador T : X — X* é dito monotonico se,

(T'z —Ty,z —y) >0, Vo,ycX, (1.1)
é estritamente monotonico se,

(Te —Ty,z—y) >0, Vz,ye X.

1.1 Operadores Monotonicos

Nosso objetivo nesta secdo € demonstrar alguns resultados iniciais da teoria maximal mo-
notdnica, bem como apresentar alguns teoremas de pontos fixos que serdo uteis no decorrer do

trabalho.



Teorema 1.1.1. (Zarantonello)
Sejam H um espaco de Hilbert e T' : H — H um operador lipschitziano e fortemente monoto-

nico, isto é, existem k > 0 e a > 0 satisfazendo

1Tz =Tyl < kllz —yll,Vz,y € H, (1.2)

(Tx —Ty,x —y) 204Hx—y\|2,V:U,y€H. (1.3)

Entdo, T' é um homeomorfismo.

Demonstracdo. Devemos mostrar que 7' : H — H € uma bijec@o continua, cuja sua inversa
T-!': H — H também é continua.

Inicialmente, observemos por hipétese que 7' € lipschitziano, logo 7" é continuo. Mostrare-
mos agora que 1" € sobrejetivo, isto é, para cada y € H existe um x € H tal que T’z = y, ou
equivalentemente, a equacao

r=x—NTz —vy) (1.4)

tem solugdo, onde A\ # 0. A ideia é escolher um A\ de modo que, definindo o operador
S:H— H,

dado por
Sr=x—-\NTzx—y), A>0, (1.5)

seja uma contracdo, (ver defini¢do 1.0.2, Apéndice A). Para tal, dados =1, x5 € H, temos

Sxy=z1 — NTx1 —y)

SIEQ = Ty — )\(Tﬂ?g — y)
Assim,
Sty —Sry = x1— 19— NTxy —y) + AMTxe — )

= 21— Ty — MNTay —y—Try +y)

= 11— 23— ATz — Txs).



Logo, Sxy — Sxe = 11 — w9 — N(T'x1 — T'x9). Segue entdo que

HSQ?l — S$2H2 = H£C1 — T — )\(Tﬁlﬂ'l — T$2)H2

= |lz1 — l'2||2 —2X\Txy — Twg,xy — x9) + A2 | Tz, — TxQHQ.
De (1.2) e (1.3), temos

1521 — Sz < [lz1 — @2|® — 20X |21 — 2”4+ E2N? |71 — 22|

= (1—2aX+ K2\?) ||z — 20|

Assim,

|Sz; — Sa||” < (1 — 20\ + E2X?) ||z — 2o)°.
Considerando 72 = (1 — 2a\ + k?)\?), teremos
1521 — Swol|* < 7* [|zr — s

Dai,
[Sz1 — Swa|| < |2y — 22|, Vi, 29 € H. (1.6)

Para que o operador S seja uma contracio, devemos ter 0 < v < 1. Isto é,

0<V1—2a\+ k22 <1,

ou equivalentemente,

0< kX2 —2a0+1<1.

De (1.2) e (1.3), segue que @ < k. Assim, se &« = k, tomamos 1/ < A\. Sea < k, a

positividade ocorre para qualquer \, pois A = 4a? — 4k? < 0. Dai,
o? < k2

Logo,

Por outro lado, temos

E2\? — 20X +1 < 1,

ou seja,

k*\2 — 2a) < 0,

7



equivalentemente,

MEN = 2a) < 0.

Segue entdo que, ou A < 0, o que ndo pode ocorrer por (1.5), ou A < 2—0‘
Logo, para que o operador S seja uma contracdo, escolhnemos 0 < A\ < %5. Pelo Teorema
1.0.2 (Ver Apéndice A) existe um tnico = € H tal que St = x. Mostrando que 71" é sobrejetivo.
Nos resta mostrar que 7" € injetiva e 7! é continua. Usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz (ver Proposicao 1.0.1, Apéndice A) em (1.3), temos
allz —yl|* < (Tw—Ty,x —y) <||Tz = Ty|| . |z -yl

Obtemos assim,

alle =yl < |7z =Ty|, a>0.

Logo,
|l —y|| <1/a.||Tx — Ty||, «>0. (1.7)

Com isso, além da injetividade de T em (1.7) temos que 7"~! € lipschitziano, logo é continua.

Portanto, 7' € um homeomorfismo. O

Definicao 1.1.1. Um operador T : X — X* é dito coercivo se,
— — 4o00. (1.8)

Teorema 1.1.2. (Ponto Fixo de Schauder)
Sejam C' um subconjunto convexo, limitado, fechado de um espaco de BanacheT : C' — C

operador compacto. Entdo T tem um ponto fixo em C.

Demonstracdo. Sendo T' compacto, segue que 7'(C') é um subconjunto compacto em C'. Assim,

para cada € > 0 dado, podemos determinar um nimero finitos de bolas B.(xy), k = 1,...,n

onde z1, x9, ..., x, € T(C) tais que

U j2(Tn), (1.9)

donde segue do Teorema 1.0.10 (ver Apéndice A).
Seja F;, o subespaco de X gerado por x1, Ts, ..., Ty, isto é, F,, = Span{xy,xs, ..., x,} € seja

¢1, ..., O, uma particio continua da unidade associada a cobertura (1.9) de T’ ( ), (Ver Defini¢do



1.0.15, Apéndice A). O operador 7,, : C'N F,, — C'N F,, definido por

n

Tor =Y ¢p(Tx)zy (1.10)

k=1
¢ continuo, pois 1" e ¢, sdo continuos.

Note que, C' N F,, € um subconjunto convexo, limitado e fechado de dimensao finita. Desta
forma, podemos usar o Teorema 1.0.6 (ver Apéndice A), e afirmar que, existe z, € C'N F, tal
que 1,2z, = 2,.

Notemos agora que, como C' € limitado e 7" é compacta, existe uma subsequéncia (z,,),

com z,, — z em C. Dai, podemos supor
|20, — 2| < €/2, (1.11)

e sendo C fechado z € C'. Pela continuidade de 7', temos que 7'(z,,) — T'(z). Mostraremos
que 7'z = z.

Apartir de (1.10), obtemos

”Tznj - ZnaH - HTZ”j - T"an”
= Tz, — Z@(T% )%
k=1

= Z ¢k(TZn])[TZnJ ZJ]

k=1
< Zgzﬁk(Tsz) HTzn] zJ”

k=1
< €/2,
pois supp ¢ C Bea(xy). Logo,
| T2, — 2n,]| < €/2. (1.12)

Desta forma, da desigualdade triangular, de (1.11) e (1.12), segue-se que

HTan B ZH < HTZW - ZWH + ”Z”J - ZH

< €/24+€/2=¢

Logo, T'z,; — z, e portanto, Tz = z. O]



Corolario 1.1.1. (Ponto Fixo com a condicdo de Leray-Schauder)
Sejam B uma bola fechada (de raio r centrada na origem) de um espaco de Banach X e

T : B — X um operador compacto tal que
Tx# X e, Yxe€Bcom |z|=r e A>1. (1.13)
Entdo, 'T' tem um ponto fixo.

Demonstracdo. Consideremos operador T : B — B, definido por

Tx , se|Tz|<r

el o se | Tz|| > r.

Observemos que T é compacto. De fato, seja (z,,) C B. Logo, (T'(x,)) € T(B). Sendo T
compacto, passando a uma subsequéncia (z,, ) temos Tz, — y em X. Se existem infinitos ny

para os quais ||T'z,, || < r, entdo Tx,, = Tz, — yem X. Do contrdrio, temos que

__ r T T
T(xp,) — Yy = T(rp,) —
oyl T ()l o lyll

y — 0.

Logo,
T(z,,) — HT—Hy em X.
Y

Mostrando que 7' é compacto.
Desta forma, T leva a bola B C X em T(B) C B. Logo, pelo Teorema 1.1.2, existe » € B
tal que Tx = .

Afirmamos que = € um ponto fixo de 7'. De fato, se ||Tx|| < r, entdo
v=Tr="Tz.

Por outro lado, Se ||T'z|| > r, temos

r

Tx.
| Tz

[E:TZL‘:

Desde que || Tz|| /r > 1, definindo A = ||Tz|| /r, temos Az = T'x com ||z|| = r, contradizendo

(1.13). Portanto, Tz = x. L]

O Teorema de Minty-Browder abaixo, tem bastante relevancia na teoria dos operadores
monotdnicos, ele trata da sobrejetividade dos operadores monotdnicos definidos num espago de
Banach. Faremos a demonstra¢do para operadores continuos, muito embora seja valido para

operadores mais gerais.

10



Teorema 1.1.3. (Minty-Browder)
Sejam X um espaco de Banach reflexivo e T' : X — X* um operador monotonico, continuo e

coercivo. Entdo, Im(T) = X*.

Demonstracdo. Devemos mostrar que 1’ € sobrejetivo, isto €, para cada y € X*, existe x € X

tal que Tz = y. E suficiente provar que 0 € [ m(T,), pois se y # 0, o operador

T,: X —X*

r = Tyx=Tr—y,

satisfaz as hipdteses do teorema. De fato, a continuidade segue do fato de 1" ser continua. Por

outro lado, usando a monotonicidade de 7', temos

(Tyz —Tya',x—2a') = (Te—y— (T2’ —y),z—2)

= (Tex -T2,z —12")>0, Vr,2' € X.

Finalmente 7T}, € coercivo, pois

Observemos que y € X*, logo pelo Teorema 1.0.5 (ver Apéndice A), existe um tnico z € X
tal que
y(z) = (z,2), VreX.

Assim,

Pelo Teorema 1.0.4 (ver Apéndice A), temos

(Te,7)  (2,2) _ (Tx,2)
- > — |=]]-
(Ed] | |
Logo,
(Tyz, )

— 400 quando ||z|| — +o0.

]

Além disso, 0 € Im(T,) se, e somente se, y € Im(T).

Para provar este Teorema vamos considerar dois casos:

1° caso: dimX < +oo.

11



Suponhamos, sem perda de generalidade, que X = X* = IR". Sendo T}, coercivo, existe 7 > 0
tal que
(Tyz,z) >0 para |z| =r. (1.14)

Mostraremos que o operador

S: B.(0) — R

x = St =2 — Tz,

tem um ponto fixo zy € B, (0), o que implica 7,zy = 0. Para mostrar isto, usaremos o Corolario

1.1.1. Suponha, por contradi¢do que, existem ||zo|| = 7 e A > 1 tais que Sz = Axo. Entdo,

(9507950) < ()\560,«%’0) = (51'0,950) = (370 - Tyxo,ﬂfo)
= (l’o, iUo) - (Tyl"owo)

< (ZL'(), CU()).

Contradigéo. Isto prova que o operador S tem um ponto fixo zy € B,(0). Portanto, 0 € Im(T})
e, consequentemente, 7' é sobrejetivo.

2° caso: dimX = 4-o00.
Seja .# a familia de todos os subespagos F de dimensdo finita de X. Sejam Jp : FF — X
o operador de inclusdo e J : X* — [, seu adjunto (ver Definicdo 1.0.3, Apéndice A).
Considere o operador

TF:J;OTyojplF%F*.

Observe que o operador T satisfaz as hipéteses do teorema, isto é, T € continuo, pois é
composi¢do de aplicagcdes continuas.

O operador T € monotdnico, pois sendo 7" monotdnico, segue-se que

(Tpx —Tra',x —2') = ((JpoT,oJp)(z)— (JpoT,oJp)(z),z —a)

= (T,(Jp(x)) = T,(Jp(2"), Jp(z) — Jp(z')) > 0, Vz,2' € X.

Além disso, T € coercivo, visto que

(Tpa,x)  (JpoTyoJr)(x),x)  (T,(Jr)(@), Jr(x))  (Tyz,x)

=l ] N ] B

Logo, pelo 1° caso, T € sobrejetivo e portanto existe xp € F' tal que
Tr(zp) = 0. (1.15)

12



Usando a coercividade de 7}, e (1.15), obtemos uma constante /' > 0 tal que
|ler|| < K, VFe.Z. (1.16)

Agora, para cada I € .#, defina o conjunto

(XX
Vi = | {zr}

FDFy

Sendo X € reflexivo, segue do Teorema 1.0.4 (ver Apéndice A), temos que a bola B (0) é
fracamente compacta. Logo, por (1.16), V, é fracamente compacta.
Observe que cada conjunto da familia {Vp,; Iy € .7 } estd contido em uma intersecéo finita

de conjuntos da familia. De fato, seja [, € .%. Assim, existem
Fi.F, .. F,e 7

tais que

FO = Spcm{Fl, FQ, ceey Fp}

Seja x g, € Iy tal que T (g, ) = 0. Desde que,

F}' C FOJj = 1727"'7p7

teremos
TR, € VFj, 7=12,...p.
Logo,
p
TR, € ﬂ VFj-
j=1

Mostrando que Vi, C ﬂ?zl VF,. Observe que existe xyp € X tal que
To € ﬂ Vi, -
FhCcF
Com efeito, se Vi, N Vg, = 0 para alguns Fy, Fy, € %. Entdo, definindo F' = Span{Fy, F>}
temos F' € ¥ e xp € Vg, N Vp,. Contradigdo.
A ideia agora é mostrar que Trzo = 0. Dado y € X arbitrario, seja Fy € % tal que y € Fy,.

Assim, para F' D Fj, F' € .%, temos

(Try — Tp(xp),y —xp) > 0.
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Dai, por (1.15), segue que
(TF%ZJ - Q:F) > 0.

Desde que z € V,, existe (vr,) € Upop, {2} tal que

TF

n

— Xp.

Logo,
(Try,y — x0) > 0.

Fazendo,y =29+ 1tz,2€ X e t e R,em (1.17), obtemos

t(Tr(xg +1t2),2) >0, Vt >0,V z € X,

t(Tr(xg+12),2) <0, V<0,V z€ X.

Assim, se t — 07, segue de (1.18) que
(TFI'O, Z) < O, Vz € X,
eset — 07, segue de (1.19) que

(Tpxo,2) <0, VzeX.

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Portanto, de (1.20) e (1.21), concluimos que Trzy = 0, o que nos dd também a sobrejetivi-

dade de T.

]

Definicao 1.1.2. Seja H um espaco de Hilbert real. Um operador multivalente é uma aplicagcdo

T:H — P(H), dada por

Te={ye€H:[r,y € HxH},

onde &P (H) é o conjunto das partes de H. Neste caso, o dominio de T é o conjunto

D(T)={x€ H;Tz # 0}

e aimagem de T é o conjunto

Im(T) = | J T=.

zeH
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Sejam T, S : H — Z?(H) operadores multivalentes. Definimos
(T+ S)xr ={us +ug:uy € Txeuy € Sx}
e para, A\, 1 € IR
AT+ pS)e ={Au+p:ueTrev e Sz}

Quando, para cada = € D(T), o conjunto Tz é unitario, 7" é chamado de operador univa-

lente.

Definicao 1.1.3. Um operador multivalente T : D(T') C H — H é monoténico se, seu grdfico,

denotado por G(T') e definido por
G(T)=A{[r,u]l € Hx H :u € Tx},
Jfor monoténico, isto é,
(up — ug, 1 — x2) > 0, uy € Ty, up € Txs. (1.22)

Se o grdfico G(T') do operador monotonico T ndo é subconjunto prdprio de outro grdfico

monotonico, entdo T é chamado de maximal monotonico.

Observacdo 1.1.1. Sejam T : D(T) — H, xo € D(T) e yo € Txo. Podemos definir o seguinte
operador

T:D(T)=D(T) -z — H

por

T(2) = T(z + z0) — vo.

Note que 0 € D(T), T(O) > 0 e T é maximal monotonico. De fato, sejamy € Tz e w € To.

Assim,
(y—w,z—v)=(y—yo— (w—1y),z— 20— (v—120)) =0,
poisy +yo € T'(x 4+ o) e w +yo € T'(v + xo).
Definicao 1.1.4. Definimos o operador T como sendo o operador conjugado de T' da seguinte

forma

T*y ={w € H : paratodox € D(T)eu € Tx;(x,w) = (u,y)}.
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Isto nos diz que 7™y € a unido dos conjuntos de solugdes das equagdes
(z,.) = (u,y), Ve e D(T)eu € Tx.
Lema 1.1.1. Se T é monoténico, entdo os operadores T~' e XT dados respectivamente por

T'u={reH:uecTr}

Nz ={ u:ueTzr}

também sdo monotonicos.

Demonstragdo. Suponha que T' seja monotdnico. Primeiramente mostraremos que 7! é mo-

notonico. Sejam x|,z € H tais que
x| € T71U1 € Tg € T71u2.

Entao,

uy € T'ry e uy € Txo.

Segue que
(1 — x,ug — ug) = (U1 — ug, 1 — ) > 0, Yuy € Ty, Yug € Txoe X > 0.
Mostraremos agora que o operador 7' € monotdnico. Sejam x1, zo € H, entdo
(Aug — Aug, 11 — x9) = (Mug — ug), x1 — x2) = A((ug — ug), x1 — 23) > 0,
Yu, € Txq,us € Ty, YA > 0. O
Definicao 1.1.5. Um operador S : D(S) C H — H ¢ dito contrativo se,
1Sz = Syl < [le —yll, Yo,y € D(T).

Proposicao 1.1.1. Seja T' : H — H um operador monotonico. Entdo, a aplicagdo I + \T,

para \ > 0, é injetiva, isto é,
(I+XT)xnN(I+XT)y =10, para © #y.

Além disso, (I + \T')~t é uma aplicacdo contrativa de Im(I + \T') em H.
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Demonstragdo. Por definicdo de produto interno temos
|z —y||* = (x—y,x—y), Yo,y H. (1.23)
Sendo 7' monotodnico, para u € Tz e v € Ty, tem-se
(u—v,z—y) >0, Vo,y € H.
Segue entdo de (1.23) que,
|z —y||* < (& + M — (y+ M),z —y), YA > 0,Ve,y € H.
Da pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
(2 4+ Xu— (y+ M), 2 —y) < llz+ M — (y+ X0l — ]l

Logo,
[ =yl < [lz 4+ Au = (y + Av)[|. (1.24)

Portanto, 7" € injetiva, pois do contrério,

W=+ D)z (I+AT)y#0, para x #y,

ou seja, existe z € W tal que

z2=x+ Au=y+ v,

o que contradiz (1.24). Além disso, a desigualdade (1.24) nos diz que o operador (I + \T')~! é

contrativo. O]

O teorema abaixo é uma caracteriza¢ao dos operadores maximais monotdnicos. Este resul-

tado serd utilizado com bastante frequéncia no decorrer deste trabalho.

Teorema 1.1.4. Seja T' um operador em H. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(1) T é maximal monoténico;
(13) T é monoténicoe Im(I +T) = H;

(i11) Paratodo X > 0, (I + \T)~! é uma contragdo sobre todo H.
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Demonstra¢do. Mostraremos primeiramente que (ii¢) = (i7). Suponhamos que para todo
A > 0, (I + AT)~! é uma contragiio sobre H. Queremos mostrar que 7' é monotdnico e
Im(I+T)=H.

Sejam 1, x5 € D(T), A > 0 e sejam u; € T'zq e uy € T'xo. Considere

y1=a1+ Ay € (I + \T)xy

Yo = To + Aug € (I + ANT)xs.

Entdo, z1 = (I + A\T) " 'y; e xg = (I + A\T) 'yy. Assim,

2y — 22l = ||(T+AT) 'y — (I + AT) |
S HZEI —+ )\Ul — (l’Q + /\UQ)H

= H.Z'l — I9 + )\(Ul — UQ)H .
Isso implica que

21 — 22l < |21 — 2) + Mus — us)|)?

= |[(z1 — 22)||* + 2M(ug — g, Ty — 2) + |Juy — usl?,
para todo u; € T'xy e us € T'xy e qualquer que seja A > 0. Assim, dividindo por A,
0 S A Hu1 - U2H2 + 2(U1 — U2, L1 — .1’2)

para todo A > 0. Portanto,

(Ul — U2,T1 — IL‘Q) 2 O

Logo, T' é monotonico. Além disso, como (I + AT)~! estd definido em todo H e para todo
A > 0, e em particular para A = 1, temos Im(I +T) = H.

(17) = (7). Seja [y, v] € H x H monotonicamente relacionado com G(7'), isto é,
(v—u,y—x) >0, YueTx. (1.25)
Mostraremos que v € T'y. Existe z € H tal que y + v € 2z + T'2, ou seja,

v+y—z€eTz,
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e usando em (1.25), obtemos
(v—(v+y—2),y—2) =0,

donde implica que y = 2. Assim, v € T'y. Logo, T' é¢ maximal monotdnico, pois se 7' ndo fosse
maximal monotdnico existiria um operador S : H — H tal que G(T') seria subconjunto préprio

de G(S), ou seja, existiria v € Sz tal que

ly,v] ¢ G(T). (1.26)

(1) = (i4i) Suponha que 7' é maximal monotonico. Provaremos que para todo A > 0,
(I + XT)~! é uma contragdo definida em H. Se T' é maximal monotOnico, entdo para todo
A > 0 temos que A7 é maximal monotonico e portanto /m(I + A\T') = H. Além disso, para
todo A > 0 e quaisquer que sejam y;,y> € Im(I + \T') temos que existem x1, 25 € D(T) e

uy € Txy e uy € Tao tais que y; = 1 + Aup € Yo = To + Aug. Assim,
21 — @of| < [lr — 22 + AMua — w2)|| = llyr — w2l
paratodo y1,y2 € Im(I+\T) = H. Portanto, (I +AT") ! é uma contragdo definidaem H. [

Definicao 1.1.6. Seja T' um operador maximal monotonico. Para cada \ > 0, definimos os

operadores
Jy= (I +2T)1, (1.27)
chamado resolvente de T, e,
1
T\ = XU —Jy), (1.28)

chamado a aproximagdo de Yosida (ou regularizagdo) de T'.

Observacio 1.1.2. O operador Jy = (I + XT)~! é univalente, pois segue da Proposigéo 1.1.1
que o operador J é contrativo. Uma vez sendo um operador contrativo, segue que J é univa-

lente. Diante disto, segue que o operador T’y também é univalente.

Lema 1.1.2. Seja T' um operador maximal monoténico. Entdo, T\xv = T(Jyv), para todo

v € H e para todo A > 0.
Demonstragdo. Paracadav € H, A > 0temos v € (I + \T')(Jyv). Dai,

v E v+ )\T(J,\U)
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Assim,

1/)\(’0 — J)\U) = T(J,\U)

Logo, por (1.28), obtemos

Two=T(Jyw), Yoe H e A > 0. (1.29)

Lema 1.1.3. Se T' é monotonico, entdo
1 1
J)\:(I+>\T) e T)\:X(I—J)\),
também o sdo.
Demonstragdo. Sejam uq,us € H. Defina z1 = Jyuq € ug = Jyuo.

U € J)\_liL'Q = (I+ )\T)[L'Q

uy € J 7wy = (I + M\T)xy.

Logo, existem vy € T'xy e v € T'x, tais que

Uy = I +)\’U1

e
Uy = Ty + AUs.
Temos que
(J,\u1 — J)\u2,u1 — Ug) = (iL‘l — T2, -+ )\Ul — X9 + )\Ug)

= (z1 — 22,01 — o + A(v1 — v2))

= ||ZL’1 —IQHQ—f-)\(ZEl — X9, V1 —UQ)

> (v1 — vy, 1 —x9) >0, Va9 € H A > 0.
Logo,

(J,\Ul — J/\Ug,ul - 'LL2) Z O, Vul,u2 € H,)\ > 0.
Portanto, .J, € monotdnico.
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Agora, mostraremos que 7 € monotdnico. Do do Lema 1.1.2, temos que, paratodo z € H,

A > 0temos Thz = T'(J,z), entdo

(The —Thy,z—y) = (Tha— Ty \Xhax — Ny + e — o)
= (D =Ty, Xha — Tyy) + (Thae — Ty, Jae — Jry)

> A|Tye —Tayl* >0, Yo,y e H.

Logo,
(T)\LI}—T)\y,SC_y) >0, Ve,ye H,A > 0.

Portanto, 7% é monotdnico. L]

Proposicio 1.1.2. Seja (x,,,y,) € G(T) tal que z,, — z, y,, — y e imsup(y,, z,) < (v, ).
Entdo, (z,y) € G(T) € (Yn, xn) — (y, ).

Demonstracdo. Ver [4], pagina 27, Proposicdo 2.5. [

Agora temos o seguinte resultado sobre a convexidade sobre D(T').

Teorema 1.1.5. Para T maximal monotonico, D(T') é convexo, e, para todo x € H, tem-se
,l\ii% I = projﬁ x. (1.30)
Demonstracdo. Seja C' = co D(T). Sejam x € H e x) = Jyz, entdo

(:cA, ’ —)\m) e G(T).

Como 7' é monotdnico e A > 0, para todo (£,71) € G(T'), temos

(ZE—UUA_/\nax)\_Q > 0.

Logo,
lzxll* < (z— 25— Ap, 25 — &) + (22, 7) (1.31)
1 1
< Sl =l + 5 s — €I (132)
Lol o 1 2
- — — . 1.33
+ Sl S 1€+ 5 g (1.33)
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Assim,
92 ||JJ ” < ||JJ /\WH 2 Hé”
A — .

N | —

Fazendo A\ — 0, temos

lzall” <l el
Portanto, z € limitado quando A — 0.

Como (x,,) é uma sequéncia limitada em H. Pelo Teorema 1.0.5 (ver Apéndice A), existe
uma (x,, ) que converge fracamente. Assim, quando A\, — 0, z), com zy € C. Uma vez que
Ty, — To, entdo pela Proposicao 1.0.2 (ver Apéndice A). Logo, de (1.31) segue que

Jwoll® < timin o, |
< (z,m0 — &) + (70, §), VE € D(T).
Temos entao,
(w0, 20) < (2,20 — &) + (20, &)
o que implica

(x — 20,& — 19) <0, V€ € D(T).

Diante disto, sendo C' = co D(T'), temos que
(z — 20,6 — ) <0, V€€ C.

Portanto, x¢y = projox.
Sendo a proje¢do em um convexo fechado de um espago de Hilbert unicamente determinada,

logo o limite independe da subsequéncia () tomada. Portanto,
x)y — projox quando A — 0.
Concluimos que

limsup [|z,|> < limsup((z, 2y — &) + (2x,£) — M, 21 — 1))
A—=0 A—=0

= <$,$0—§>+($0,§>, v§€ O
Em particular, tomando £ = g, temos
lim sup ||z |* < [l

A—0
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Segue entdo que

lim [y} = flzol|.
Portanto, limy_.q Jxx = projczx.
Sendo Jyx =z, ) € D(T) e paratodo x € H e paratodo z € C, projcz = z, segue que

lim Jyz = 2z,
A—0

logo, temos z € D(T). Portanto, C' = D(T).

Concluimos dai, que D(T") é convexo e

/l\g% I = Projp s Ve € H.

Corolario 1.1.2. Seja T um operador maximal monotonico, entdo Im(T') é convexo.

Demonstragdo. Segue do Lema 1.1.1 que, se 7' é maximal monotdnico, entdo 7! é maxi-

mal monotdnico. Uma vez que Im(T) = D(T~!) entdo Teorema 1.1.5, temos que Im(T) é

CONVeXxo. ]
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1.2 Relacao entre operadores contrativos e monotonicos

O interesse por operadores contrativos e teoremas de ponto fixo surgiu quando se verificou

seu intimo relacionamento com os operadores monotonicos.
Proposicao 1.2.1. S : D C H — H ¢ contrativo, entdo I = S é monotonico.

Faremos agora o caso [ — S. Sejam x,y € H, entdo

((I=8)z—(I=98y,z~y) = (v—Sz—(y—9Sy),r—y)
= (v —y—(Sz—S5y),z—y)
= |lz—yl* = (Sz — Sy,z —y).
Note que
1Sz — Sy — (x — y)|I* = Sz — Syl — 2(Sz — Sy, —y) + |z — y||*.
Sendo S contrativo, entdo
1Sz — Sy — (z = y)|I* < 2|z -yl — 2(Sz — Sy, z — y).
Assim,
1
—(Sz = Sy, w—y) > S |18z = Sy — (x = y)|* — ||z — I,
Segue entdo que,

1
le=yl* = (Sz = Sy,x—y) > |lw =y’ + 5 [S2 =Sy — (@ =)l = lz —y[’

1
= SISt =Sy—(z-y|* = 0.
Logo,

O caso do operador (/ + S) segue de modo andlogo.

Teorema 1.2.1. (Ponto fixo de Browder)
Seja S : B, — B, uma aplicacdo contrativa da bola B, de raio r centrada na origem do

espago de Hilbert nela propria. Entdo, S tem um ponto fixo.
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Demonstracdo. Seja( < )\, < 1talque A\,, — 1 quandon — +oco. Paracadan € N, definimos

S, : B, = B, por S, = \,S. Assim,
1902 = Syl = [[AnSz — AuSz|| = Xy [|Sz — Syl < Al —yll, Vz,y € B,.

Logo, .S,, ¢ uma contracdo. Para cada n € N existe, pelo Teorema 1.0.2 (ver Apéndice A) um
tinico z,, € B, tal que

Sy = Ty,

Equivalentemente,

STy = T,

Assim,

1Sz, — || = [[Szn — AnSzall = (1 = An) [[Szal]-
Como Sz, € B,, entdo ||Sz,| < r, segue-se que
|An — 1] . || Szn] < (1= Np)r

Assim,

|2 — Sxn| < (1 — Ap)r (1.34)
Sendo x,, € B, limitada, podemos passar a uma subsequéncia, de modo que
Ty, —z e (1—-9S)z, —=0.
A aplicagdo S pode ser estendida a uma aplicacdo S o R, onde R : H — B,, é definida por

x o, selz]| <r
R(z) =

T . se |z|| > 7.
Considerando a extensio S = S o R, tem-se que S é contrativa. De fato, se x,y € B,, temos

Sz =Syl = [IS(Rz) — S(Ry)l|
= |5z =Sy

IN

lz =yl

Assim,

1Sz = Sy|| < llz —yll, Va.y € B,
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Agora, se x,y ¢ B,, segue que

Sz —Sy| = [S(Rz)— S(Ry)||
= |S(rz/||z]l) — SCry/ |yl

< lra/llzll = ry/llylll -

Para concluir este caso devemos mostrar que

lrz/||z|| —ry/llylll < llz -yl
Note que,

2 2 2

[z —ylI” = [l=]" = 2(z, y) + [ly[I" -

Logo,

lra/ el = ry/Iylll* = 2r* = 2%/ l|z] - |yl (z, y)
= (1= (z,9)/ll=ll llylh2r*
= (L= (z9)/l=l yD2ll]l -yl
= 2|lz]l Iyl — 2(z, )
<l + llyll® = 2(z, y)
= [z —yl*
Mostrando que,
[Sz — Sy[| < |l —yll, Va,y € H\B,.

Por fim, se 7 € B, ey ¢ B,, entdo

[Sz = Sy|| = 1Sz = S(ry/lyDIl < |z —ry/Iyllll < |z =yl -

Logo,
HEI _E?JH <z —y|, Vz,y € H.

Vamos manter a notag@o S para a extensao. Como S € contrativo, vimos da Proposicao 1.2.1

que o operador [ — S é monotdnico. Feito isto, temos

(I=9y—U—-9S8)xn,y—x,) >0, Vye HnecN. (1.35)
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Uma vez que x,, — x e (I — S)z,, — 0, da Proposi¢do 1.0.2 (Ver Apéndice A) que podemos

passar ao limite em (1.35) quando n — +o00, € obtemos
(I =Sy, y—x) =0, VyeH.
Considerando y = x 4+ tz,t > 0 e z € H arbitrario. Logo,
(I =8)(x+tz),tz) >0,

ou seja,

t((L = 9S)(x+1tz),2) >0,

ou ainda,

(I =8)(x+tz),2z) >0,
e passando ao limite quanto ¢ — 0, obtemos
(I—-29)x,2)=0, Vze H.
Tomando z = (I — S)z tem-se que, (I — .S)z = 0. Portanto, Sz = z. O

Corolario 1.2.1. Seja S : B, — H uma aplicagdo contrativa definida em uma bola B, de raio

r e centrada na origem de um espaco de Hilbert H. Suponha que
St #Xx, YA>1 ellz||=r. (1.36)
Entdo, S tem um ponto fixo.
Demonstracdo. Pelo Teorema 1.2.1 a aplicagdo S = R o S tem um ponto fixo, onde
Sz, se ||Sz| <r

Eaor o, se |Sz|| > r.

Seja Z o ponto fixo de S. Afirmamos que Z também & ponto fixo de S. Primeiramente temos

que, se ||Sz|| < r, entdo T € ponto fixo de S. Suponha, por contradi¢do, que || Sz|| > r, segue

que
— r
1Sz
Assim,
sz = 152l (1.37)
r



Definindo A = HSf” > 1, como por 1.37 ||Z|| = r, segue-se que
ST=At, A\>1e ||z =r,
o que contradiz (1.36). Assim, ||SZ|| < r, e consequentemente,
T =Sz = 97.
Portanto, Sz = 7. O

Definicao 1.2.1. Um operador multivalente T’ é dito coercivo se,

(u, 7)

1
l[—+oo |||

— 400, Yu € Tx. (1.38)

Proposicio 1.2.2. Um operador T : D(T') — H é coercivo se, e somente se,

lz|—+o0  ||z]]

— +00, Wy € D(T), Yu € Tx. (1.39)

Demonstragdo. Suponha que T seja , entdo para todo y € D(T'), segue-se que

(u,x—y) _ (u,a:)_(u,y)

[Edl I |l
(u,z)  (z,w)

el =l

para algum w € 1" 7. Assim, por Cauchy-Schwarz, temos

(u, )

]

(u7 T — y)
]l

> = [l

Passando ao limite de ||z|| — 400, e usando a coercividade de T, obtemos

lim (2, w) =400
lzl|—+o0 ||| ’

uma vez que w € 1™y esta fixado.

Reciprocamente, temos que

(u,x) _ (U,ib’ _y) + (U,y)
]l ]l ]l
Notemos que
(w2) _|@w) _ | w)
[l ]l ]l



para algum w € T™y. Entdo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

el
Assim,
(u,z) _ (w2 —y)
[[w]]
edl edl
Passando ao limite de ||z|| — 400, concluimos que 7" é coercivo. O

Teorema 1.2.2. Seja T : D(T) C H — H operador maximal monoténico. Suponha que T

seja coercivo, entdo Im(T) = H.

Demonstragdo. A inclusdo Im(7T) C H ocorre de maneira natural. Entdo, resta-nos mostrar
que H C Im(T). Para isto, é suficiente provar que 0 € I'm(7T). De fato, suponha que, para
todo operador maximal monotdnico e coercivo, tenhamos provado que 0 € I'm(7T’). Assim, para
todo y € H, com y # 0, definimos

T,=1T—vy.
Mostraremos que 7}, satisfaz as hipoteses do Teorema, isto €, 7, maximal monotdnico e coer-
civo.

Provaremos primeiramente que 7' € coercivo. Com efeito, seja u, € T, x, entdo

(wy,2) _ (w=y,2) (w2) (y,7)

= = - — +00
| ] [Ed/ ] ’
quando ||z|| — +o0, pois T" € coercivo, onde u € T'x.
Vejamos que 7T, € maximal monotonico.
De fato, sejam u,, € Tz, v, € T,z, entdo
(uy—vz,x—z) = (u—y—(v—y),x—z)

= (u—v,x—2) >0, YueTx,veTy.

Logo, (uy — vy, x — 2) >0, Yu, € Tz, Vv, € Tz.

Finalmente, mostraremos que
0 € Im(T,) se, e somente se,y € Im(T).
De fato, se 0 € Im(T})), existe u € D(T,) tal que
0OceTyu=Tu—y.
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Logo, existe z € T'u tal que
0=2z—y,ouseja,z =y € Tu.

Mostrando que y € Im(T).

Reciprocamente, se y € Im(T") entdo, existe u € D(T) tal que
v &€ Tu, isto &,y = v,

ou seja,

O=v—yeTu—y="T,u.

Donde 0 € Im(T,).

Resta-nos mostrar que 0 € Im(7T), isto é, existe x € H tal que

0€Tx.

Note que (1.40) é equivalente a existéncia de ponto fixo do operador (I + 7)) :

Com efeito,

(I+T Yo =2
se, € somente se,

re(l+T)x,
equivalentemente,

rex+Tx
Logo,
0eTx.

(1.40)

Para provar a existéncia de ponto fixo usaremos o Coroldrio 1.2.1. Como o operador (I +

T)~! é contrativo, afirmamos que existe uma bola B,, na fronteira da qual (I + 7')~! satisfaz a

condicdo (1.36) do Corolério 1.2.1. Suponha, por contradi¢ao, que isto ndo ocorra. Entdo existe

uma sequéncia {z,, }, C H com ||z|| — +o0 tal que
(I+T) 'z, = A\zpn, com )\, > 1.

Entao,

Ty € (I + TNy,
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ou seja,

Tp € Ny + T Ay,

ou ainda,

(1 =Mz, € Ty, Vn €N
Pela coercividade de T, segue que

(Uny Anp)

— 400 VYu,, € Ty, z,.
||)‘nan

Tal fato contradiz a desigualdade

(L= A)&n, Ann) (L= ) [l
1Anan] [
= (1=A) [lzall <0, ¥n €N.

Logo, (I + T')~! tem um ponto fixo e 0 € I'm(T). Mostrando que, Im(T) = H.
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1.3 Alguns exemplos de Operadores Monotonicos

Nesta secdo, mostraremos que alguns operadores sdao monotdnicos, os quais desempenhardo

um papel importante nas aplicagdes do préximo capitulo.

Exemplo 1.3.1. O operador proj. : H — C'é monotonico. Além disso, projc é uma aplicagdo

contrativa.

Com efeito, seja C um subconjunto convexo fechado de um espago de Hilbert H. Assim
(x — projox,u — projoz) < 0,Vu € C. (1.41)
Se y for outro ponto de H tem-se
(y — projoy,v — projoy) < 0,Vv € C. (1.42)
Tomando u = proj~y em (1.41) e v = proj-x em (1.42), segue-se que

(x — projox, projoy — projoz) < 0 (1.43)

(y — projoy, projcx — projey) < 0,
ou equivalentemente,

(projoy — projox,x — projoz) < 0 (1.44)

(proje — projey. y — projey) < 0. (1.45)

(projoy — projox, projoy — y) < 0.

Somando (1.43) e (1.45), obtemos

(projoy — projox, © — y + projoy — projew) < 0.
Segue-se que
—(projcy — projox,y —  — (projey — projex)) < 0,
ou seja,
(projcy — projox,y — « — (projcy — projex)) = 0.
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Assim,
(projcy — proje,y — x) — ||projey — proje||* > 0.
Temos entdo que
(projey — proje,y — x) > ||projey — projea||®, Y,y € H. (1.46)

Logo,
(projcy — projcx,y —x) > 0, Va,y € H.

Portanto, proj € monotonico. Além disso, usando Cauchy-Schwarz em (1.46), obtemos
lprojey — projex||* < (projoy — projea,y — )
< |lprojcy — projcx|| . |y — z|| -

Assim,

lprojoy — projex|| < lly — ||, Yo,y € H.

Logo, proj. € uma aplicagdo contrativa.

Definicdo 1.3.1. Seja ¢ : H — (—o00,400| uma fungdo convexa, fracamente semicontinua

inferiormente e propria. Define-se o dominio essencial ¢, designado por D(¢), como sendo
D(¢) = {x € H; ¢(x) < +o0}.
A subdiferencial de ¢ é um operador multivalente em H, assim definido
d(x) = {u € H;6(y) > 6(x) + (w,y — x), Vy € H}.

Exemplo 1.3.2. Seja ¢ : H — (—00,+00] uma fun¢do convexa, fracamente semicontinua

inferiormente e propria. Entdo, 0¢ : H — H é um operador monoténico.

Com efeito, seja u € dp(x) e v € IP(y), temos

o(y) > ¢(x) + (u,y — z)

o(x) > o(y) + (v, —y).
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Segue-se que somando as desigualdades acima, obtemos

o(y) + o(z) > ¢(x) + o(y) + (u,y — x) + (v, — y).

Assim,

(u,z —y) + (v,y —z) <0.

Logo,
(v—u,y—x) >0, ¥ uecdp(x), Vve dp(y).

Portanto, 0¢ é monotdnico.

Observacao 1.3.1. Observe que se ¢ : H — IR é uma funcdo convexa que é Gateaux diferen-

cidavel, denotamos por @', entdo ¢' = 0¢.

De fato, mostraremos que ¢’ € d¢, V x € H. Por defini¢ao tem-se que

1y i O+ th) — é()
(¢',h) = lim ;

,VheH.

Entao,
¢z +tly —2)) — ¢(2)
t

(qb',y—x):llm 7vy€H'
—0

Como ¢ € convexa, tem-se que

(¢(x),y —x) = lim

t—0+ t
<t 02100+ 1000) =0l
t—0t+

Logo, (¢/(z),y — =) + ¢(x) < ¢(y), Vy € H.
Mostraremos agora que ¢'(x) é o tnico elemento de 0¢'(x), isto é, 0¢ é univalente. Seja
u € 0¢(x), entdo

(w,y —x) < ¢y) — ¢(z), Vy € H.

Tomando y = x + th, temos
(u,th) < ¢(xz +th) — o(z), Vh € H. (1.47)

Set > 0, entdo




Passando ao limite com t — 0" temos

by < tim 1) = 9(2)

T 0t t

,VheH. (1.48)

Se t < 0, entdo de (1.47) temos

¢(z +th) — ¢(z)
t

< (u,h), VheH.

E passando ao limite com ¢ — 0~ temos

o Ol th) = 6()

t—0— t

< (u,h), Vh e H. (1.49)

Assim, de (1.48) e (1.49), obtemos

; , .

Portanto, u = ¢'.
Exemplo 1.3.3. 01 é monoténico, onde C' é um convexo, fechado em H.

Seja C' um conjunto convexo fechado em H, definimos a funcéo indicadorade C, I : H —

IR dada por

0 , sexeC
Io(x) =
+oo , sex e (.
Mostraremos que I € convexa, fracamente semicontinua inferiormente e propria e que 0l¢
¢ maximal monotonica, cujo seu dominio € igual a C'. Primeiramente mostraremos que I é

convexa, ou seja, para todo x,y € H temos
Io(te + (1 —t)y) < tlc(z) + (1 —t)Ic(y),t € [0,1], Vz,y € H. (1.50)

Observe que, se =,y € C, tem-se que Io(x) = 0 e Io(y) = 0 e como C é convexo tx +
(1 —t)y € C,entdo Io(tz + (1 —t)y) = 0, t € [0,1]. Logo, (1.50) é satisfeita, para todo
z,y € Cetel0,1].

E,sexz,y ¢ C,tem-se que Io(x) = Io(y) = oo, temos ainda que tx + (1 — t)y € C,t € [0, 1].
Entdo, Io(tz + (1 — t)y) = +oo. Assim, satisfazendo (1.50), para todo z,y ¢ C' et € [0, 1].

Agora,se x € C'ey € C, tem-se que Io(x) = 0e Io(y) = +o0, note que, ou

tr+(1—t)yyeC,tel0,1]
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ou,

tr+ (1 —t)y ¢ C,tel0,1].
Suponha que o primeiro caso ocorra, ou seja, tx + (1 — t)y € C, entdo
Ic(tzr + (1 —t)y) = 0.
Caso contrario,
Io(te + (1 —t)y) = +oo.

Em quaisquer caso, (1.50) serd satisfeito, e portanto /- € conxeva.
Para mostrar que /o é fracamente semicontinua inferiormente devemos provar que

I ((—00, a]) é um fechado fraco em H, o € IR Desse modo, segue-se que

0 , sea<0

C , sea>0.

Igt(x) =

Assim, () e C' sdo fechados fracos em H, por serem convexos e fechados em H.

Por fim, I € prépria, pois se x € C, temos entio
Ic(x) =0,Verel

e portanto diferente do vazio.
Calculemos agora 0l (x). Seja u € Io(x), entdo Ol-(x) é definida da seguinte forma: Se

z ¢ C, tem-se que Io(z) = +oo, dai
Io(y) > 400, Yy € H.

Absurdo, pois se y € C, Io(y) = 0. Logo, dlc(x) = 0.

Se x € C, tem-se que Io(x) = 0, entdo
Ic(y> Z (uvy - ZL’), vy € H

Entdo, consideremos dois casos:
i) Se y ¢ C, obtemos

(u,y —x) < +o0.
ii)Sey e C
(u,y —x) <0
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Portanto,
{ue Hy(u,y—z)<0,VyeC} , sexe(C

(9[0(.1') =
0 , sex¢C.

Do exemplo acima tem-se que 0/ € monotdnico.
Note que D(01¢) C D(I¢) C C. Ese,0 € 0lo(z), Vo € C,entdo C C D(0I¢). Portanto,
D(01¢) = C.

Exemplo 1.3.4. Seja (S, 3, i) um espago de medida positiva. Dado um operador A : H — H,
podemos definir o : H# — A, onde 7= L*(S, H) por

v € du se e somente sev(t) € Au(t) g.t.p. em S.

Se A é monotbnico, entdo </ também o é.

De fato, seja A monot6nico, entdo mostraremos que

(Au— Fv,u—v)>0,Yu,ve A,

ou mais precisamente,

(v =0, u—v)>0,Yu € FueWV € Fv

Entao,

(W =o' u—v) = [(( () —v(t),ult) —v(t))du(t) > 0.

Logo,

(v =0 u—v)>0,Vu' € eV € .

Portanto, </ é monotdnico.
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Lema 1.3.1. Sejam ¢ : H — (—infty, +infty] uma funcdo convexa, semicontinua inferior-

mente e propria em H e § > 0. Dado v € H, a funcdo convexa

() = ¢lz) + B/2|z — ul”
atinge seu minimo em x se, e somente se, 3(u — o) € 0¢(xo).
Demonstragdo. Suponhamos que 3(u — Xg) € 0¢(xp), entdo para todo y € H temos

¢y) — d(xo) = (Blu—20),y — )
= Bu—xp,u—u+y—mxp)

Blu —xo,u—x0 +y —u)

B llwo = ull* + Blu — o,y — u)

B llwo — ull* = B(=1/2|lzoul* = 1/2ly — ul*)
B/2|lxo = ull® = B/2[lu—y]*.

v

Assim,
o(y) — d(x0) = B/2lxo — ull* — B/2 lu—yl|*.
Logo,
B 2 5 2
6) + 5 lu =yl = élwo) + 5 o — ul*, ¥y € H.
Portanto, a funcao
B
¥(z) = olz0) + 5 llz — ul]

atinge seu minimo em x.

Note que 1 é convexa por hipétese e ¢(z) = ||z|* é convexa. Agora, suponha que a fungio

V() = o) + B/2 ||z — u|”

atinge seu minimo em . Mostraremos que 5(u — xg) € dp(xo).
Sejan € H edefinay, = (1 —t)zo+tn, parat € [0, 1]. Como ) atinge seu minimo em z,
tem-se que
() — d(wo) < B/2 wo —ull® — /2|y, — ull”
= 6/2[(330 — U, %o —U) - ('TO — U Yt —U) + ('TO — U, Y —U) - (yt — U, Y _U’)]
= B/2(wo — w0 —u = (yr — w)) + (w0 —w = (41 — ), 41 — w)]
= B/2[(xo —u, o —u— (yr — ) + (4 — u, w0 — u = (Y — u))]
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=06/2(x0 —u+y —u,x0 — y) = B/2(x0 + yr — 2u, T, — Yt).
Logo,
O(ye) — P(xo) < B/2(x0 + Yo — 2u, T9 — Y).- (1.51)
Pela convexidade de ¢, tem-se que
O(y) = o((1 —t)zo +1n) < (1—1)(20)t(n)
= ¢(x0) — td(xo) + td(n).
segue-se que

t(p(n) — ¢(x0)) = G(yr) — d(o)

entdo, por (1.51), temos

o(y) — d(xo)

A%

B/2(xo + yp — 2u, x0 — i)

= B/2(xg + (xo — txo + tn) — 2u,x9 — (x9 — tzo + 1N))
B/2(2xg — 2u — (tzg — tn), txg — tn)

B/2(2x0 — 2u — (txg — tn) — B/2 ||tze — tn)||?

> [/2(2x9 — 2u,tzg — tn) = B(xe — u, txg — tn)

ou seja,
t(d(n) — d(x0)) > B(wo — u,tzg — tn).
Fazendo ¢ — 1, obtemos
¢(n) — d(xo) > B(wo — u, 19 — 1)
daf,
¢(n) — é(xo) = B(B(u — z9),m — x0), Vn € H.

Portanto, 5(u — o) € 0¢(xo). O
Proposicao 1.3.1. O operador 0¢ é maximal monoténico.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.1.4 € suficiente mostrar que Im(I + 0¢) = H. Desta forma,
devemos provar que

u € x+ 0¢(x)

tem solucdo x € H, para cada v € H. Para isto, utilizaremos o Lema 1.3.1, uma vez que para

cada 8 > 0 a aplicacdo 1/ convexa, s.c.i. e propria, atinge seu minimo em xy € H, (ver Teorema
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1.0.8, ver Apéndice A). Do Lema 1.3.1 tem-se que 5(u — o) € dp(zy), isto é, existe xg € H

tal que
u € xo + 0P(xp),
ou seja,
u € (I + 0¢(xo)).
Logo, Im(I + d¢) = H e portanto, ¢ é maximal monotdnico. N

Proposicao 1.3.2. Seja 5 : IR — IR um operador maximal monoténico. Entdo, existe uma
fungdo j : IR— (—o0, +00] convexa, semicontinua inferiormente e propria tal que 0j = 3, ou

seja, [ € necessariamente uma subdiferencial.
Demonstragdo. Ver [8], pagina 144, Proposi¢do 4.3. 0

Proposicao 1.3.3. Seja 5 : R— IR um operador maximal monotéonico, entdo o operador

B:L*Q) — L*Q)

u — B(u)

onde Bu = {v € L*(Q) : v € B(u) q.t.p. em Q}, onde Q C IR é um dominio limitado, é

maximal monotonico. Além disso, B é uma subdiferencial.

Demonstragdo. Ver [5], pagina 47, Proposi¢do 2.16. [
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1.4 Sobrejetividade dos Operadores Maximais Monotonicos

Definicao 1.4.1. (Operador Localmente Limitado)
Um operador localmente limitado T : D(T') C H — H se todo x € D(T) tem uma vizinhanga
V C H tal que

TVvnDT)= |J Ty

yeVND(T)

é limitado ou vazio.

Teorema 1.4.1. Seja T : H — H um operador maximal monotonico. Entdo, T é localmente

limitado em cada ponto x € int coD(T).

Demonstragdo. Seja x € int coD(T') e z,, € B,(x) C coD(T). Suponha, por contradigdo, que

existam z,, € B,(z), z,, — x tais que para u,, € Tz, ||u,| — +oo. Logo, pelo Lema 1.0.1,

existe z € H, [|z]| < ptal que
lim inf (u,, x, —x — z) = —o0.
Como z + z € coD(T'), entdo podemos escrever a seguinte combinagio conxeva

$+Z:Z)\iyi, comy;, € D(T),\; >0e Z)\izl.
i=1

=1

Sendo 7' maximal monotdnico por hipétese, tem-se que
(up, — v,y —y;) >0, comv; € Ty;.

Entao,

ou seja,
(U Try — i) = (Vis T — Ys)-

E multiplicando por ); e tomando o somatoério de ¢+ = 1 até n, obtemos

n

(tny Y (@nhi = Agi)) = D Ai(vsy 7 = i),

i=1 =1

assim,
n

(um ('Tn Z >\z - Z )‘zyz>> > Z )‘i<vi7 Tn — yi)?
=1 =1

i=1
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ou seja,
n
(U, Ty — T — 2) > Z Ai(Viy T — Y1)
i=1
Tomando limite,

n

liminf(u,, z, —x — z) > Z Xi(vi, x —y;) > —00.
i=1

Contradi¢ao, portanto ||u,,

¢ limitado e assim segue o resultado. [
Temos a seguinte caracterizacao de sobrejetividade de operador maximal monotdnico.

Teorema 1.4.2. Um operador maximal monoténico T é sobrejetivo se, e somente se, T~ é

localmente limitado.

Demonstragdo. Inicialmente vamos mostrar que se 7! é localmente limitado, entdo Im(T') =
H. Para isto é suficiente mostrar que /m(7") € aberto e fechado simultaneamente, pois se isso
ocorre entdo Im(7T) U Im(T)¢ = H é uma cisdo para H. Sendo H conexo entdo Im(T) = H
oulm(T) = (), uma vez que o segundo caso ndo ocorre concluimos que 7" € sobrejetivo. Entdo,
mostraremos primeiro que /m(7") é fechado. De fato, sejam u,, € Im(T), u,, € Tx, tais que
u, — u. Como T ~! localmente limitado, ou seja, existe um aberto V,, em H tal que u € V,,
U 77
yEVaND(T)

¢ limitado, uma vez que u,, — v em H, existe n € N tal que
(un) C Vi, YV > nyg.

Logo, (z,) C UT " *(u,), entdo ||z,|

¢ limitado. Passando a uma subsequéncia tem-se que
z, — x. Temos assim,

(v —up,y —x,) >0, V[y,v] € G(T).

Passando ao limite quando n — +o00 tem-se que
(Vv —=Up,y —xp) > (V—u,y —x) >0, V[z,u| € G(T).

Assim, u € Tx.

Logo, Im(T) é fechado.
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Im(T) é aberto. Com efeito, Seja ug € Im(T), ug € Tz e seja B, a bola de raio r em

torno de ug tal que 7! € limitado. Tomando ||h|| < 7/4, mostraremos que ug + h € Im(T).

Seja z. a solucdo de

ou seja,

Assim,

Logo,

o que nos da

Dai,

Portanto,

Entio,

Logo,

o
IN

ug + h + exg € ex. + T,

ug + h + exg — exg € Tx,.

[e,ug + h + exg — ex ] € G(T).

(uo + h + exg — €x. — ug, . — x9) > 0,

(h+ exg — €xe, xe — x0) > 0.

—e|ze — zo||* + (h, ze — o)

< —ellze = zoll” + 1Al - [lze — ol

€ |[ze — ol = Al

€llzell = e llzoll < Il

€ llzell < 1Al + € lloll -

E portanto, dado € > 0 for tal que € ||zo|| < /4, obtém-se que

uma vez que

ug + h + exqg — ex. € By,

z. € T ug + h + €xy — ex,).
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E assim, temos que ||z || € limitado, pois 7! é localmente limitado. Indo para a subsequéncia,

se necessario, . — Z. Como,
ug + h + €xg — ex. — ug+ h
quando € — 0, segue que uy + h € TZ. De fato, observe que, passando ao limite temos

(up + h + exg — €x. — ug, T — x9) > 0, Yug € T, ug + h + €xg — €T € TT.

Dai,
ug+ h+exg—ex € Tx.
desde que
up+ h+exg € TT.
Portanto, Im(T') é aberto, entdo Im(T) = H. O

Exemplos de Operadores T': D(T) C H — H tais que T~ € localmente limitado.

Exemplo 1.4.1. Seja T : H — H um operador maximal monotonico. Se D(T) é limitado, T~!

é localmente limitado.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do que 7! ndo seja limitado, entdo para algum y €
D=t = Im(T), onde V,, é um aberto contendo y tem-se que 7 (V, N D(T')) ndo € limitado.
Desde que, para cada ¢ > 0, 7' (V, N D(T~')) C D(T'), resulta que ndo € limitado. Contradi-

cao. [
Exemplo 1.4.2. Se T é coercivo, entdo T é localmente limitado.

Demonstracdo. Vimos no Teorema 4.7 que se 1" é coercivo, entdo segue-se que 7' € sobrejetivo.

E do Teorema 1.4.2 acima segue-se portanto que 7'~! é localmente limitado. [
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1.5 Soma de Operadores Maximais Monotonicos

Em muitas aplicacdes utilizando a teoria monotonica, as equagdes a serem desenvolvidas
sdo do tipo T'x + Sz > f. Desta forma serd importante saber se 7'+ .S é maximal monotdnico.
Com o objetivo de enunciar condigdes suficientes para que 7' + S seja maximal monotonico,
quando 7" e S o sdo, voltaremos as aproximacdes de Yosida de um operador maximal monotd-
nico, com algumas propriedades. Em seguida os resultados da soma de operadores maximais

monotOnicos.

Definicao 1.5.1. (Secdo Principal) Seja T' um operador maximal monoténico, definimos o ope-
rador T° como sendo, o que a cada x € D(T) associa o elemento de norma minima de T'z,
isto é,

T°x = projr,0.
Lema 1.5.1. Seja T' um operador maximal monoténico. Entdo, T'x é convexo e fechado.

Demonstrag¢do. Primeiramente mostraremos que 7'z é fechado. Seja (u,,) C Tz tal que u,, —

u € H. Assim, tem-se que
(U, —u,x —x9) >0, VneVuy € Txy.

Dai,

(u— ug,x — x9) >0, Yug € Txy.

Logo, Tz € fechado.
Agora para mostrar que 7'x é convexo, sejam u;,us € T'x e devemos mostrar que tu; + (1 —

t)us € Tx. Para uy € Txg, tem-se que

(tu; + (1 — t)ug — xo, & — 20) = (ug — up,x — x9) + t(u1 — uz,x — )
= (ug — ug,x — x9) — t(uy — ug, r — x9) — t(Ug — ug, T — o)

= (1 —=1t)(ug —uy,x — o) + t(ug — ug, x — x9) > 0.

Logo, T'x € convexo. ]
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1.5.1 Propriedades das Aproximacoes de Yosida.
Lema 1.5.2. T, é um operador monotonico e lipschitziano de constante 1/\;

Demonstragdo. Vimos no Lema 1.1.3 que 7), é monotonico, entdo, segue-se a demonstracdo de

que T, € lipschitziano. Sendo
(T)\l’l — TA"E27ZE1 — 1’2) > 0, VlL‘l,ZEQ € H,
tem-se que

|Thay — Tawol| ||o1 — 22| > (Thar — Thze, 21 — 22)
= (T)\xl — T)\ﬂjQ, )\T)@L‘l - ATALEQ + J>\$1 — J,\mg)
= /\HT)\ZEl —T)\JIQHQ—F(T)\ZEl —T)\,J,\xl — JAZEQ)

= A HT)\(J‘Jl — T)\LUQHQ —+ (T(J)\Sﬁ) — T(J,\.CEQ), J,\ZL’l — J,\SL’Q)

> A HT,\.CEl — T/\LEQHQ .
Assim, Tr1 — ZEQ“ Z A ”T)_’L'l — T)\I‘QH .
Logo, ||Thz1 — Thazs|| < 1/A||xy — 25|, Yoy, 290 € H, A > 0. O

Lema 1.5.3. (7)), = Toyp, YA, 10> 0;

Demonstragdo. Para mostrar a igualdade (73 ), = Th4,, observemos que da defini¢do da apro-

ximagdo de Yosida que
(1’,@/) < G(T)\)> ou seja, (l’ - )‘y>y) € G(T)>

pois uma vez que 7) € univalente segue-se que

=
YT

se, € somente se,

x— Ny =Jyr,A>0,

equivalentemente,

€ (I +AT)(x— \y),

ou ainda,

r— (z—Ay) € X['(z — A\y).
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Logo,y € T'(x — \y).
Entédo, notemos que (z,y) € G(Th+,), ou seja, (x — (A + p)y,y) € G(T).
Por outro lado,

(z,y) € G((T2)),
ou seja, (x — py,y) € G(Ty). Dai,
(x = (A+ny,y) € G(T).
E portanto, (7)),, = T4, O

Lema 1.5.4. Se v € D(T), entdo Thx — T°x, quando X — 0 e | Thx| < ||[T°z]

’

Demonstracdo. Sejam (Jyx, Thx) € G(T) e (x,T°z) € G(T), paratodo = € D(T). Sendo T'
monotdnico, tem-se que

(The —T°z, Jyx —x) >0,

entao,

(Thax —T°x, \T)z) < 0.

Assim, (Thx, \Thx) — (T°z, \T)x) < 0, ou seja,
I Tha|)* < (T°2, Thw) < | T°x, Taa | Thxl| -

E isso implica,

| Tz|| < [Tz (1.52)

Temos entdo que || Thz|| € limitada em H, assim admite uma subsequéncia que converge fraco,

ou seja, existe um y € H tal que

T\ — y quando A — 0. (1.53)
Por outro lado, vimos que no Teorema 1.1.5 que, se x € D(T'), entdo

Jyr — x quando A — 0.

Assim,

(n—T\r,( — Ja) = (n—y,(—x), ¥(n,¢) €T.
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Logo, (z,y) € G(T). Desse modo, de (1.52) resulta que
[yl < liminf {|Taz]] < [[T°]].
E da definicdo de se¢do principal concluimos que
lyll = [[T°x]|.
Portanto, Thx — T°x quando A — 0. O

Lema 1.5.5. Se z ¢ D(T), entdo | T x| — oo quando \ — 0;

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do que ||Tyz|| < ¢ quando A — 0 e x ¢ D(T). Entio,
existe y € H tal que

T\ — y,quando A — 0.

Seja C' = coD(T). Pelo Teorema 1.1.5, temos
liin Jyr = projox, Vx € H,

segue-se que
(TAZ‘_TLJ)\%_C) — (9—77755—()7
quando A — 0. Assim, da Proposicéo 1.1.2, temos (projozx,y) € T.

Por outro lado,

Iz~ projea|| = minlz (|
< Jlo— el

= lim A | Thz| = 0.
A—0

Logo, z € D(T), o que contradiz o fato de = ¢ D(T').
Portanto, x ¢ D(T), || Taz|| — oo, quando A — 0. O

Lema 1.5.6. Se T' = 0¢, onde ¢ é uma funcdo convexa semicontinua inferiormente e propria,

entdo T\ = 0¢,, onde
J— 3 1 2
oa(z) = min{ o+ fly — 2" + ¢(y)}

€ uma fungdo convexa, diferencidvel a Fréchet e definida para todo x € H.
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Demonstracdo. Pelo Lema 1.3.1, tem-se que ¢, atinge seu minimo em Jx, pois Thz € 9(J\x)
paratodo z € H.
Agora, mostraremos que ¢ € diferencidvel e que d¢, = 7). Para isto, consideremos z,y €

H, pela defini¢do de subdiferencial, temos

d(Dx) — o(Jay) > (The, Jhy — Jrx).

Entdo,
B(hw) — a(&) > 5 [Tyl + (T, Jyy = o)
Assim,
630) ~ 3(w) = SUT ~ [Ty} + Ty, Ty — o).
Dai
83(5) — 63(x) 2 5 ITay = Ball + Ty, ).
Logo,

A
oa(y) — oa() — (Thw,y — ) > B I Tay — Taz||.

Trocando x por y na desigualdade acima, temos

~{o(s) ~ 62(2) + (T~ )} 2 3 [Toy - TP,

Segue-se que,

oY) — oa(x) — (Thz,y —2) — (Thy — Do,z —y) < —% ITay — Tha|)?.

E ainda,
oA(y) — oa(z) — (The,y —2) < (Thy — Do, © — y).
Dai,
o) — 6a(x) — (Bu,y — ) < |Toy = Taall 1o — yll < < lly — .
Assim,

6a(y) — 6a(2) — (Tuy — )] < 5 lly —

Portanto, ¢, é Fréchet diferenciavel e 0\ = T).
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Lema 1.5.7. Sejam T e S operadores maximais monotonicos e suponha que S seja lipschitzi-

ano. Entdo T + S é maximal monoténico.

Demonstragdo. Sendo S lipschitziano, podemos supor que, S € uma contragdo de constante

c < 1, pois se ¢ > 1, definimos S=6S,e segue-se que
|Sz — Sy| =Sz — Sy| < dclz — y|

uma vez que S é maximal monotdnico, segue-se que .S é maximal monotonico.

Para provar o resultado, usaremos o Teorema 1.1.4, ou seja, € suficiente mostrar que o

operador I + 1"+ S é sobrejetivo, isto €, para cada y € H, existe z € H tal que
yex+Tx+ S, (1.54)

equivalentemente,

y—Srex+Tr=I+T)z. (1.55)
Assim, podemos obter a seguinte expressao
(I+T)(y— Sz) = (1.56)

Sendo, (I+T)~" e S contragdes, segue portanto que (I +7)~!(y—S) também € uma contragdo.
Logo, pelo Teorema 1.0.2 (ver Apéndice A), existe um ponto fixo z € H satisfazendo (1.56)

acima, consequentemente, (1.54) e (1.55), e com isso, segue o resultado. ]

Definicdo 1.5.2. Dizemos que um operador T : H — Z(H) é fracamente fechado quando,

dadas as sequéncias (x,) C D(T) e y, com
Yn ETxp, x,, =T €YYy =Y
temos y € T'x.

Teorema 1.5.1. (Brezis-Crandall-Pazy). Sejam T e S operadores maximais monoténicos. En-

tdo, T' 4+ S é maximal monotdnico se, e somente se, para cada y, as solugoes x da equagdo
yEl’)\—FTZL')\ﬁ—S)\ZL’)\ (157)

sdo tais que S)\x) € limitado para \ suficientemente pequeno. Neste caso, Ty — x, onde x é a

solugdo de y € v+ Tz + Sx.
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Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que, 7" + S € maximal monotonico. Observe, para

caday € Im(I +T + S), existe x € H tal que = a solugdo de y € x + Tz + Sz. Sejam
(=y—x—nmneTre(=y—x)y— Sty € Ty, (1.58)

onde 7 é o elemento de norma minima do convexo fechado Sx N (y — z — T'z), o qual 7 existe
pelo Teorema 1.0.8 (ver Apéndice A), e x), existe devido ao Teorema 1.1.4. Entdo, observemos

que
(y_yva _:L‘) =0.
Assim, por (1.58) podemos escrever da seguinte forma
O+ zy+Say—(C+x+n),x)—x)=0.
Desenvolvendo, obtemos
||$)\ — 517||2 + (C,\ - C,ZL‘A — 93) + (S)\l‘)\ — N, T\ — :B) =0. (159)

Sendo 7" maximal monotdnico, tem-se que

(C)\—C,.T)\—«T) 20
E em (1.59) segue-se que
0< (G =Can—a) = —lloa—zl" = (Sar —n,2x — @)
= —lzx—zl* = (Saex —m,2n — Jiwa + Jiw) — x)

= - HI,\ - 1’”2 - [(S,\x,\ —N,Tx— Jf%) + (S,\I,\ -, JASIA — x)]

Assim,

(Sazx — 1,25 — Jix)) < — ||lzy — 2]|* < 0. (1.60)
Pela definicao de resolvente, segue-se que
(Sxzx = n, ASxzy) = A(Saea — 0, Sazn) < 0.

Dai, obtém-se,

AISazall” = AMn, Saz) <0,

ou seja,

1Sxaal” < (0, Sxay).
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
1Sxeall” < llmll- [[Sxall

Logo,
[Sxzall < Inll- (1.61)

Além disso, de (1.59)

|z — tz < (n — Saza, ASHxy).

E novamente pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se
lzx — 2l < Aln = Sazall [|Sazall
segue da desigualdade triangular que
lzx = < MISaaall (Il + [[Sxzal),
e por (1.59), obtemos

2 2
lzx = 2™ < Ml (lall + [l2ll) = 2A{lnll”-

Logo, ||y — z|| < v/2X||n||. Portanto, 2, — 2 quando X é suficientemente pequeno.
Reciprocamente, suponhamos que S)z, seja limitado para A suficientemente pequeno. Para
todo A, i > 0, definimos
Oo=y—xy— Szy € Txy, (1.62)

Cu=y—x,— Sz, €Tx,.
Entao, tem-se que
(O + )+ Saen— (¢ + 2, + Suxy), 2x —xy,) =0.
Desenvolvendo obtemos,
l|x) — x#H2 + (O — Cuyxa — ) + (Shxy — Spzy, xn — ) = 0.
Pela definicao de aproximacao de Yosida, tem-se que
Ty — x, = ANShay — uSux, + Iy — Ju,. (1.63)
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Sendo T’ € monotonico, tem-se que
0< (= Guar—m,) =—lzs - %LHQ — (Sawn — Spwp, X — ).
Da desigualdade acima e de (1.63), devemos ter

2y — z,u||° < —(Sama — Sutty, ASxay — Sz, + Jywy — Jyx,)

(Suzy — Saza, me — JS:L‘M) — (Shey — Sy, J/\Sm — J;fxu),

onde J{, Jj sdo os resolventes do operador S com seus respectivos indices. Uma vez que S é

maximal monotonico, segue do Lema 1.1.2 que
(SAzx = Suwy, Jiwn — Jiw,) = (S(J{wn) — S(Jjx,), Jyas — Jix,) > 0,
donde segue da monotonicidade de S. Temos portanto,
|lzx — $M||2 < (Suxy, — Sxxa, AS\aapS,x,,).
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se que
lzx = 2ul* < ISuzy — Sawall - [ASa@x — 1S,z
pela desigualdade triangular segue-se que
lzx = 2ull* < (1Suzll + 1S3 lD-(IASzAll + 1S zall)-

Sendo Sy, limitado quando ) é suficientemente pequeno, temos que {x, } é uma sequéncia de
Cauchy. Dessa maneira, existe + € H tal que ), — x quando A é suficientemente pequeno.

Além disso, existem (g, 79 € H tais que, a menos de subsequéncia

SaTx — 1o € C — (o,

onde a primeira convergéncia segue do fato de S)z, ser limitado para A suficientemente pe-

queno, e a segunda segue de (1.62) e de ), — x. Como 7" e S sdo fracamente fechado, tem-se

que
(oeTren € Sx.
Assim,
y=x+ G+
Portanto, y € Im(I +T + S). O
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Corolario 1.5.1. (Rockafellar). Sejam T + S maximais monotonicos, e suponha que

[intD(T)] N D(S) # 0. Entdo, T + S é maximal monoténico.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade podemos supor que 0 € intD(T") N D(SS). Pois do

contrério, podemos tomar os seguintes operadores

T:D(T)=D(T)—zy— H

dado por
T(z) = T(z +20) = yo
e
S:D(S)=D(S) —xy — H
dado por

S(v) = S(v+ ) — yo-

uma vez que 7 e S, também sdo maximais monotdnicos como vimos na Secéo 1.1. Entdo, dado
y € H, existe pelo Lema 1.5.7 um unico x) tal que y € x) + Tx) + Shxy. Sejay, € Tx, tal
que

y = x+yx+ S (1.64)
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que
[yl Mzall = (y, 22)

e por (1.64) temos
[yl - Nlzall > (zx + ya + Sxza, 72).

Desenvolvendo o lado direito da desigualdade obtemos
yll - zall = llall® + (yas 22) + (Sawa, 2a) (1.65)
Sendo 7' maximal monotdnico, 0 € D(T') e y, € Tz, tem-se que
(yx — 2,2y —0) >0, Vz € TO,

ou seja,

(yr, z2) > (2,2y), Vz € T0. (1.66)
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Do mesmo modo, sendo .S, monot6nico, segue-se que
(SAZL")\,ﬁ)\ — 0) > 0,0 e S)\O,

e assim,

(y)\y‘r)\) > (Zaxk)a 0€ S/\O (167)

De (1.66) e (1.67), segue-se em (1.65) que
gl - llaall = llzall* + (2, 2) + (Sxos ).
Uma vez que 0 € D(S), temos pelo Lema 1.5.4 que ||S,0]| — ||S°0|| quando A — 0. Assim,
[5X0[] = 0.

Entao usando a desigualdade de Cauchy- Schwarz e dos dois ultimos termos de (1.65), obtemos

Iyl llzall = all® = Nyl - leall = 1Syl llaal
ou seja,
Il lzall = faall® = iyl -
Logo,
lall < 2.]lyl] = e
Portanto, ||x,|| é limitada quando A € suficientemente pequeno. Segue ainda de (1.65) que

(yx, z) € limitada quando A € suficientemente pequeno.
Agora, seja ¢ > 0 tal que a bola B.(0) é levada por 7" em um conjunto limitado; tal € existe
pelo Teorema 1.4.1 e pelo fato de 0 € int D(T'). Seja Wy = eyy/ ||yall, entdo 2z, € Tw, é

limitado. Por monotonicidade, temos
(yn — 2x, 23 —wy) >0, Yy € Ty
dai,
(Ux, wa) < (yasTa) — (2a,22) — (22, W)
ou seja,
elluall < (ya2a) — (2x, 7)) — (22, wa). (1.68)

Como cada um dos termos do lado direito € limitado, concluimos que y, € limitado. Logo, de

(1.64) segue-se que S,z € limitado e portanto do Teorema 1.5.1, segue o resultado. [
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Corolario 1.5.2. Sejam T e S operadores maximais monotonicos tais que
(u, Sxx) >0, Ve € D(T), Yu € Tz eV > 0. (1.69)
Entdo, T + S é maximal monotédnico.
Demonstracdo. Pelo Teorema 1.5.1, basta provar que as solucdes x) da equacao
fexy+Txy+ Shxy, (1.70)

paratodo f € H, sdo tais que ||S\x,|| é limitado, quando A ¢ suficientemente pequeno. Usando

(1.70) em (1.69), obtemos

(f —xx—Sx,5xx) >0 (1.71)

Desenvolvendo obtemos a seguinte estimativa
(f, Sxz) = (za, Sazn) + || Sxaal? - (1.72)
Agora, para yo € D(T') temos pela monotonicidade de 7" que
(z —w,xy —yo) >0, VzeETxyeVw e Ty,
e usando (1.70), segue-se que
(f =2 = Shay —w,zx —yo) >0, Yw € Typ.
Desenvolvendo temos
(f,2x) = (f,90) — HxAH2 + (zx, 40) — (Sazx, 22) + (Saza, vo) — (w, 2x) + (w,yx) > 0.
Organizando, obtemos
lzxll* + (Saza, 22) < (w = f,90) + (f + %o — w,22) + (Saza, %o).
Entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se que
lzAll? 4 (Sazx, 23) < ¢+ cllza] + c||Sxaal (1.73)

onde c sdo diferentes constantes independentes de \.

Agora, para y; € D(S), segue da monotonicidade de S que

(Sxzx — Sayr, xx —y1) > 0.
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O que implica que
(Sxzaza) — (Saza, y1) — (Savr, 2a) + (Savr, 1) 2 0.
Uma vez que y; € D(S5), segue do Lema 1.5.4 que
[Sxpall < 15°wll,

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(Sxxa, xy) > —c — ||lal| — c||Shza - (1.74)
Assim, de (1.73), segue-se que

[za])* < e+ o]l + c|[Saaa] - (1.75)

E de (1.72), tem-se que
|Shaall”> < e+ ¢zl + ¢||Shaall - (1.76)

Por (1.75) e (1.76) concluimos que ||Syz,|| € limitado quando A é suficientemente pequeno.

Portanto, pelo teorema supracitado, segue o resultado. [

Corolario 1.5.3. Seja T' maximal monotonico e ¢ uma funcdo convexa, semicontinua inferior-

mente e propria. Suponha que
S((I+AXT)1) < ¢(x),Vo € H,¥ > 0. (1.77)
Entdo, T + 0¢ é maximal monoténico.

Demonstragdo. Para provar o resultado, basta mostrar que (1.77) implica em (1.69) do corolério

acima. Entdo, segue da defini¢do de subdiferencial que
(I +XT)7") = ¢(z) > (u, (I + \T) 'z — x), (1.78)
para qualquer u € d¢(x). E de (1.77) e (1.78) otém-se
(u, (I +\T) 'z —2) <0.

Logo,
(u, =AThz) < 0.

Portanto,

(u,Thx) >0, Vo € H, VA > 0eVu € 0¢(x).
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1.6 Os resultados de Brezis-Haraux

Para resolver equacdes do tipo

feTu+ Su,

onde T" e S sdo operadores maximais monotdnicos, devemos conhecer o conjunto /m(7" + 5).
No Entretanto, sabemos determinar /m(7)+1m(S), com 7" e S maximais monotonicos, que em
geral, é maior do que Im(7 + S). Brezis e Haraux [6] observaram mediante algumas hipéteses

sobre 7' e S é quase igual a Im(7T + S) em simbolos
Im(T + S) ~ Im(T) + Im(S)

o que quer dizer que

Im(T+S) = Im(T) + Im(S)

int (Im(T + S)) = int (Im(T) + Im(S)).

1.6.1 Propriedade (*)

Um operador monotdnico 7' em um espago de Hilbert real satisfaz a propriedade (*), se

Vo € colm(T) eVy € coD(T) implica sup (u— v,y —z) < 0.
[z,u]eG(T)

Lema 1.6.1. O operador T satisfaz (*) se, e somente se, T~ também a satisfaz.

Demonstragdo. Suponha que T satisfaz (*), entdo para todo v € co Im(T') e para todo y €
coD(T') tem-se que

sup  (u—v,y—1x) < +o0.
[z,uleG(T)

Dai, segue-se que

sup  (y—x,u—v) < +00.

[w,2]eG(T—1)
Logo,
sup  (z—y,v—u) < +o0.
[u,z]eG(T—1)
Portanto, 7! satisfaz (*). O
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Proposicao 1.6.1. Seja 1" um operador monotonico. Entdo:
(1) T é coercivo se, e somente se, T satisfaz (*)
(it) T é maximal monoténico se, e somente se, J e Ty satisfazem (*).
(1ii) D(T) ou Im(T) limitado se, e somente se, T satisfaz (*).
(tv) T = 0¢ se, e somente se, T satisfaz (*).

Demonstracdo. (i) Suponhamos que 7" seja monotdnico, entéo para todo v € co Im(T') e para
todo y € D(T), tem-se que

(u—v,z—y)>0,ucTx.
Assim,
(u, ) = (u,y) = (v,2) + (v,9) 2 0,
ou seja,
(u,2) = (u,y) + (v, 2) = (v, y).
Para algum w € T™y, segue-se que

(u,x) > (I7w) + (va) - (Uay)'

Entio,

(u,2) > (x,w+v) — (v,y). (1.79)

Como, (z,w + v) < ||z ||w + v||, se mostramos que
(u, ) > [z [w + ]| = (v,). (1.80)

teremos provado (1.79). Uma vez que (1.80) equivale a

Tomemos R > 0 tal que, se ||z|| > R tenhamos

(v, )
|||

<c,

U, x
(u,z) > [|w + ] + c.
[l
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Logo, fazendo R = ||jw + v|| + ¢, segue-se que (1.79) ocorre, e assim satisfazendo (*). Uma vez
que

(U,l’—y) 2 (Uwr_y)? \V/”CL’” > R.

Reciprocamente, se ||z|| < R,u € Tx,v € co Im(T) ey € co D(T), segue-se
(u—v,y—2x) < (w—v,y—z),weTy.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade triangular, temos
(u—v,y —z) < ([lwl]l + [vI)(lwll + R), Yw € Ty.
Como ||z|| < r, segue entdo que

sup (u — v,y — ) < 400.
ucTx

Portanto, 7" satisfaz (*). O

Demonstragdo. (ii) Jy € coercivo entdo, por (i) Jy satisfaz (*). Agora, Ty = (T + \)"te

uma vez que T~ + AT é coercivo tem-se que T), satisfaz (*). [l

Demonstracdo. (iti) Segue diretamente da defini¢do de coercividade, pois se D(T") é limitado,
entdo 1" é coercivo. Assim por (i), segue que 71" satisfaz (*).
Por outro lado, Im(T) = D(T~') é limitado, entdo pelo Lema 1.6.1 7! é coercivo, com isso

temos que 7" satisfaz (*). O

Demonstragdo. (iv) Omitiremos a demonstracdo para evitar introduzir conceitos adicionais.

cf. Brezis-Haraux [6]. O

Lema 1.6.2. Sejam T um operador maximal monotonico em H e F' C H verificando a propri-

edade:

Vv € F,Ja € H; sup (u—wv,a—1x) < o0. (1.81)
[z,u]eC

Entdo, co F' C Im(T) e int(co F') C Im(T).

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que (1.81) se verifica para todo v € co F'. Com

efeito, seja v € co F, entdo

k k
’U:Z)\ﬂ)i, viEsz)\i:L )\120
=1 =1
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Por (1.81), existem a; € H e «; € IRtais que
(u—v,a; — ) < oy, Yu € Tx.
Desenvolvendo, devemos ter
(u, ;) — (u,z) — (vi, a;) + (vi, ¥) < .

Multiplicando por A; e tomando o somatério em i de 1 até k, segue-se que

Z Ni(u, a;) — Z i(u, x) — Z Ai(vi, a;) + Z Ai(v;, ) < Z i Q.

i=1 i=1 i=1 i=1
Pondo a = Y% | Mia;ev =31, A\w; e sendo S \; = 1, obtemos
('LL,CL) - (u,x) B (U,CL) + ('U,SC) So, € ]Ra
ou seja,
(u,a—z)+ (v,x —a) <a, a € R

Logo,

(u—vya—z)<a, YvecwFeacR

Entdo, basta mostrarmos que

FcIm(T)eint F C Im(T).

Pois, (1.81) € satisfeita para todo v € co F'e F' C co F. Primeiramente, provaremos a seguinte

inclusdo,

F c Im(T).

Suponhamos que (1.81) ocorra, entdo sejam v € F' e . as solu¢des da equagdo

exe+Tx.>v, € >0, (1.82)
ou seja,
v—ex. € Tx., €>0. (1.83)
Entao, € suficiente garantir que
exe — 0, quando € — 0. (1.84)
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Pois, tomando em (1.81), x = x. e u = v — €x, teremos

v—ex. —»veIm(T).

Assim, note que

(v—ex.—v,a—z.) < a, a €R

ou seja,
(—exe,a —x) < o
Entao,
(exe,ze —a) <o, a e R
Dai,

elled® < a+e(za)

IA

a+ ezl [lal,
donde segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Logo,
Vellzel < a+ ()*(lzel))*(llall)*.

Assim, € ||z,

¢ limitado para e suficientemente pequeno, o que nos garante (1.84). Portanto,

temos a inclusdo ' C Im(T).

Mostraremos agora a que int(F') C Im(T).

Sejam v € int(F') e B.(v) C F. Entdo, dado w € B,(v), existe a,, € H e o, € IRtais que
(u—v—w,a, —T) < Q. (1.85)
Seja x. solugdes de (1.82), tomando x = x. e u = v — ex., € > 0, em (1.85) segue-se que
(V—€xe —v—w, 0y — T) < Q.

Assim,

—<EZE€, aw) +e€ ||IE€||2 - (w, aw) + (w, xe) S Oy,

ou seja,

IN

(w, xc) Ay + €(Te, aw) + (W, ay)

< aw ez law] + fwl law] -
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Entdo, (w, x.) é limitado para € suficientemente pequeno. Logo, pelo Teorema 1.0.9 (ver Apén-
dice A)

|(w, z.)| < 400,
dai, ||z.|| < +o0. Passando a uma subsequéncia
re ~xev—exr. — vquando — 0,
como v — ex, € Tz., concluimos que v € Im(T). [

Teorema 1.6.1. Sejam T' e S operadores monoténicos tais que T + S é maximal monoténico.

Suponha que T e S satisfazem (*). Entdo,
Im(T+S) =~ Im(T) + Im(S).

Demonstrag¢do. A inclusdo Im(T + S) C Im(T) 4+ Im(S) é natural. Logo, basta mostrar que
Im(T) + Im(S) € Im(T + S) e int(Im(T) + Im(S)) C Im(T + S). Entdo pelo Lema
anterior com Im(7T) + Im(S) = Fe T + S = R. Para tal, verifiquemos a condi¢ao (1.69).
Sejamv € Im(T)+1m(S) (elogo v = vi+vq,v; € Im(T) evy € Im(S))ea € D(T)ND(S)

fixados. Entdo, como 7" e S satisfazem (*) tem-se

sup (u1 —v,a—x) <ooe sup (ug—wvy,a—1x) < o0.
[z,u1]€T [z,u2]€S

E dai, se obtém

sup (u —wv,a —x) < 00,
[z,u]eC
0 que conclui o teorema. [

Corolario 1.6.1. Sejam ¢ e 1 funcoes convexas, semicontinuas inferiormente e proprias em

H. Suponha que 0¢ + 01 é maximal monotonico. Entdo,
Im(9¢ + 0v) ~ Im(0¢) + Im (o).
Um resultado andlogo ao teorema anterior e de grande importancia é o seguinte:
Teorema 1.6.2. Sejam T e S operadores maximais monotonicos tais que
(u,Syz) >0, Vo e D(T), Yue Tx. (1.86)

Entdo,

Im(T + S) ~ Im(T) + Im(S).
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Demonstracdo. Uma vez que (1.86) ocorre, segue do Corolario 1.5.2 que 7" + S é maximal

monotdnico. E do Lema 1.5.7, segue-se que parav € H e 0 < ¢ < 1 fixados, as equacdes
v € exy+ Ty + Shay (1.87)
tem uma unica solug@o x,. Assim, para v € H, tomando 0 < € < 1 de modo que
v>exyt+u+ Sy, u € Txy. (1.88)
Elevando ao quadrado (1.88), obtemos

loll* > € llaall® + 2e(a, u+ Shza) + [lu + Sraa||”

e loall? + 2e(za, u+ Sawy) + [[ul]? + 2(u, Sxwn) + || Sazall’ -

De (1.86), segue-se que
loll® = € flaall” + [lull® + [1Sxaall” + 26(zx, u + Srz). (1.89)

Para estimar o tltimo termo de (1.89), tome zy € D(T") N D(S) fixo, segue da monotonicidade
de T+ Sy que
(u+ Sxxy — Txg — Sawe, x\ — x0) > 0, u € Tx). (1.90)

Desenvolvendo (1.90), devemos ter
0 < (u+ Sz, zn) — (u+ Sy, xo) — (Txg + Sazo, )) + (Txg + Sawo, To),
ou seja,
—(u+ Shxa, z2) < (Tzg + Srxo, o) — (u+ Srxa, o) — (T'wo + SxTo, Tr)-
Por Cauchy-Schwarz, segue-se que
—(u+ e, 2n) < e lut Sl [zl + Tz + Sxwoll [l2all -
Da desigualdade triangular, obtemos

—(u+ Sy, w3) < e+ cllan]| + e(llu]l + [[Sxzal),
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ou seja,

— (u+ Sz, zy) < c(1+ [|za|l + [|ul] + ||Srxrl]), v € Txy. (1.91)
Assim, de (1.89) e (1.91), obtemos
[W]I* > € flaall + llul® + [1Sxal* = 2ce(jaall + ull + Syl + 1).
Entado, notemos que
e aall” + llull® + 1Sxeall” < 2ee(llaall + lfull + [Sxaall + 1) + [0l

isto &,
e [zl + [lull* + [[Sxaall* < c(v), u € Ty,

para A suficientemente pequeno. Neste caso, pelo Teorema 1.5.1, paracada 0 < € < 1,z — 2.
que € a solucao de

v € exe+Tx + Sz.. (1.92)

Assim, para algum u, € Tz, e w, € Sx., temos
V= €T + U + We. (1.93)

Logo,
[uell < c(v) e flwe| < c(v). (1.94)

Sejaagorav € Im(T)+ Im(S) e mostraremos que v € Im (T + S). Sejav € Im(T)+ Im(S)

com v € T'x + Sy, pela monotonicidade de 7" e .S, temos
(Tze —Tz,z. —x) > 0e (Sx. — Sy, zc —y) > 0.

Donde segue-se que

(Tee—Tx,z.) — (Tx. — Tx,x) >0, (1.95)

(Sx. — Sy,z.) — (Szc — Sy,y) > 0. (1.96)

Somando (1.95) e (1.96), devemos ter

(Tw& + Sws - (TZL‘ + Sy),xe) - (Tme - Tl‘,ZL’) - (Slf - Syay) > 0.
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De (1.93), temos

(v—ere—v,z.) — (Toe — Tx,z) — (Sze — Sy, y) <0,

ou seja,
(—exe,xe) — (Txe — Tx,x) — (Sxe — Sy, y) > 0.
Dai,
ellz]® < (Tax—Tx.x)+ (Sy— Sz.,vy)
< Tz =Tl |[=]] + [[Sy — Sz]| |y
< ([T]] + | Tx]]) |zl + Syl + [[Szl]) [yl

o que implica que € ||z < c.
Desse modo, segue de (1.94) que passando a uma subsequéncia em (1.93) quando € — 0, temos
veIm(T+S).
Seja agora v € int(Im(T) + Im(S)) e mostraremos que v € Im(T + S). Seja B,(v) C
Im(T) + Im(S). Tomemos ||h|| < r de modo que
v+ h e Tx, + Sy. (1.97)
Usando a monotonicidade de T e S, temos

(Tze — Txp,xe —xp) > 0e (Sze — Sxp, 26 — 28) >0

Assim,

(Tze —Tx,x) — (Txe — Txp,xp) >0 (1.98)

(Sx. — Sxp,x) — (Sxe — Sxp,78) >0 (1.99)

Somando (1.98) e (1.99), devemos ter
(Tze+ Sz — (Txp, + Sxp)) — (Txe — Txp, xe — xp) — (ST — ST, T — 71) > 0.
De (1.92) e (1.97), temos

0<(w—-—z.—v—hx)— (Tax.—Txe, e — xp) — (Sxc — ST, T — TP).
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Dai, segue-se que
(h,z0) < ||z|)® + (Tap — Tae, e — 1) 4+ (S — S0y T — T1),

o que significa que (h, z.) é limitado por uma constante que depende de h. Assim, pelo Teorema
1.0.9 (ver Apéndice A), temos ||z.|| é limitado quando € é suficientemente pequeno, e de (1.92)
concluimos que v € Im(T + 5).

Portanto,

Im(T + S) ~ Im(T) + Im(S).

]

Corolario 1.6.2. Sejam T maximal monoténico e ¢ fun¢do convexa semicontinua inferiormente
e propria tais que

S((I+MT)'2) < ¢(x), Vo € H, A > 0. (1.100)

Entdo,

Im(T + 0¢) = Im(T) + Im(99).

Demonstracdo. Segue diretamente os passos da demonstragdo do Coroldrio 1.5.3 e do Teorema

1.6.2 segue o resultado. [
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Capitulo 2

Aplicacoes da Teoria Maximal Monotonica

Esta secdo destina-se a aplicacdo da Teoria maximal monotonica a problemas elipticos ndo

lineares.

2.1 Um problema nao linear com a condi¢ao de Neumann

Nesta secdo, estamos interessados em estudar o seguinte problema

—Au+pu) > f em
du — (0 sobre 09,

an

(PN)

onde 2 C IR" é um dominio limitado de fronteira OS2 suave, 17 é o vetor normal unitdrio exterior
a, 8 : R— IRé um operador multivalente maximal monotdnico e f € L*((2) é uma fungio

dada.

Defini¢io 2.1.1. Uma solugdo forte para o problema (PN) é uma funcdo u € W%2(Q) tal que

—Au+ f(u) > f, g.t.p. em Q

@ =0, g.t.p. sobre 0f).
an

O lema a seguir é uma condi¢do necessdria para a existéncia de solu¢do do problema (PN).

Lema 2.1.1. Se u € W*2(Q) é solugdo forte do problema (PN), entéo
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/vd:c = / fdz € Im(B), Vv e p(u). (2.1)
0 Q

Demonstragdo. Suponha que u € W?2(Q) seja solugio do problema (PN), entdo existe v €

L*(Q), com v € B(u) tal que

—Au+v = f em

(P1)
g—“ = 0 sobre O
n
Integrando a primeira equagdo do problema (P1) em 2, segue-se que
/(—Au—l—v)dm = / fdx,
Q Q
ou seja,
/ —Audx + / vdr = / fdx.
Q Q Q
Desde que u € W22(Q), temos
/ —Audzr = / @da
Q a0 On
e g_:; = 0 sobre 02, tem-se que
/ vdr = / fdx,
Q Q
para todo v € [B(u). O

Lema 2.1.2. A fungdo ¢ : W12(Q) — R definida por
1 2
¢(u) = ) “quL?(Q)
é convexa, semicontinua inferiormente e propria.

Demonstracdo. Com efeito, ¢ é propria, pois contradominio € IR. Sendo ¢ continua, entdo é

semicontinua inferiormente. Por fim,

Sut (L —1p) = L [(Vu+ (1- )Vl

1
= 3 (t2HVUH§+(1—t) |]VUH§+2t(1—t)/Vqudm>
Q

< 2wl + (- 02 ol + D (vul? + vel?)
= () + (1 = 020(0) +H1L — )o(w) + £(1 ~ 1o(v)

= to(u) + (1 —t)o(v), Yu,v € WH(Q).
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O préximo lema trata da maximalidade do operador —A, o que serd bastante relevante para

a demonstracao do principal resultado desta secao.

Lema 2.1.3. O operador —A : D(—A) — L*(Q), onde D(—A) = {u € W*2(Q) : Ou/0n =
0, em 00}, coincide com a subdiferencial de ¢, isto é, — A = 0¢.

Demonstragdo. Sejau € D(—A) ev € WH2(Q). Entdo,

/Q —Au(v — u)dx = /QVu.V(U —u)dz.

Assim,
/ —Au(v — u)dr = /(Vu.Vv — |Vu|?)dz,
Q Q
ou seja,
/—Au(v—u)dx:/Vqudx—/ \Vu|? dz.
Q 0 Q
Dai,
1 2 1 2
/—Au(v—u)dwﬁ —/ |Vl d:p——/ |Vul|”dx.
Q 2 Ja 2 Ja
Entao,
[ =Bl - wde < 5 190l - 5 IVl
0 ) L2(@) 9 L2(Q) -
Logo,

(—Au, v — u) 29y + d(u) < ¢(v), Yo € WH(Q).

Mostrando que , —Au € J¢(u), paratodo u € D(—A).
Reciprocamente, se provarmos que d¢ € um operador univalente, concluiremos que —A =
0¢. Feito isto, segue da Proposi¢do 1.3.1 que —A € maximal monotdnico.

0¢ é um operador univalente. De fato, uma vez que
1 2 1,2

¢ Gateaux diferencidvel, e do Lema 2.1.2 segue que ¢ é convexa. Assim, da Observacdo 1.3.1

concluimos que ¢’ = 0¢, ou seja, J¢ é univalente. Portanto —A = 0¢. [

O resultado que iremos mostrar agora ird assegurar a existéncia de solu¢do para o problema

(PN).
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Teorema 2.1.1. O problema (PN) admite uma solucdo forte u € W?2(Q) se

1

o /Q Fd € int(Im(B)). 22)

Demonstragdo. Para mostrar este resultado, usaremos o Teorema 1.6.2. Para isso, sejam H =

L*(Q) e 8 : R— IR um operador maximal monotonico dado. Definamos,

A:D(A)C H— H,

A=—-A comD(A) = {u € W2*(Q); %—u) =0em 89}
Ui

e B como na Proposi¢ao 1.3.3. Segue do Lema 2.1.2 e da Proposicdo 1.3.1 que o operador A

€ maximal monot6nico. Além disso, da Proposicao 1.3.3 segue que B € maximal monotdnico.

Do Teorema 1.6.2, se mostrarmos que vale
(Au, Byu) > 0, Yu € H, YA > 0,

concluiremos que

Im(A+ B) ~ Im(A) + Im(B), (2.3)
ou equivalentemente,
Im(A+ B) =Im(A) + Im(B) 2.4)
e
int(Im(A+ B)) = int(Im(A) + Im(B)). (2.5)
Para isto, observe que
(Au, Byu)r2(0) = —/ Aufy(u)dx
Q

n
0%u

- [ Gnw

=1 ¢

Portanto, (2.3) ocorre.
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Mostraremos agora que

f € int(Im(A) + Im(B)). (2.6)

Se (2.6) é verdade, concluiremos de (2.5) que f € int(Im(A + B)), e, consequentemente o
problema (PN') admitird uma solugio forte.

Para provar (2.6), tomemos g € H = L?*({2) e notemos que
g—(g /gd:v) < /fdfc+ : (g—f)dar)—g +y
191 € I e

1
N =9—757 | 9dz
' €2 Ja

onde

/gldx - 07
Q

segue do Teorema (PNL) (ver Apéndice C) que, g; € Im(A). Por outro lado, se tomarmos

Desde que,

g — fll2(q suficientemente pequeno, segue de (2.2) que g» € Im(B). Com efeito, dado

(o [ a7 e) <

tal que |g — f| < 0. Notemos que

e > 0, existe 6 > 0, com

1 1
—fg=pde| < = [ 19— fld
o f-na] < g [l fia
1 2 Y2 1/2
< g (flo-rPas) o
)
< —|Q|1/2

Escolhendo e < 4/ |Q[*/%, temos

ou seja,



Dai,

1 1
/fd:c—e<—/fdx+—/(g—f)da:</f+e
o €2 Ja 9 Ja 0
Logo, g € Im(A)+ Im(B), o que mostra (2.6). Portanto, dado f € L*(Q), existe u € W?2(Q)

solugdo forte do problema (PN). O
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2.2 Um problema nao linear com a condi¢ao de Dirichlet

Nesta se¢do estamos interessados em estudar o problema

—Au+pf(u) > f em Q, D)
u

= 0 sobre 011,

onde 2 C IR' é um dominio limitado com fronteira OS2 suave, n é o vetor normal unitdrio
exterior a fronteira de €2, 5 : IR — IR é um operador multivalente maximal monotdnico dado e

f € L*(Q) é uma fungdo dada.

Definicdo 2.2.1. Uma solugdo forte para problema (PD) é uma fungio v € W>2(Q)NW,%(Q)
tal que

—Au+ f(u) > f, gt.p. em.
No que segue, apresentaremos o principal resultado desta secao.
Teorema 2.2.1. Para cada f € L*(Y) dada, o problema (P D) possui uma solugdo forte.

Demonstragdo. Seja H = L?(Q) e defina os operadores

A=—A, D(A) = W>*(Q)NnW,?*(Q)
e B como na Proposi¢do 1.3.3. Seja —A = 9¢, onde ¢ : L*(Q)) — (—o0, +0o| é uma fungio
convexa, semicontinua inferiormente e prépria dada por

é(u) = %fg ‘Vu‘z ENAS W0172(Q)

400 , caso contrario.

Do Lema 2.1.3, segue que A é maximal monoto6nico, da Proposicdo 1.3.3 temos que B também

¢ maximal monotdnico, vimos no Teorema 2.1.1 que
(Au, Byu) > 0, Yu € H, YA > 0.

Entdo, segue do Coroldrio 1.5.2 que A + B € maximal monotonico. No que segue usaremos o

Teorema 1.2.2 para mostrar que Im(A+ B) = L?(f2). Para isso, precisamos mostrar que A+ B

74



é coercivo. Com efeito,

/(—Au + Bu)udx
Q

>

/Q (—Au+ B(w))udz

/Q—Au.uder/Qﬁ(u)udx

/ —Au.udz

0
\Vul|? dz
0

c/ u|® da.
Q

Logo, A + B é coercivo. Portanto, pelo Teorema 1.2.2, dado f € L*(), existe uma solugio

forte para o problema (PD).
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2.3 Um problema de contorno nao linear

Nesta se¢do estamos interessados em estudar o seguinte problema

Au=0 em £,

5 (PO)
_a_:; + fepfu) em 09,

onde 2 C IR' é um dominio limitado com fronteira OS2 suave, n é o vetor normal unitdrio
exterior a fronteira de €2, 5 : IR — IR é um operador multivalente maximal monotdnico dado e

f € L?(09) é uma fungdo dada.

Definicdo 2.3.1. Uma solugdo forte para o problema (PC) é uma funcdo v € W3/%2(Q) tal
que

Au =0, g.t.p. em )

_g_:; + f € B(u), g.t.p em 0N

Lema 2.3.1. Se u € W3/22(Q) é solugdo forte do problema (PC'), entdo

1

|GQ| vdo € Imf, Yv € f(u).
o0

1
197 =501 ),

Demonstragdo. Suponha que u € W322(Q) seja solugdo do problema (PC'), entdo existe

v € L*(9Q) comv € (u) tal que

Au = 0, qtp. em (),

(P2)
—g—;‘ +f = v, qtp. em .
Integrando a segunda equacdo do problema acima sobre 02, temos
—da + / fdo = / vdo.
o0 0 G19)
Desde que u € W3/22(Q)
/ Audr = — @da =0,
Q a0 On
segue-se que
1
fdo vdo, Vv € B(u).
109 Jon " 109 Joo
]
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Teorema 2.3.1. Se
1

109 Joq
entdo o problema (PC') tem solugdo u € W3/%2(Q).

fdo € int(Im(B)),

(2.7)

Demonstragdo. Para isto, usaremos o Teorema 1.6.2. Seja H = L*(052). Definamos os seguin-

tes operadores:

B:L*(09Q) — L*09)

u — B(u),

onde Bu = {V € L*(99Q) : v € B(u),q.t.p.emdQ} e A: D(A) C H — H, onde D(A) =

W12(0Q) e para cada u € W2(9Q), seja @ € W3/>2(Q) a solugio fraca de

Au=0 em £,

uw=u sobre Of).

Definimos,
ou
Au = —.
U an
Notemos que
ou
(AU,B)\’U,)LQ(Q) = a—ﬁ)\(ﬁ>d0
oa o1
= /div(Vu)BA(u)dx
Q

= /Q VB (u)Vadz + /Qm(u)Audx
_ /Q Val? B, (a)dx > 0.
Logo, pelo Teorema 1.6.2, uma vez que A e B sdo maximais monotdnicos, temos
Im(A+ B) ~ Im(A) + Im(B),

ou seja,

Im(A+ B) =Im(A) + Im(B)

int(Im(A+ B)) = int(Im(A) + Im(B)).
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Diante disto, mostraremos que
f e int(Im(A) + Im(B)). (2.10)

Provando (2.10), concluiremos de (2.9) que f € int(Im(A + B)), e, consequentemente o
problema (PC') admitird uma solugdo forte.

Para provar (2.10), tomemos g € H = L?(9)) e notemos que

1 1 1
g=9g— —— gd0)+(— fdo+ —— g—fda):g + g9,
( 09 ) 0 Jon 7% T 0] a9 ) 1F g

onde
g1=g ! gd
=0— 5= o
' 109 Joq
c
fdo+—— [ (9= pya
g2 = o+ — qg— 0.
2109 Joo 09] Jq
Desde que,

/ gldx = 07
1291

segue que, g1 € Im(A). Por outro lado, se tomarmos [|g — f|| ;250 suficientemente pequeno,

segue de (2.7) que g € Im((). Com efeito, dado € > 0, existe 6 > 0, com

1 1
(m o de'—E,m o fd0+€) - Im(ﬂ)

tal que |g — f| < 6. Notemos que

1 1
— — fdo| < —— — fld
’mm/m(g fdo| < |aﬂ|/m’g Jldo
< 1 (/ ‘ f’2d )1/2‘8Q‘1/2
— — o
= 109 \Upa ¥
)
< —.
109

Escolhendo ¢ < 6/ |9€|"/?, temos

1
— — f)d
‘mm/m(g fldo| <e,
ou seja,
1
—€ < —— g— f)do < e.
0] /o7 7
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Dai,

1

1 1 1
|8_Q| ; fdo —e < — fdo+ — [ (g— f)do < — fdo + ¢
5

109 Joq 109 Joq 109 Joq
Logo, g € Im(A) + Im(B), o que mostra (2.9). Portanto, dado f € L?*(9), existe
u € W3/22(Q) solugdo forte do problema (PC'). O
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2.4 Problema de Dirichlet semilinear em ressonancia
Nesta se¢do, investigaremos o problema
—Au — Mu+ B(u) > em ()
w B > -
u = 0 sobre 0f),
onde €2 C IR" € um subconjunto limitado de fronteira 0f) suave, ¢ € uma )\, autofuncio, com
¢ > 0em(, 5 : IR— IRé um operador multivalente maximal monotdnico tal que 0 € D(/3) e

f € L*(Q) é uma fungdo dada.
Defini¢io 2.4.1. Uma solucdo forte para o problema (PR) é uma funcdo u € W2%(Q) N
Wy (Q) tal que

—Au — Mu+ B(u) > f, q.t.p. em .

Teorema 2.4.1. Se

Jo foda
Jo, ¢dx

entdo, o problema (P R) tem uma solugdo forte.

€ int(Im(B)), (2.11)

Demonstragdo. Seja H = L?(Q) e definamos os operadores
A:D(A)CH— H,
onde
A=—A—X\I, eD(A) =W»2(Q)nW,*(Q)

e B como na Proposi¢do 1.3.3. O operador A é maximal monotdnico, pois segue do Teorema
1.1.4 que Im(A + (A + 1)I) = H. De fato, isso quer dizer que o problema de Dirichlet

—Au+u = f em €

u = 0 sobre Of2.

sempre admite solugdo para cada f € L*(Q) (ver [3], Exemplo 1, pagina 291). Usando o fato

de que 0 = (,(0), teremos

((A—i—)\l)u,B,\u)Lz(Q) = —/QAU,B)\(U)CZQZ
ou
= /QVuV(ﬁ,\(u))d:c— ma—nﬁ,\(u)da
= /QVUV(B,\(U))dx

= /|Vu|2ﬂ:\(u)d$ > 0.
0
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Assim, segue do Teorema 1.6.2 que
Im(A+ B) ~ Im(A) + Im(B).

Diante disto, dada g € L*(f2), escrevemos

d
g=1(9—k)+k, ondek:M

Jo @ dx
Segue do Teorema 1.0.11 (ver Apéndice A), que g—k € Im(A). Por outro lado, se [|g — k|| (g,

for suficientemente pequeno, temos de (2.11) que k£ € Im(/3). Portanto, dada f € L*((2), existe
u € W22(Q) N W, *(Q) solugdo forte para o problema (PR). O
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Apéndice A
Resultados Importantes

Definicao 1.0.2. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicacdo f : M — N é uma contragdo,

quando esxiste uma constante 0 < o < 1, tal que

d(f(x), f(y)) < ad(z,y), Yo,y € M. (A.)

Teorema 1.0.2. (Ponto Fixo de Banach)
Sejam M um espago métricos completo e f : M — M uma contragdo. Entdo existe um tinico

ponto fixo xo € M tal que f(xq) = xo.
Demonstracdo. Ver 2], pagina 263, Teorema 9.4.2. [

Proposicao 1.0.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja EE um espago vetorial com produto

interno (.,.) e ||x|| = v/ (z, x). Entdo,

(@, ) < ]l |yl (A.2)

para quaisquer x,y € E. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores T e y sdo

linearmente dependentes.

Demonstragdo. Ver [2], pagina 105, Proposicdo 5.1.2. 0

Definicao 1.0.3. Sejam E e F' espacos vetoriais normados. O adjunto de T' : E — F deve ser

um operador linear T : F* — E* tal que,
(T*Spax)EﬁE = ((paTx)F*,F Ve e FE e pE Fr. (A3)
O operador T* é chamado adjunto de T'.
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Teorema 1.0.3. (Riesz-Fréchet) Sejam H um espaco de Hilbert e v : H — K um funcional

linear continuo. Entdo existe um tinico yy € H tal que
o(x) = (z,90), Yx € H. (A4)

Além disso,

o[l = llvoll-

Demonstracdo. Ver [2], pagina 126, Teorema 5.5.2. [
Proposicao 1.0.2. Seja E um espagco normado.

a Se x, — x em E, entdo a sequéncia (x,) € limitada e ||z| < liminf, ||z,].

b Sex, >xemEeyp— ¢emkFE, entio p(x,) — o(x) em R
Demonstragdo. Ver [2], pagina 145, Proposicdo 6.2.5. [
Teorema 1.0.4. (Kakutani) Seja E um espaco de Banach. Entdo F é reflexivo se, e somente se,

By = {o € B; |2l < 1} (A5)

é compacto na topologia o (E, E*).
Demonstragdo. Ver [2], pagina 160, Teorema 6.4.5. U

Teorema 1.0.5. Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequéncia fracamente

convergente.
Demonstragcdo. Ver [2], pagina 164, Teorema 6.5.4. O]

Definicao 1.0.4. Sejam E e F' espacos de normados e U um subconjunto limitado de E. Dize-
mos que uma aplicagdo arbitrdria ¢ : U — F tem posto finito se o subespago Spang(U) de F

gerado pela imagem de p tem dimensdo finita

Definicao 1.0.5. Sejam E e F' espacos de Banach e U C E. Um operador p : U — F é
compacta se:
a) o é continua com relag¢do a topologia das normas;

b) Para todo subconjunto limitado V- C U, p(V') é compacto em F.

Teorema 1.0.6. (Ponto Fixo de Brower) Seja C' um subconjunto ndo-vazio, fechado, limitado e

convexo do R". Qualquer aplicacdo continua T : C' — C' tem pelo menos um ponto fixo.
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Demonstragcdo. Ver [2], pagina 269, Teorema 9.5.6. O]

Definicao 1.0.6. Seja X um espaco vetorial. Um subconjunto C' C X é dito convexo se,
ta+(1—t)beC, Va,beCe0<t<1. (A.6)

Definicao 1.0.7. Dado um subconjunto C do espaco vetorial X, a envoltoria convexo de C,
denotado por coC, é a intersecdo de todos os subconjuntos convexos de X que contém C, ou

equivalentemente, é o menor convexo de X que contém C.

Teorema 1.0.7. Seja K um subconjunto convexo, fechado e ndo vazio de um espaco de Hilbert

H. Entdo, existe um tinico v € H tal que

|z — ul :{)Iéifr(1|m—v| = dist(z, K). (A.7)
Além disso, u € caracterizado por
(x —u,v—u) <0, Vv e K. (A.8)
Denotamos u = projgxx.
Demonstragdo. Ver 2], pagina 132, Teorema 5.2. OJ

Definicao 1.0.8. Seja X um espago topologico. Uma funcdo ¢ : X — IR é semicontinua

inferiormente quando o conjunto ¢~ (a,+00) é aberto em X, para qualquer a € TR,

Defini¢do 1.0.9. Uma funcdo ¢ : H — (—o0, +o0] diz-se prdpria quando para todo x € H
tem-se que

¢ # +o0. (A.9)

Definicao 1.0.10. Dado um espaco de Banach X e um funcional ¢ : H — IR dizemos que ¢

possui derivada de Gateaux no ponto u € H quando existe um funcional linear Ty € X' tal que

- ¢(u + tv) —tcb(U) — Tov

=0, Vv € X. (A.10)

onde u é a diferencial de Gateaux no ponto x.
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Teorema 1.0.8. Sejam E um espaco de Banach reflexivo, A C E um subconjunto convexo,
fechado e ndo vazio e

p:A— (—00,4+00], p Z0 (A.11)

uma fungdo convexa, s.c.i. tal que

lim ¢(x) — +oo, (A.12)

llz]|==o00

entdo @ atinge seu minimo em A, isto é, existe xo € A tal que

o(xg) = rxneig (). (A.13)

Demonstragdo. Ver [2], pagina 71, Corolario 3.23. [l

Lema 1.0.1. Sejam H um espago de Hilbert, (x,,), (u,) C H tais que x, — 0 em H, ||u,| —

+o0 e p > 0. Entdo, existe x € H tal que ||z|| < p tal que

lim inf(u,, z, —x — z) = —o0. (A.14)

Demonstracdo. Ver [8], pagina 147, Lema 4.1. [
Definicao 1.0.11. Seja V espaco vetorial. Uma funcdo ¢ : V — IR é convexa se

etz + (1 = t)y) <tp(x) + (1 —)e(y), (A.15)

para todos t € [0,1] e x,y € V. Se a desigualdade for estrita para t € (0, 1), a fungdo é dita

estritamente convexa.

Teorema 1.0.9. (Banach Steinhaus). Sejam E um espaco de Banach, F' em espaco normado
e (T})ier uma familia de operadores em £ (E, F) satisfazendo a condi¢cdo de que para cada
x € B, existe C,, < 400 tal que

sup || Ty(z)|| < Cs.

i€l

Entdo, sup,c; || T < oo.
Demonstragdo. Ver [2], pagina 38, Teorema 2.3.2. [

Definicao 1.0.12. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Uma cobertura de X é
uma familia x = (C)) e de subconjuntos de M tal que S = Uye C\. Isto significa que, para

cada x € X, existe pelo menos um indice \ € L tal que x € C).
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Se existe um subconjunto L' C L tal que, para cada x € X, ainda se pode obter A € L' com
x € C), isto é, X C Uy C), entdo a subfamilia X' = (C)),, chama-se uma cobertura de
X. Uma cobertura X C Uycp Ay diz-se aberta quando cada conjunto Ay, A € L, é aberto em
M. A cobertura X C Uy, C)\ diz-se finita quando L é um conjunto finito. Neste caso, temos

L={N\,....\.} eescrevemos X C Cy, U...UC,,.

Definicao 1.0.13. Dados um espaco métrico M, um espaco vetorial normado E e uma aplica-

cdo [ M — FE, o suporte de f é por definicdo, o fecho do conjunto

{z e M; f(z) #0}.

Usaremos a notacdo supp(f) para representar o suporte de f. Dado = € M, dizer que

x ¢ supp(f) significa afirmar que existe uma vizinhanga de x na qual se anula identicamente.

Definicao 1.0.14. Seja M um espaco métrico. Uma parti¢cdo da unidade em M é uma familia

(pa)rer de funcdes reais continuas py : M — R tais que:
1) Paratodo x € M e todo \ € L, tem-se py(x) > 0;
2) A familia x = (supp(¢y))aer € localmente finita em M
3) Paratodo x € M tem-se ), ; ¢x(z) = 1.

Definicdo 1.0.15. Seja x = (C\)x € L uma cobertura de M. Dizemos que uma parti¢do da
unidade ), , o» = 1 estd subordinada a cobertura x quando, para todo o € A, existe X € L

tal que supp(po) C Co. Em outras palavras, a cobertura formada pelos suportes das fungdes

@ refina x.
Teorema 1.0.10. Seja M um espaco métrico. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) M é compacto;
(11) M é completo e totalmente limitado;
(1ii) Toda sequéncia em M possui uma subsequéncia convergente.
Demonstragdo. Ver [9], pagina 248, Proposi¢do 7. [l

Teorema 1.0.11. (Alternativa de Fredholm) Seja E um espaco de Banach. SeT' : E — E é um

operador compacto, entdo uma e apenas uma das possibilidades ocorre:
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(1) T tem um ponto fixo ndo-nulo.
(17) A equagdo T(x) — x = y tem solugdo para todo y € F.
Demonstragdo. Ver [2], pagina 196, Teorema 7.3.5. [l

Teorema 1.0.12. Seja Q@ C RY dominio limitado, 92 € C! e seja v a normal unitdria exterior

a 0. Para uma fungdo vetorial F em C°(Q) N C*(Q2) temos

/didea::/ Fuds
Q a0

Seja Q@ € RN um dominio onde vale o Teorema da divergéncia e sejam u,v € C*(Q) N

C?(2). Entdo,

onde divF = 3N 95

i=1 8:& °

(i) Primeira Identidade de Green

/VvVuda::/ v@ds—/vAudx
Q o Ov )

(ii) Segunda Identidade de Green

ou ov
/Q (vAu — ulAv) dx = /89 (va — ua) ds

Ver [8], pagina 20, Teorema do Divergente.
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Apéndice B

Espacos de Funcoes

2.1 Espacos de Lebesgue

Recordemos alguns resultados fundamentais a respeito dos espagos L (12).

Defini¢fio 2.1.1. Seja 1 < p < +oo e Q C R¥Y aberto. Definimos

LP(Q) = {u Q- R: uémensurcivele/ |ulPdx < +oo} .
0

full, = ( [ fupas)"
Q

A norma L*(Q) é definida por

Definicao 2.1.2. Definimos
L>®(Q) = {u: Q — R;u é mensurdvel e 3 C' € R tal que |u(z)| < C q.t.p em Q} .
A norma em L*(Q) é definida por
|lu]| oo = inf{c € R;|u(z)| < cq.tpemQ}.

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Holder). Sejam | € LP(Q) e g € LY(Q) onde 1 < p < 400
ey + 4 =L Entdo fg € L'(Q) e |fglria) < Ifllsllglle

Demonstragdo. Ver [2], pagina 92, Teorema 4.6. [l
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2.2 Espacos de Sobolev

Nessa secdo, apresentaremos alguns resultados sobre espagos de Sobolev relevantes a esta
dissertagao.

Seja 2 € RY um dominio (aberto e conexo). Sejam m € Ne 1 < p < +o0. Definimos o
espacos de Sobolev

o~ f
ox™

N
Wm’p(Q)I{fELP(Q); € LP(Q), Va e NV, ]oz|:2ai§m,}
i=1

munido com a norma

s = 32 1D%ull, para 1< p < +oo

0<|a|<m

Teorema 2.2.1. O espaco de Sobolev W("" é um espago de Banach.
Demonstracdo. Ver [10], padgina 24, Proposi¢do 2.2.1. [

O caso particular m = 1 e p = 2 € qtil nas aplicacdes e neste caso o espaco de Sobolev
Wh2(Q) € representado por H*(€2). O espago H'(€2) é um espago de Hilbert com produto

escalar dado por

"L Ou v
w,V)gr = [ uv + )
() /Q ; Ox; Dy,

" 9\ 1/2
2
HuHle(HUHﬁZ ) :
i=1 2

Teorema 2.2.2. O espago W'P(2) é um espago de Banach, reflexivo e separdvel paral < p <

munido da norma

ou
8@-

+00. Ainda, o espaco H' () é um espago de Hilbert separdvel.
Demonstracdo. Ver 2], pagina 264, Proposicao 9.1. [

Teorema 2.2.3. (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 < p < +oo e Q C RY aberto e limitado.

Entdo existe uma constante C' (dependente de 2 e e p) tal que
17
lull, < ClVull,  Vue Wy"(Q).

Demonstragdo. Ver [1], pagina 290, Corolério 9.19. [
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Os espacos de Sobolev H*((2)

Outra caracteriza¢do dos espacos H™(R™), m inteiro positivo e o espago H?*({2), quando
s é um real positivo e €2 um aberto do R". Considera-se a fungio J,,,(z) = (1 + ||z]|2)™/2,
x € R". Aqui, u estard representando a transformada de Fourier de u e v a transformada de
Fourier inversa.

Para todo = € IR" e s real ndo negativo, seja J°(z) = (1 + ||z[*)*/2, semelhante a .J,,, caso

m inteiro ndo negativo. Define-se o espaco H*(£2) como sendo o espago vetorial
{ue SRY: (1+ [Ix[1")™*a € L¥}

com produto escalar definido por
(o)) = [ (14 o] aods,

munido da norma

Rn
2 2\s |- (2
ey = [0+ ol) .
Teorema 2.2.4. O espaco H*(IR") estd imerso continuamente em L*(IR").

Denota-se por H*({2), s um nimero real ndo negativo e {2 um aberto do IR’, ao espago

vetorial

H*(Q) = {u=v|o;v € H*(Q)}.
Proposicao 2.2.1. Se 0 < 51 < 39, entdo
H*2(Q) — H**(Q).
Demonstragdo. Ver [10], pagina 97, Proposicdo 2.6.7. 0
Denota-se por Ci™(£2) ao espago de Banach
CiM(Q) = {u = |q;v € C™(IR") e D* é limitado em Q, || < m},
equipado com a norma

HuHan(Q) = max (su[_)|D°‘u]) :

laf zeQ)

90



Proposicio 2.2.2. Se s — n/2 > m, m inteiro ndo-negativo, entdo
H(Q) — CM(Q).
Demonstracdo. Ver [10], pagina 96, Proposicdo 2.6.8.

Para mais detalhes destes espacos, consultar [10].
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Apéndice C

Um Problema Linear

3.1 Um problema linear com a condi¢ao de Neumann

Neste Apéndice estudaremos o seguinte problema

—Au = g em ()
= 0 sobre 02,

PNL
o (PNL)
On

onde 2 C IR" é um dominio limitado de fronteira OS2 suave, 17 é o vetor normal unitdrio exterior

a ), g € L*Q) é fungdo dada e u € W12(Q).

Defini¢do 3.1.1. Uma solugdo fraca para o problema (PN L) é uma funcdo v € W2(Q) ral

que

/Vqud:c = / gudz, ¥ v € W, ?(Q).
Q Q

Teorema 3.1.1. O problema (PN L) tem solu¢do uma tinica solucdo fraca, a menos de trans-

/gdx:().
Q

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que
/ gdz = 0.
Q

H'(Q) = H & Span{1},

lacdo de constante, se, e somente se,

Sabemos que
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onde Span{l} =R e

H:{uEHl(Q):/ﬂudx:O}.

Lembramos que a Desigualdade de Poincaré vale para as fungdes de H (ver Teorema 2.2.3,
Apéndice C), isto é,
/ lu|® dz < c/ \Vu|? dz, Vu € H.
Q Q

1/2
] = ( / |Vu|2dx)
9]

(u,v) :/QVuVU

define um produto interno em H. Desse modo, pelo Teorema 1.0.3 (Ver Apéndice A), para todo

Assim,

define uma norma em H, e

g € H, existe uma tnica v € H tal que

/Vqud:v = / gudz, Yv € H.
Q Q

Assim,
/VuV(v+c)dx = /Vquda:
0 Q
= / gudzx
Q
= /gvd$+c/gdx
Q 0
= / g(v+c)dz, Ve € Re Vv € H.
Q
Portanto,

/Vqu:/gw, vw e HY(RQ).
Q Q

Reciprocamente, se u € H'(£2) € solugdo fraca do problema (PNL), entdo

/(—Au)dx:/gdx.

Q Q

0—/ @da—/gdx.
o0 On Q

Donde,

93



Referéncias Bibliograficas

[3]

[4]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

Bartle, R., G., The Elements of Integration and Lebesgue, Jhon Wiley e Sons, New York,
1966.

Botelho, G., Pellegrino, D., & Teixeira, E. Fundamentos de Andlise Funcional, SBM, Rio
de Janeiro, 2012.

Brezis, H., Functional Analyis, Sobolev space and Partial Differential Equations, Sprin-

ger, New York, 2010.

Brezis, H., Monotonicity Methods in Hilbert Spaces and Some Applications to Nonlinear
Fartial Differential Equations. Contributions to Nonlinear Functional Analysis, editado

por E. H. Zarantonello. Academic Press 1971.

Brezis, H., Opérateurs Maximaux Monotones et Semigroupes de Contractions dans les

Espaces de Hilbert, North Holland, 1973.

Brezis. H., Quelques proprietiés des opérateurs monotones et semi-groupes non linéaires.

Curso ministrado no Semindario Avangado sobre operadores nio lineares, Bruxelas, 1975.

Brezis, H., et Haraux, A., Sur [’image d’une some d’opérateurs monotone et applications.

Israel J. of Math. Vol. 23 1976, p.165 — 186.
Figueiredo, D. G., Equacées Elipticas ndo Lineares, IMPA, Rio de Janeiro, 1977.
Lima, E. L., Espacos Métricos, IMPA, Rio de Janeiro, 1993.

Medeiros, L.A.J., Miranda, M.A.M., Espacos de Sobolev, UFRJ, IM. Rio de Janeiro,
2000.

Minty, G. J., Monotone (nonlinear) operators in Hilbert Space, Duck Math, J. 29, 1977.

94



95



	Notação
	Introdução
	Teoria dos Operadores Monotônicos
	Operadores Monotônicos
	Relação entre operadores contrativos e monotônicos
	Alguns exemplos de Operadores Monotônicos
	Sobrejetividade dos Operadores Maximais Monotônicos
	Soma de Operadores Maximais Monotônicos
	Propriedades das Aproximações de Yosida.

	Os resultados de Brezis-Haraux
	Propriedade ()


	Aplicações da Teoria Maximal Monotônica
	Um problema não linear com a condição de Neumann
	Um problema não linear com a condição de Dirichlet
	Um problema de contorno não linear
	Problema de Dirichlet semilinear em ressonância

	Resultados Importantes
	Espaços de Funções
	Espaços de Lebesgue
	Espaços de Sobolev

	Um Problema Linear
	Um problema linear com a condição de Neumann

	Referências Bibliográficas

