UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E
ESTATISTICA

Tiago Leandro Coelho Coelho

Problemas variacionais envolvendo
integrais multiplas

BELEM - PA
2017



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E
ESTATISTICA

Tiago Leandro Coelho Coelho

Problemas variacionais envolvendo
integrais multiplas

Dissertacao apresentada ao Programa de Poés-
Graduagao em Mateméatica e Estatistica da Uni-
versidade Federal do Pard como requisito parcial para

obtencao do titulo de Mestre em Matemaética.

Orientadora: Profa. Dra. Cristina Lucia Dias Vaz.

BELEM - PA
2017



Dados Internacionais de Catalogagdo - na - Publicagdo (CIP)
Biblioteca de Pds-Graduagdo do ICEN/UFPA

Coelho, Tiago Leandro Coelho

Problemas variacionais envolvendo integrais multiplas/ Tiago
Leandro Coelho Coelho; orientador, Cristina Lucia Dias Vaz.-2017.

83f. il. 29 cm

Inclui bibliografias

Dissertagdo (Mestrado)) — Universidade Federal do Par3, Instituto
de Ciéncias Exatas e Naturais, Programa de Pds-Graduagdo em
Matematica e Estatistica, Belém, 2017.

1. Calculo das variagGes. 2. EquagOes Lagrange. 3. Método

Ritz. 4. Integrais multiplas. 5. Maxima (Software). . Vaz, Cristina
Lucia Dias, orient. Il. Titulo.

CDD -22 ed. 515.64




UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E
ESTATISTICA
Tiago Leandro Coelho Coelho

Problemas variacionais envolvendo integrais miltiplas

Dissertacao apresentada ao Programa de P6s-Graduagao em Matematica e
Estatistica da Universidade Federal do Pard como requisito parcial para obtencao

do titulo de Mestre em Matemaética.

Data da defesa: 28 de Junho de 2017.
Resultado: /7‘10 Vo

Banca Examinadora
(Z;z / -

Profa. Dra. Cristina Licia Dias Vaz - Orientadora

} J}O PPGME/UFPA /ﬁ
O OQ/\»’QA&M Jdo., T bty

Prof Dr. Joao Rodrnges dos Santos Junior - Mexgbro
PPGME/UFPA
PDM/UFPA

2 M onio Voada Fleo>

Prof. Dr. Mario Tanaka Filho - Membro
UFOPA




Dedicatoria

Aos meus pais, Djacir e Mdrcia;
Minha namorada, Valeska Santos;

Minha irma, Taind Coelho.

v



Agradecimentos

Agradego, antes de tudo, ao Deus tnico e verdadeiro, infinito em misericérdia,
soberano sobre todas as coisas, bondoso, longanimo, justo e eterno. Sem Ele, eu nada
seria, pois Ele é tudo para mim. A Ele seja dada toda a honra e toda a gléria, agora

€ para sempre.

Agradego ao meu pai, Djacir Coelho, a minha mae, Marcia Coelho, e & minha
irma, Taind Coelho, pois sempre estiveram presentes, dando-me apoio e sustento.

Muito do meu carater tem como base a educacao que me deram.

Agradeco a minha namorada, Valeska Santos, porque nao deixou de segurar a
minha mao, mesmo nas horas mais dificeis. Desfrutei de alegrias indiziveis gracas
a sua companhia e, juntos, vencemos tempestades. Ela se tornou meu exemplo de
coragem e determinacao. Se hoje consigo ver estrelas, ela é quem as fez brilhar. A

ela dou meu eterno amor.

Agradego imensamente a minha orientadora Cristina Vaz, porque esteve comigo
desde o inicio da faculdade e acompanhou todo o meu progresso académico. Com
muita paciéncia e carinho, me ensinou a estudar matematica, me falou sobre a beleza
dos niimeros e abriu a minha mente para ser um questionador. Todo este material
é resultado de uma longa caminhada junto dela. Agradeco o privilégio de ter suas

orientagoes, que me levaram a crescer nao s6 na matemaética, mas na vida.



Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar os aspectos tedricos e as aplicacoes dos
métodos classicos do Calculo Variacional. O Método Indireto tratado foi a Equacao
de Euler-Lagrange e o Método Direto foi o Método de Ritz. Na abordagem tedrica da
Equacao de Euler-Lagrange, os resultados fundamentais sao a primeira variagao de
Gateaux e a derivada de Fréchet. A abordagem tedrica do Método de Ritz trata fun-
damentalmente de construir sequéncias minimizantes convergindo para o minimo do
funcional. Nosso enfoque maior foram os problemas variacionais envolvendo integrais
multiplas. Obtivemos a Equacao de Euler-Lagrange no caso da corda e da membrana
e aplicamos o Método de Ritz no funcional quadratico. Para auxiliar no calculo
das solugoes, utilizamos o software MAXIMA, o qual trabalha com manipulacao de

expressoes simbodlicas e numéricas.

Palavras-chave: Calculo Variacional, Equacao de Euler-Lagrange, Método de

Ritz, MAXIMA.
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Abstract

The objective of this work is to study the theoretical aspects and the applications
of the classical methods of Variational Calculus. The Indirect Method treated was
the Euler-Lagrange Equation and the Direct Method was the Ritz Method. In the
theoretical approach of the Euler-Lagrange Equation, the fundamental results are
the first variation of Gateaux and the derivative of Fréchet. The theoretical approach
of the Ritz Method is fundamentally to construct minimizing sequences converging
to the minimum of the functional. Our major focus was on variational problems
involving multiple integrals. We obtained the Euler-Lagrange Equation in the case of
the string and the membrane and applied the Ritz Method in the quadratic functional.
To assist in the calculation of the solutions, we used MAXIMA software, which works

with manipulation of symbolic and numerical expressions.

Key Words: Variational Calculus, Euler-Lagrange Equation, Ritz Method, MA-
XIMA.
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Introducao

O Célculo Variacional (ou Calculo das Variagoes) ¢ o ramo da Matemadtica que
estuda e generaliza a teoria de maximos e minimos. Suas aplicacoes podem ser en-
contradas em diversos ramos da ciéncia e até mesmo durante o nosso cotidiano, pois
nao ¢ raro nos depararmos com situacoes do dia-a-dia em que queremos, por exemplo,
calcular o lucro maximo com a venda de um produto ou saber qual caminho devemos

percorrer para chegar no local almejado gastando o menor tempo possivel.

Segundo a lenda, a rainha Dido de Cartago, durante o periodo da Grécia Antiga,
foi a primeira pessoa da Historia a formular e resolver um problema variacional de
forma excepcional. Foi prometido a Dido que ela teria toda a extensao de terra que
ela conseguisse cercar com o couro de um boi. A pergunta a ser respondida era: Qual
seria a curva que daria a rainha a extensao maxima de terra? FKEla preparou uma
extensa correia com o couro do boi e cercou um terreno semi-circular, beirando o Mar

Mediterraneo. Essa é entao a lendaria histéria da fundagao de Cartago contada por

Virgilio (70 a.C.- 19 a.C.) no livro Eneida.

Muitos anos depois, em 1696, Issac Newton deu inicio a um grande avango no
Calculo das Variacoes. Ele utiliziou principios variacionais para determinar a forma
de um corpo que se move no ar, de modo que a resisténcia seja minima. Ainda no
final do século XVII, Jean Bernoulli propos o famoso Problema da Braquistécrona, ou
seja, encontrar a curva que minimiza o tempo de queda de um corpo entre dois pontos
num plano vertical sujeito apenas a for¢a da gravidade, e Jackes Bernoulli propos e
discutiu o problema das figuras isoperimétricas, isto é, caminhos planos fechados de

uma dada espécie e perimetro fixo que abarcam uma area maxima (como o problema



da rainha Dido). Por causa dessas grandes contribuigoes dos irmaos Bernoulli, eles

sao considerados por muitos os inventores do Calculo Variacional.

Em 1755, Lagrange havia escrito a Euler, o qual tinha um trabalho semelhante, so-
bre os métodos gerais que tinha desenvolvido para problemas de isoperimetria. Estes
dois matematicos desenvolveram entao um importante método para tratar problemas
variacionais, hoje conhecido como Método Indireto. Esse método tem esse nome por-
que nao trabalha diretamente com o funcional, mas o transforma em uma equacao
diferencial e mostra que hé uma equivaléncia na soluc¢ao dos dois problemas. E neste
contexto que surge a famosa Fquacao de Fuler-Lagrange e desenvolve-se uma nova

abordagem para calcular méaximos e minimos.

No século XIX, mais precisamente em 1857, B. Riemann assumiu, sem provar, um
principio que utilizou como base da sua teoria sobre as funcoes complexas, por ele
chamado Principio de Dirichlet, o qual garante a existéncia de minimo para um pro-
blema bidimensional, e teve grande importancia devido a sua relagao com a equacao
de Laplace e por ser um problema que envolvia integrais multiplas. Entretanto, por
causa de um contraexemplo apresentado por Weierstrass nessa época, o Problema
de Dirichlet ficou em aberto e muitos matematicos tentaram salvar o trabalho de

Riemann.

No inicio do século XX, ainda no intuito de resolver o problema exposto por
Weierstrass, Walter Ritz desenvolveu o método que ficou conhecido como Método de
Ritz, o qual foi utilizado por Hilbert na mesma época. O método proposto por Hilbert
foi, essencialmente, o que hoje é conhecido como Método Direto. Houve entao um salto
de qualidade no calculo variacional, pois, nesta nova abordagem, o objetivo passou
a ser encontrar o minimo ou o maximo a partir do préprio funcional, construindo
sequéncias minimizantes e provando que convergem para a solucao. Esta abordagem
¢é até hoje utilizada em vérios problemas da fisica e da engenharia. O M¢étodo dos
Elementos Finitos, por exemplo, o qual é um dos mais utilizados atualmente, é um

método direto que originou-se a partir dos trabalhos de Ritz.



Dado o resumo historico do Calculo Variacional, esta dissertacao tem o intuito
de apresentar as principais ideias e resultados dos Métodos Indiretos e dos Métodos
Diretos - em especial, da Equagao de Euler-Lagrange e do Método de Ritz, respectiva-
mente - para problemas variacionais que envolvem integrais multiplas. A importancia
do trabalho consiste em investigar problemas variacionais que sao pouco abordados

na literatura classica.
O trabalho esté organizado do seguinte modo:

No capitulo (1, serao apresentados os principais conceitos usados no trabalho do
calculo diferencial em espacgos de Banach e a obtencao da Equacao de Euler-Lagrange.
Aplicaremos os resultados em exemplos classicos da Fisica: a corda vibrante e a

membrana.
No capitulo [2, apresentaremos as principais ideias do Método de Ritz e o principal

teorema que garante a eficacia do método. Aplicaremos o método em problemas que

envolvem funcionais quadraticos.



Capitulo 1

Método Indireto: Equacao de

Euler-Lagrange

Neste capitulo, serao apresentados os principais conceitos usados no trabalho do
calculo diferencial em espacos de Banach. Para melhor entendimento, apresentaremos
primeiramente os conceitos do calculo diferencial para os espacos R™. Por fim, obte-
remos a Equagao de Euler-Lagrange para problemas variacionais envolvendo integrais
miultiplas e descreveremos as aplicagoes classicas da Fisica, a saber: corda vibrante e

membrana, tendo como base a referéncia [I].

1.1 Calculo diferencial no espaco R”

Seja f : R" — R. Uma d-vizinhanca de xy é um subconjunto Vs(x) tal que
x € Vi(xg) = ||z — xo|| <.

Para h € R", se x = xg + h, entao Vs(xg) = {h € R™; ||h|| < §}.
O limite (quando existe)

lim f(zo +th) — f(xg)

t—0 t

(1.1)

é chamado derivada direcional de f no ponto xg na direcao de h.



Quando h = e;, temos que a derivada direcional (quando existe) é chamada deri-

0
vada parcial e é representada por 8f (o).
€T

Dizemos que f : R® — R é derivdvel quando as derivadas parciais existem. O

vetor dado por

Vi (a) = (g—f (@), o (r0), - <xo>)

¢é chamado vetor gradiente.

Dizemos que uma funcao f : R™ — R é diferencidvel em x( se existe um funcional

df (zo) : R* — R e uma J-vizinhanga de x, tais que

|hll <6 = f(zo+h) = f(xo) = dfyy(h) +€(h) (1.2)
im @ =
RN

Dizemos entao que df,, é o diferencial de f em xy.

Quando estamos trabalhando na reta (espago R), as definigoes de derivabilidade
e diferenciabilidade sao equivalentes. Porém, quando passamos para os espagos R",
esta equivaléncia ndo acontece, mas é possivel usar o vetor gradiente V f(xy) para

caracterizar o diferencial df,,. Para isso, usaremos os resultados abaixo:

Proposicao 1.1. O funcional J : R™ — R € linear se, e somente se, existe um 1unico
vetor v € R" tal que J[h] = v - h para todo h € R™ e com - sendo o produto escalar

de vetores.

Demonstracao:

Primeiramente, vamos provar a ida, ou seja, vamos provar que, se o funcional
J : R™ — R ¢ linear, entao existe um tdnico vetor v € R" tal que J[h] = v - h para

todo h € R".

Seja {e1, ez, ...,e,} a base canonica do R". Entao, para todo h € R™, temos que

n
h = E Q€.
i=1



Como J ¢ linear, podemos escrever:
J[h) = aidle] =v-h,
i=1

com v; = Jle;]. Suponha agora que existem v e vy tais que J[h| =vy-he J[h] =1y -h

para todo h € R". Entao:

Vl‘h = Vg'h
(ry —we)-h = 0.

Como a igualdade ¢é valida para todo h € R", tomando h = (1 — 1), obtemos
que V; = V.
Agora, para provarmos a volta, considere J[h] = v - h, Vh € R™. Entao obtemos

que

Llah+ Bk] = v-(ah+ Bk)
= av-h+pv-k
= aJ[h]+ pJ[k].

Proposicao 1.2. Se f € diferencidvel em xq, entdo existem as derivadas parciais em
T €

df,,(h) = V f (z0) - h, Vh € R™.

Demonstracao:

Como f é diferenciavel em g, a igualdade ([1.2)) é valida. Tomando h = te;, com
t € Ret#0, obtemos que

It < & = flxo+te;) — fxo) = dfs, (te;) + € (te;),

com




Dividindo a expressao obtida por ¢ e usando a linearidade de df,,, segue que

f(xo + t@i) — f(x())
t

€ (tel)
t 9

[t} <6 = = dfu, (€3) +

o que implica que as derivadas parciais existem e df,, (e;) = D; f (xo).
Como df,, é um funcional linear, pela Proposicao temos que v; = D; f (xo).

Logo, concluimos que

df,,(h) = V£ (z0) - h, Vh € R™.
u

Portanto, se f : R" — R é diferenciavel, entao f é derivavel e podemos identificar

o diferencial df,, como o vetor gradiente.

Dizemos que z é um extremo local de f se a diferenga Af = f(xo+ h) — f(xo)

nao muda de sinal numa vizinhanca de xg, ou seja, se existe um 0 > 0 tal que
e ||h|| <d= Af >0, entdo xy ¢ um minimo local;
o |h]| <d= Af <0, entdo xy é um maximo local.

Para encontrar o extremo local de uma funcao f : R" — R, precisamos de uma

condicao necessaria, a qual sera detalhada no teorema abaixo:

Teorema 1.1. Uma condi¢ao necessdaria para que a funcao diferencidavel f: R — R

tenha um extremo local em T € V f (T) = 0 numa vizinhanga de T.

Demonstracao:

Suponha que T é o minimo de f (a demonstragdo para o maximo é analoga).
Como f é diferencidvel, existe um ¢ tal que a igualdade (1.2 é verdadeira para todo
h com ||h]| < §. Escolhendo, em particular, h =t hg, com t € R, ||ho|| #0, [t| < 1e

lho]l < 0, temos que

f(@ +the) — f(T) = dfz(tho) + €(tho)



com

lim e(tho)
t—0 t

=0.

Como T é o minimo de f, segue que
f(T +tho) — f(T) = dfz(tho) + €(tho) = 0.

Considerando 0 < ¢t < 1 e usando a linearidade de dfz, obtemos que

6(th0>
t

dfz(ho) + > 0.

€(tho) —

Como lim ;

0, entao

dfz(ho) = 0.

De maneira analoga, para —1 <t < 0, temos que
dfz(hg) < 0.

Portanto, dfz(ho) = Vf(Z) - hg = 0 para todo ||hg|| < 6. Como hg é arbitrério,

entdo Vf(T) = 0 na d-vizinhanga de Z, o que implica que

of
81'7;

() =0, i=1,2,...,n.

1.2 Calculo diferencial em espacos de Banach

O objetivo nesta secao é generalizar os conceitos vistos até aqui para espacos
mais gerais. Para isso, serao considerados um espaco de Banach X e um funcional

J: X =R

Uma J-vizinhanga de @ é um subconjunto Vs(u) de X tal que

w € Vs(@) = |u—1| < 6.



Para h € X, se u = U+ h, entao Vs(u) = {h € X; ||h|]| < d}. Sejam V(u) C X

uma vizinhanca de w e J : V(u) — R. Para h € X fixo, considere a fungao
o(t) = J[u+th],
com ¢t € R um parametro na vizinhanga de ¢t = 0.

Definicao 1.1. (Primeira Variagao de Gateaux)

Seja w um extremo de J. A primeira variacao de Gateauxr de J em uw em relagao
a h, representada por §J(u; h), € definida por

d0J(w;h) = ¢'(0) = %J[Uthh]
t=0

~ lim J[u+ th] — J[u]

t—0 t

quando o limite existe para h € X,t € R.

Definicao 1.2. (Primeira Derivada de Giteauz)

Diz-se que J : X — R tem primeira derivada de Gateauz no extremo uw em relagao
a h se, e somente se, existe 0.J(u; h) para todo h € X e existe um operador Jz : X — R
tal que
Jzlh] = 6J(u; h), Vh € X.

Note que a primeira variacao e a primeira derivada de Gateaux nao apresentam
necessariamente linearidade. Porém, é importante destacar que elas possuem a pro-

priedade de serem homogeéneas de grau 1, como demonstrado abaixo.

Proposicao 1.3. A primeira variagio do funcional J[u] em w = u é homogénea de

grau 1, ou seja, Vh € X e VA € R, tem-se §J(u; \h) = X dJ(u; h).

Demonstracao:

SN = PH(} J[u—i—t)\;z] — J[u]
= lim A (JWJr vh) - J[ﬂ]) = \8J(T@; h).
v— 1%



Definigao 1.3. (Segunda Variagio de Gateauz)

Sejam X um espaco normado, J : X — R ew o extremo de J. A sequnda varia¢ao

de Gateauz de J em u, representada por 6*J(u; h, k), é definida por

o2
2 7(= _ —
0 J(w; h, k) = 838tJ(u + sk +th) .
— m dJ(u+ sk;h) — 6J(u; h)
5—0 S

quando o limite existe para h,k € X,t,s € R.

Definigao 1.4. (Sequnda Derivada de Gateaur)

Diz-se que J : X — R tem segunda derivada de Gateauxr no extremo u se, e
somente se, existe 6°J(u; h, k) para todo h,k € X e existe um operador D*Jy : X x
X — R tal que

D?Jglh, k] = 6% J(w; h, k), Vh, k € X.

Observe que a derivada de Gateaux generaliza o conceito de derivabilidade para
funcoes de espacos de Banach. A definicao seguinte generaliza o conceito de diferen-

ciabilidade.

Definigao 1.5. (Derivada de Fréchet)

Diz-se que J : X — R € Fréchet Diferencidvel (ou que tem derivada de Fréchet)

no extremo uw em relagao a h se existe um 6 > 0 tal que, Vh € X,
|\h|| < 6 = Ju+ h] — Ju| = Jz[h| + €(h), (1.3)

sendo o operador Jy linear e continuo e

e(h)
m —- =
Irl—o0 || A

De maneira analoga a Proposicao (1.2 iremos mostrar a relagao entre as derivadas

de Fréchet e Gateaux a partir da proposicao abaixo:

Proposicao 1.4. Se J : X — R tem derivada de Fréchet no extremo wu, entao J

também tem derivada de Gateaur em u.

10



Demonstracao:

Tome h = thy, com hy # 0, [t| < 1 e ||ho|| < J. Entao (1.3)) implica que
[t] |hol| < 0 = J[u+ the] — J[u] = Jltho] + €(tho)

com
lim €(tho)

t—0 t

=0.

Pela definicao de Derivada de Fréchet, como o operador J; é linear, para t # 0,

temos que

t| < = = Jgzlho| + )
| | ||h0|| t [ 0] n
Segue entao que
Ju+the] — J|u
olho] = tim 22 ol = I s r .

t—0 t

Como hg é arbitrario, a proposicao é provada.
[ |

Logo, como a existéncia da derivada de Fréchet implica na existéncia da derivada
de Gateaux, serao considerados para este documento funcionais que tém derivada de

Fréchet, ou seja, que sao diferencidveis.

Dizemos que © € X é um extremo local de J : X — R se a diferenca
AJglh] = J[u + h] — J[u]

nao muda de sinal para todo h numa J-vizinhanca de @, ou seja, se existe um ¢ > 0

tal que
o ||h]| <= AJy[h] > 0, entdo @ ¢ um minimo local;

e ||| <= AJz[h] <0, entdo @ é um méaximo local.

11



Antes de verificarmos uma condicdo necessaria para encontrar extremos de fun-
cionais J : X — R, vale ressaltar que nao estamos interessados em buscar extremos
em todo o espago X, mas, sim, em um subconjunto no qual certas condi¢oes, como,
por exemplo, as de fronteira, sao satisfeitas. Porém, normalmente, esse subconjunto

nao é um espago vetorial, sendo necessario entao definirmos o seguinte espago:

Definigao 1.6. (Espaco das Variagoes Admissiveis)

Seja X o subconjunto de X tal que as condicoes de fronteira do problema variaci-
onal sao satisfeitas. Dizemos que V C X € um espaco das variagoes admissiveis de

X se para toda u € X e toda h € V tem-se que u+ h € X.

Exemplo 1.1. Se X = {u € C'([a,b]); u(a) = u,, u(b) = up}, entao
V ={h € C'([a,b]); h(a) = 0,h(b) = 0} € um espago de variagoes admissiveis de X.

Uma vez que esta bem definido onde iremos buscar os extremos de um funcional,

usaremos os resultados abaixo:

Proposicao 1.5. 6J(u; h) € a primeira variagio de Gateauz do funcional J : X — R

em u se, e somente se, existe um 0 > 0 tal que
lh|| < 6 = J[u+ h| — J[u| = 0J(u; h) + €(h)

com

Demonstracao:

(=) Suponha que 6J(u; h) é a 1* variagao do funcional J[u], entao o limite

lim J[u + th] — J[u]

t—0 t

existe para t € R.

Sendo assim, existe um ¢ > 0 tal que

|th|| < 6 = J[u+th] — J[a] =t éJ(u; h) + afth]t
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com

lim afth] = 0.
t—0
Usando a Proposicao segue que
lth| < 6 = J[u+th] — J[u] = 6J(u;th) + afth]t
Fazendo k = th:
k|| < 6 = Ju+ k] — J[u] = 6J(u; k) + €[k]

co1m

limﬂ = lim Mzf =0.
t—0 ¢ t—0 ¢

(<) Tome h = thg, com hy # 0, [t| < 1 e ||ho|| <.

Entao temos que

it o]l < & = J[@ + the] — J[@] = 6J(w; the) + €[tho]

com
tim L) _
t—0 ¢
Logo, pela Proposicao [1.3| e para t # 0:
) J[a + the] — J[u] _ €[tho)
|t] < = = 0J(T; ho) + :
17| t t

Segue que
dJ(u; hy) = lim J[E + tho] - J[u]

t—0 t

Como hg é arbitrario, a proposigao é provada.

Teorema 1.2. Se w é um extremo local do funcional Jlu|, entdo

5J(w;h) =0, Yhe V.
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Demonstracao:

Suponha que @ ¢ um minimo local de J[u|. Entao, existe ; > 0 tal que
||| < 6 = AJ[u] = J[u+ h| — J[u] > 0.
Além disso, pela Proposicao [L.5] existe d5 > 0 tal que
|\h|| < 6 = J[a+ h] — Ju] =dJ(u; h) + €[h]
com
€[]

lim — = 0.
t—0 ¢

Tomando ¢ = min(dy, d2), obtemos que
|h|| < & = 6J(u; h) + €[h] > 0.

Sem alterar a desigualdade, fazendo h = thy com hg € V, hg # 0, |t| < 1 e ||ho|| < 6,
temos que

] |holl < & = 6J(@; the) + €[the] > 0.

Usando agora a Proposicao [1.3| e considerando 0 < ¢t < 1, obtemos que

th
0<t< = 5J(ﬂ;h0)+€[ 0]20
1o t
De forma anéloga, considerando —1 < ¢ < 0, obtemos
th
- <t<0 = 5J(H;h0)+€[ 0]§0
Aol t

= 0J(u; ho) <O0.
Portanto, concluimos que
dJ(a;h) =0,
para todo h € V tal que ||h| < 6.
[ |
A partir do Teorema [I.2] e usando a Proposigao [I.4] obtemos o seguinte coroldrio:

Corolario 1.1. Se J : X — R € Fréchet diferencidavel no extremo u, entdao

Jalh] =0, Vhe V.
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1.3 Equacao de Euler-Lagrange

1.3.1 Problemas variacionais unidimensionais

Uma vez que obtemos uma condi¢ao necessaria para encontrar extremos de funcio-
nais, passaremos agora a trabalhar com funcionais menos gerais e utilizar os resultados
obtidos na secao anterior para chegarmos na Fquacao de Euler-Lagrange, comegando

pelo caso unidimensional.

Sejam u : [a,b] = R e f(x,y,2) uma funcao de classe C*. Sejam ainda X =
C*([a, b)), X = {ue X; ula)=u; e ulb) =us} e V = {h € X; h(a) = h(b) = 0}.

Considere entao o problema de minimizar o seguinte funcional:

:/ f(z,u,u)dz, ue C*([a,b])
u(a) = uy, u(b) = uy

Suponha que 7 € X minimiza o funcional do problema. Entao, pelo Teorema [I.2]
dJ(u;h) =0,

para todo h(x) admissivel.

Fazendo ¢(t) = J[u + th| para uma fun¢ao h(z) fixa em V, temos que
o(t) = / f(x,u+ th,u + th')dx.

#(0) = 6J(@h) = /(gi gf/ )dm:O. (1.4)

Considere
b
:/ fu(s,u(s),u'(s)) dx.
Utilizando integragao por partes, note que

b
/afhd =hv| —/Vh’dx.
a au a

Como h € V, (1.4) torna-se

" (Of :
/a <%—V)hdl'—0, Vh e V. (1.5)
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Provaremos agora o seguinte lema:

Lema 1.1. (Lema de Dubois-Raymund)
Se a(x) € C([a,b]) e se

b
/ a(z)h (z)dx =0, Yh €V, (1.6)
entdo a(x) = ¢ para todo x € |a,b], sendo ¢ uma constante.

Demonstracao:
1

—a

b
Para ¢ = / a(x)dz, temos que

/ (¢ — a(z))dx = 0. (1.7)

Considere ainda uma funcao

Note que h(a) = h(b) = 0. Como h € V, por hipétese, segue que
b b
/ o2V (2)dz = / a(z) (¢ — a(z)) dz = 0. (1.8)
Multiplicando ((1.7)) por ¢ e (1.8) por (—1) e somando o resultado, obtemos que
b b
c/ (¢ — a(r))dr — / a(z) (c—a(x))dr = 0
a b a
/ (@ — 2alz) + (a(2))?) dz = 0
‘ b
/ (¢ —a(x))’dz = 0.
Como (¢ — a(x))* > 0, concluimos que a(z) = ¢ em |[a, b].

0
Sendo a(x) = (8—‘78/ - V(ZE)) uma fun¢do continua, pelo Lema 1} torna-se
u

%—V(x) = ¢
b
% _ /afu(s,u(s),u’(s))ds—!—c (1.9)
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Derivando a expressao (1.9) em relagdo a x, obtemos a equagao

of d (of\
i (%) =0, (1.10)

a qual é chamada de Equagao de Euler-Lagrange para o caso u = u(x).

1.3.2 Problemas variacionais bidimensionais

Sejam 0f) uma curva de Jordan retificavel, {2 um aberto limitado nao vazio
do R? com fronteira 992, f(z,y,u,p,q) uma fungdo com derivadas até 2* ordem
continuas em todos os seus argumentos e Q = Q U 0. Sejam ainda o espaco nor-
mado X = C?(Q) com a norma |ul| = max |u(z)], X = {u € X;u=g em 9Q} e
V ={heX;h=0 em 00}. Considere efligo o problema de minimizar o seguinte
funcional:

Jlu] = //Qf(x,y,u,ux,uy)dxdy, u € C*(Q)
u =g em Of).

Suponha que w € X minimiza o funcional do problema. Entao, pelo Teorema

(1.2),
dJ(a;h) =0,

para todo h(x,y) admissivel.

Fazendo ¢(t) = J[u + th] para uma fungao h(zx,y) fixa em V, temos que

o(t) = //f(!E,y,Ethh,ﬂx+thx,ﬂy+thy)d:vdy.
Q

O) = 6w h) = of, . 0f Oh  Of Oh _
¢'(0)=0dJ(u;h) = //Sz(auh+8u$8x+8uy6y) dedy =0.  (1.11)
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Note que

//(8% h)da:dy

of of

h dzd
ouc) oy (i) )
Aplicando o Teorema de Green (veja|A.1)) em (1.12)), obtemos que

[ (2o 20 oty = f (2 2 i [ [ (s 2

(1.13)

Como h(z,y) zera na fronteira, temos que

[ (Gt S8 f [ (20

Logo, ([1.11)) torna-se

//(ﬁ__@azi) Ay (ng;))hdmy—o VheV. (1.14)

Vamos agora provar o Lema Fundamental do Cadlculo Variacional para o caso

bidimensional:

Lema 1.2. Se a(z,y) € C(2) e se a integral
// a(xz,y)h(z,y)dedy =0, Yh €V, (1.15)
Q
entdo a(x,y) =0 em todo o seu dominio.

Demonstracao:

Suponha, por contradi¢ao, que a fungao «a(z,y) é positiva em algum ponto a =

(20, y0) € Q. Entao, como a(z,y) € C(), existe uma bola Bla;r] C Q2 tal que

Bla;r] = {(z,y) € R* ||(z,9) — (zo,p0)| <7}
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Temos ainda que

1(z,y) — (@0, %0)|| = V(z — 20)2 + (y —y0)> < r
(z —z0)* + (y —w0)* < r?
(z —z)*+ (y—y)* =1 < 0

Agora, considere uma funcao h(z,y) tal que

h(z,y) = [(z — 20)2 + (y — y0)2 — r2]*, se (z,y) € Bla;r]
0, se (z,y) & Bla;r].

Note que h(z,y) € V. Porém, neste caso, a integral (1.15) se reduz a uma integral
ao longo da bola Bla;r], sendo entao diferente de zero. Esta contradi¢do prova o

lema.

Portanto, aplicando o Lema em ([1.14]), obtemos a equacao de Euler-Lagrange

para o caso bidimensional:

of o [ of o (of\
du s (au) o (a—uy) =0 (116
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Principio de Hamilton

Um dos principios que tém uma enorme importancia para o célculo variacional
¢ o principio de minima acgao. Este principio é baseado na ideia de que a natureza

sempre minimiza certas quantidades de energia quando ocorre um processo fisico.

O primeiro de tais principios de minima agao foi desenvolvido no campo da éptica:
Hero da Alexandria, no século II a.C., estabeleceu que a lei que governa a reflexao da
luz podia ser obtida pela afirmacao que um raio de luz, viajando de um ponto para
outro de uma reflexao de um espelho plano, sempre toma a menor trajetoria possivel.

Entretanto, o Principio de Hero nao pode fornecer uma lei correta para a refracao.

Pensando nisso, em 1657, Fermat reformulou o principio de Hero, postulando que
um raio de luz sempre viaja de um ponto para outro num meio por uma trajetoria
que requer o minimo de tempo. O Principio de Fermat do minimo tempo nos leva
para a lei correta da reflexao e para a lei de Snell, da refracao.

No final do século XVII, o calculo variacional comecou a ser desenvolvido por
Newton, Leibniz e Bernoulli e, em 1747, Maupertuis foi o primeiro a aplicar um
principio geral da minima acao na mecanica, afirmando que a trajetoria do movimento

ocorre com a minima ac¢ao, mas a definicao de a¢do ainda nao estava bem consolidada.

Por fim, em dois artigos publicados em 1834 e 1835, Willian Rowan Hamilton, um
matematico escocés e astronomo, anunciou o principio dinamico que seria a possivel
base para toda a mecanica e, além disso, para toda a fisica classica. O Principio de
Hamilton enuncia que a real trajetéria do movimento de um sistema fisico é a que
minimiza o funcional acdao, dado por

t1 t1
/ Ldt:/ (T —U)dt, (1.17)
to to
sendo T' a energia cinética e U a energia potencial. O funcional L é entao chamado

de Lagrangiano do sistema.

Aliado com a Equacao de Euler-Lagrange, o Principio de Hamilton é uma impor-

tante ferramenta na formulacao de alguns problemas da fisica e da engenharia.
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Problema da corda vibrante

Seja uma corda flexivel sob a acao de uma tensao constante 7 ao longo do eixo x,
tendo as extremidades presas nos pontos x = 0 e xz = [. A amplitude de vibracao de
um ponto da corda na posigdo = e no tempo ¢ é dada por u(x,t). Considere ainda

que

Y ~ u -, .
e A inclinagdo — ¢é muito pequena;

oz

e A velocidade da corda é 8—1;;

e As condigbes de contorno sao dadas por u(0,t) = u(l,t) = 0.

Supondo que a corda tem densidade de massa p(z) > 0, podemos calcular a

energia cinética para um elemento infinitesimal dx da seguinte forma:

1, 1 o\’
dT’ = §dm v = §p(x)dx (E)

Sendo assim, a energia cinética T' é dada por

T %/Olp(a:) (%)2@. (118)

Por sua vez, a energia potencial U ¢é o trabalho realizado pela resultante das forgas

externas aplicadas a corda. Considerando apenas a tensao 7, temos que o trabalho é

! ! 2
UZT(/dS—l):T / 1+(@> dr — 1
0 0 ox

Para pequenas vibragoes, podemos considerar que
2
" ou 2_ 14_1 ou\ > 1 (0u 4N1+1 ou\>
or) 2 \ Ox 4\dz) 2\ Ox

[t ou\?

dado por

Logo,
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Usando (|1.18)) e (1.19]), o lagrangiano do sistema torna-se

L:T—U:%/Ol (p(x) (%)2—7(%)2> dr.

Aplicando o Principio de Hamilton (equagao (1.17))), obtemos que

J= /: Ldt — %/tt Ol (p(x) (%)2 s (%)j ddt. (1.20)
ot ) = & <p<x> (2 - (%)) ,

of _, 9f __ou Of _ <x>%
ou O w0z 0w P\t

Portanto, a equagao de Euler-Lagrange para o funcional acao J torna-se

L) ()
Oou  Ox \ Ouy, ot \ Ouy

O’u  pd*u

or 102

chamada de equacao diferencial da corda vibrante, também conhecida por equacao da

Como

temos que

(1.21)

onda.

1.3.3 Problemas variacionais tridimensionais

Sejam 0f2 uma superficie regular orientada pela normal exterior 7, {2 um aberto
limitado nao vazio do R® com fronteira 99, f(x,y,u,p,q,r,s) uma funcao com de-
rivadas até 2* ordem continuas em todos os seus argumentos e Q = Q U 9. Se-
jam ainda o espaco normado X = C*(Q) com a norma ||ul| = maﬁx|u(m)|, X =
{ue X;u=gemdQl} eV ={he€ X;h=0 em 002}. Considere e;’féo o problema

de minimizar o seguinte funcional:

Ju] :///f(x,y,z,u,u$,uy,uz)dxdydz, uEC’2(§)
Q
u =g em Of).
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Suponha que w € X minimiza o funcional do problema. Entao, pelo Teorema [1.2]

para todo h(x,y, z) admissivel.

Fazendo ¢(t) = J[u + th] para uma fungao h(z,y, z) fixa em V, temos que

ot) = /// f(z,y, z, 0+ th,uy + thy, 0, + thy, 0, + th,)dxdydz.
Q

S o of, of o B
¢'(0) =d0Jzlh] = ///Q(8uh+0u$hx+@uyhy+8uzhz) dxdydz = 0.(1.22)

Note que
/// (fuzhz + fu,hy + fuzhz) dxdydz

///( (fush) (nyh)Jr%(fuzh)) ddydz
/ / / (ax (au> dy (aan> +% <§i>>hdxdydz (1.23)

Aplicando o Teorema da Divergéncia (veja|A.2)) em (|1.23]), obtemos que

/ / L(fuzhw+fuyhy+fuzhz) dxdydz

/ (fuhdy Ndz+ fu,hdz Ndz + fo hdx A dy)
o9

() 2 () 2 (L)) hivaras

Como h(z,y) zera na fronteira, segue que

/// furho + fuhy + fu.hz) dedydz
- TG () () g ()t

Logo, (1.22)) torna-se

J of o (of _
/// (%__Quw) o (auy) —g(a%))hd:ﬁdydz—o, Vhe.

(1.25)

Vamos agora enunciar o Lema Fundamental do Cdlculo Variacional para o caso

tridimensional, cuja demonstragao é andloga a do caso bidimensional (Lema [1.2)):
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Lema 1.3. Se a(z,y,z) € C(Q) e se a integral
/// alz,y, 2)h(x,y, z)dedydz =0, YVh €V, (1.26)
Q
entao oz, y,z) =0 em todo o seu dominio.

Portanto, aplicando o Lema em [1.25] obtemos a equagao de Euler-Lagrange

para o caso tridimensional:

af 0 of o (0f o (0f o
ou " ox (aum) By (a—uy) N (auz) =0 (1.27)

Problema da membrana vibrante

Considere o movimento transversal de uma membrana flexivel homogénea sob a
acao de uma tensao constante 7 ao longo de uma regiao plana §2, tendo as extremi-
dades presas. A amplitude de vibragdo de um ponto da superficie na posigao (x,y) e

no tempo t é dada por u(z,y,t). Considere ainda que

... . Ou Ou _ )
e As inclinacoes — e — sao muito pequenas;

or Jy
ou

e A velocidade da membrana é —;

ot

e N3ao ha deslocamento transversal nas extremidades.

Supondo que a membrana tem como densidade de massa a constante p > 0,
podemos calcular a energia cinética para um elemento infinitesimal dA da seguinte
forma:

1

dT = =d Q—Edd a—“2
B U A T

Sendo assim, a energia cinética T é dada por

T:g//ﬂ(%)Qd:cdy. (1.28)
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Por sua vez, a energia potencial U é o trabalho realizado pela resultante das
forcas externas aplicadas a membrana. Para calcular o trabalho, iremos considerar
o elemento infinitesimal dA da membrana ocupando inicialmente a regiao zo < xr <
xo + dzx, yo <y < yo+ dy. Entao o trabalho necesséario para deformar dA é igual ao
produto da tensao 7 com o aumento da area dA sob deformacao, ou seja, o trabalho

necessario para deformar toda a membrana é dado por (veja Fomin [I], pag. 162)

U= g//Q [(%)2 + (g—Z)Z] dady. (1.29)

Usando ([1.28)) e ((1.29)), o lagrangiano do sistema torna-se

o0 ) - (B (3]

Aplicando o Principio de Hamilton (equagao [1.17]), obtemos que

h I o\’ ou\> ou\’
J—/;O Ldt—i/t‘o //S‘2 [p (E) —T(%) —T(a—y) dl’dydt (130)

Como
o L[ (o ouy’
x,yY, 7u7uw7uy7ut - 92 P at T aCC' T ay 9

of _, 9of __ Ou Of = Ou Of Ou
ou_  ou, 0z Ou, oy ou ot

temos que

Portanto, a equagao de Euler-Lagrange para o funcional acao J torna-se

of 0 (of\_0 (0f\_0(0f) _,
Oou Ox \ Ouy Oy \ Ouy ot \ou, )
82u+82u_£82u
ox2  oy2 T o2’

chamada de equacdo diferencial da membrana vibrante, também conhecida por equacdo

(1.31)

da onda bidimensional.
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Capitulo 2

Método Direto: Método de Ritz

Os Métodos Indiretos proporcionaram grandes avancos para o calculo das va-
riagoes, pois, por meio da Equacao de Euler-Lagrange, o problema de minimizar o
funcional tornava-se um problema equivalente de resolver uma equacao diferencial

ordindria, o que, para alguns casos, facilitava o problema.

Entretanto, nem sempre os métodos indiretos sao eficazes, pois podem gerar uma
equacao diferencial ordinaria (ou um sistema de equagdes diferenciais ordindrias) com
um enorme grau de dificuldade. Para esses casos, é de grande importancia adotar
outra estratégia: a de encontrar o minimo do funcional a partir dele mesmo. Métodos
assim ganharam o nome de Métodos Diretos. Entre eles, encontra-se o Método de
Ritz, o qual sera apresentado e detalhado neste capitulo. Para mais detalhes sobre o

método, as referéncias [2] e [3] podem ser consultadas.

2.1 Um breve historico

No século XIX, surgiu um dos problemas mais famosos do Calculo Variacional:
o Problema de Dirichlet. Este problema apareceu em 1857, quando Riemann assu-
miu, sem provar, um principio que utilizou como base da sua teoria sobre as fungoes

complexas, por ele chamado Principio de Dirichlet.
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Entretanto, o trabalho de Riemann foi criticado por Weierstrass, o qual apresentou
um contraexemplo para o principio que nao tinha sido provado. Perceberam, entao,
que havia um problema com a teoria de Riemann, e logo comegou uma intensa busca

por varios estudiosos para tentar salva-la.

Muitas contribuigoes foram feitas para a resolucao deste problema por Dirichlet,
Gauss, Weierstrass, Thompson, Riemann, entre outros, mas foi Hilbert, no inicio do
século XX, quem resolveu o problema. O método proposto por Hilbert foi, essencial-

mente, o que hoje é conhecido como Método Direto.

Walter Ritz nasceu durante essa época, em 1878. Em 1897, iniciou o curso de enge-
nharia na Escola Politécnica de Zurique, mudando logo em seguida para matemaética.
Em 1900, contraiu tuberculose, a qual o acompanhou até o fim da vida. Ritz escre-
veu uma tese sobre linhas espectrais de atomos, obtendo o doutorado com distinc¢ao
maxima. Em julho de 1904, sua doenca agravou-se e ele voltou para Zurique. Apds

uma longa batalha contra a tuberculose, morreu em 1909.

Antes da sua doenca se agravar, Ritz chegou a tratar o problema do principio
de Dirichlet utilizando aproximagoes, dando origem ao Método de Ritz, o qual foi
usado na resolucao de Hilbert. Além disso, em 1787, Ernst Chladni descobriu que,
quando tocamos uma chapa metdalica com certos objetos, ela vibra. Ao espalhar areia
sobre a superficie de metal, esta se agita sobre a chapa, se acumulando nos pontos
em que a chapa nao esta vibrando e formando figuras, hoje conhecidas como Figuras
de Chladni. Apds ganharem um modelo matematico, Ritz também usou seu método

para essas ﬁguras.

Timoshenko foi o primeiro a perceber a importancia do método de Ritz para
aplicacoes, e o utilizou em vigas. Em 1909, Galerkin fez uma longa viagem cientifica
ao longo da Europa. Nao se sabe exatamente como, mas foi durante essa viagem
que Galerkin conheceu Ritz. Galerkin, na sua mais famosa publicacao, faz varias
referéncias aos trabalhos de Ritz, e, a partir dele, trabalha com seu préprio método.
Por fim, sem uma data definida, surge o Método dos Elementos Finitos, os quais

tiveram como base os trabalhos de Ritz.
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2.2 Descricao do Método

Considere o problema de minimizar um funcional J[u] definido num espaco de
Banach X com base de Schauder. Para que o problema tenha sentido, vamos assumir

que existem fungoes em X tais que J[u] < oo e
inf Jju] = 5 > —o0.

Sendo assim, pela definigdo de infimo, existe uma sequéncia de fungoes (u,,), cha-

mada de sequéncia minimizante, tal que

lim J[u,] = 5. (2.1)

n—oo

Porém, o fato de que o limite de (2.1 é convergente nao signica necessariamente
que a sequéncia (u,) também converge. Precisamos entao provar que (u,) converge

para u e que o seguinte resultado ¢ valido:

s} = i S
I fim ] = Jim ol 22

Logo, J [u] = 8 e W é a solugao do problema variacional.

Sendo assim, um método direto consiste de trés etapas:
1. Construir uma sequéncia minimizante u, € X’;

2. Provar que (u,) converge para ;

3. Provar que J[u| = 5 (2.2).

Como existe mais de uma maneira de construir uma sequéncia minimizante, é
justamente nesse ponto que os métodos diretos ja comecam a se diferenciar um do
outro. Neste documento, o caminho que percorreremos para alcancar as trés etapas

sera aquele que é chamado de Método de Ritz.

O Método de Ritz é um método de aproximagao. Em vez de trabalhar em um

espaco de dimensao infinita, que terd infinitas fungoes na base, o método trabalha
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com um subespaco fechado de dimensao finita, encontrando entao uma solu¢ao apro-
rimada.
Considere que estamos procurando pelo minimo de um funcional J[u] definido em

um espago de Banach X que tem base de Schauder. Seja

301,(,02,...,()0]‘,...
uma sequéncia infinita de fungoes em X', e seja X,, o subespaco linear de dimensao n
de X gerado por essas n primeiras fungoes, ou seja, X, = span{¢1, 2, ..., Pn}-

Assuma ainda que X; C Ay, C ... C A&, é uma sequéncia de subespagos de
dimensao finita de X com a seguinte propriedade:
Ux=x (2.3)
n>1

Para n fixo, temos o conjunto de todas as combinagoes lineares da forma

Cn1P1 + Cnao + ... + CunPn,

sendo ¢p1, ..., C,, NUmMeros reais arbitrarios.

Com isso, em cada subespaco X, podemos escrever qualquer elemento u, € X,

como uma combinacao linear da base:

n

Up = E CnjPj-

Jj=1

Além disso, o funcional J [u,] passa a ser uma func¢do de n-variaveis dada por

Dla] = J[empr + - - -+ Cunn)
sendo @ = (Cp1, Cpa, - - -5 Cun)-

Suponha que 3, é o minimo da func¢do ®[a] e que u,, é o elemento de X, associado
a esse minimo. Note que [, nao cresce com n, pois qualquer combinacao linear de
01,09, ., Pn, Ppe1 também é uma combinacao linear de 1, o, ..., V.

Logo, com essas ideias em mente, o Método de Ritz consiste em encontrar uma

solucao aproximada do problema variacional

J[u] = min J[u] (2.4)

ueX
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num subespago fechado de dimensao finita &), do espaco vetorial X', ou seja, encontrar
u, € X, tal que
J[u,] = min Jul. (2.5)

ueX,
O método entao transforma o problema variacional em um problema de otimizacao
de vérias varidveis. Sejam {©1, @2, ..., ¢n, ...} uma base de Schauder do espago X e
X, o espaco gerado pelas suas n-primeiras fun¢oes. Considere a solugao aproximada

dada pela combinacao linear da base, isto é,
Up = chjgpj. (2.6)
j=1
Substituindo (2.6) no funcional J[u], obtemos

o (Cnh Cn2,y .- ;Cnn) =J [Z cnj@j] ) (27)

=1
sendo ® uma funcao de n-variaveis.

O problema (2.5)) passa a ser encontrar um vetor @ = (Gu1, . .., Cnn) € R™ tal que

¢ (@) = min ¢(«), (2.8)

acRn
sendo « = (Cp1, Cpa, - - -5 Con) € R™.

Como @ : R" — R, é um problema de otimizacao no R™. Logo, para n fixo,
encontrar uma solucao aproximada dada por equivale a encontrar uma solugao
do sistema

0 0 0

e o (@) = 0. (2.9)

E de suma importancia que o sistema obtido seja o mais simples possivel, cuja
estrutura vai depender essencialmente da escolha da base. Entre as possiveis bases
de Schauder, pode-se escolher, por exemplo, uma base polinomial ou trigonométrica

(série de Fourier). As fungoes escolhidas devem satisfazer as condigées de contorno.

Quanto maior for n, maior serd a dimensao do subespaco X, e, em geral, mais pre-
cisa sera a aproximagcao obtida. Entretanto, nem sempre é necessario utilizar muitos

elementos na base para encontrar uma boa solucao aproximada, pois, dependendo do
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problema, a solucao aproximada pode convergir para a solugao exata num subespaco
de dimensao n < 10. A ideia principal entao é atingir uma boa aproximacao (ou
atingir a solugao exata) com o menor esforgo possivel.

Antes de utilizar o algoritmo do Método de Ritz, é necessario garantir existéncia
e unicidade do problema que sera analisado. Para isso, teremos como base o princi-
pal teorema desta se¢do, o qual ird garantir a eficicia do método. Tal resultado se

encontra abaixo:

Teorema 2.1. Sejam X um espaco de Banach reflexivo, J : X — R continuo e
D?J(u; h,h) a sequnda derivada de Gateaux de J[u). Se existe uma constante K > 0

tal que
D*J(u;h,h) > K ||h||*, Yu,h € X,

e se existe uma sequéncia de subespacos X, satisfazendo a sequinte condi¢do: para

todo h € X, existe uma sequéncia h, € X, ,n € N, tal que
lim ||h, — Al =0,
n—oo
entao
1. Eziste um unico u € X tal que J[u] = min J|u];

ueX

2. Para cada n € N, eziste um unico u, € X, tal que J[u,] = m}Yn Jul;
uUcAn

3. lim ||lu, — @l = 0.
n—oo

Uma vez que as condigoes sao satisfeitas, o Teorema [2.1| garante que existe uma
unica solugao para o problema e que ela pode ser calculada via Método de Ritz. A

demonstragao do teorema pode ser encontrada em (Drabek [5], pag. 468).
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Exemplos

Exemplo 2.1. Utilizando o Método de Ritz, encontre uma solu¢ao aprozimada u,(z)

que minimize o funcional

1
J[u] = / (u? —u* — 2zu) dz,
0

tal que u(0) = u(1) =0, e compare a solu¢ao aproxrimada obtida com a solugdo exata

_oy_ sen(z) .
) = sen(1)

Solugao do exemplo (2.1

Para o problema proposto, sera utilizada a base polinomial:
pi(x)=2"1—-2z), j=1,2,..,n
Nota-se que as funcoes da base satisfazem as condicoes de contorno, pois
pj(0) =p;(1)=0 VjeN
Com as fungoes da base escolhidas, temos a seguinte solugao aproximada:

un(x) = chj@j

up(z) = ZCW (1—2)
sendo que as constantes {c,;} sd@o determinadas pelo problema de minimizacao:

min ®(«)

a€cR”™

Sendo assim, obtém-se que

O(a) = /0 ((u,)? = (un)® — 2zu,) dz

2 2
1 d n n n
oo = [ {(E35en) - (Sewa) ~23i0n) e

Jj=1 Jj=1
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Como {c,;}}j—, sdo constantes, deriva-se apenas as fungoes da base:

1 n 2 n 2 n
P(a) = / (Z Cnj %) - (Z Cnj %‘) - 2$Z Cnj @5 | d
0 =1

j=1 j=1

Por simplicidade, sera resolvido primeiramente para o caso n = 1:
! 2 2
(ar) = / <(011 ©1)" = (11 91)” — 2z e 901> dx
0
1
Pey) = / (¢ @ — 1y 1 — 2z 11 1) da.
0

Usando a condicao de minimizagao:

0P
= — 0
Ociy
1 1
2011/ (¢ = p}) do — 2/ rprde = 0 (2.10)
0 0
Isolando ¢y, (2.10]) torna-se:
fl x prdr
€11 =
fo 901 - 901 d.’lﬁ
fo 2(1 —x)dz
C —=
H fol (1 —2x)2 — (x — 22)2)dx
5
o= —.
H 18
Logo, a solugao aproximada, para n = 1, sera dada por:
w(r) = cuei(z)
5
u(z) = Ex(l — ). (2.11)
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sen (z)
sel (1)

Comparando (2.11f) com a solugao exata u(z) = —

n.o8 T T T T
sin()/sin(1)-x
51018 —
007 1 - (5%(1-%)=x)/ |
s
0.06 =
0.05 =

0.04 - / \ -

0.03 / \ |

oozt / A
\

0.01 -/ T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Comparacao entre as solucoes para n = 1.

Note que, para n = 1, a solucao aproximada nao ¢é satisfatoria, pois ha uma

diferenga bem perceptivel entre os dois graficos.

Aumentando para n = 3 e resolvendo pelo aplicativo MAXIMA, obtemos o se-

guinte algoritmo:
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&L Solucdo do Exemplo [2.1]

Escolhendo n

(%i1) mn:3;
(%01) 3

Definindo o funcional

(%12) J=’integrate(’diff (u,x) "2-u"~2-2%u*x,x,0,1);

1 d \2
(%02) J:/ —2ux+(dmu> —u? de
0

Solucao aproximada para a base polinomial

(%13) u=sum(c[k]*x"k*x(1-x),k,1,n);
(%03) u=cz3(1—z)ad+eco(l—a)a+c; (1 —2)x

Calculando as constantes

(%i4) subst(%,%02)$
for j:1 thru n do
eqljl:ev(diff(%,c[jl),integrate,diff)$
sol:flatten(solve(makelist(eq[j]=0,j,1,n) ,makelist(c[j]l,j,1,n)));
13811 2380 —7
= 73550 = 12259 ~ 209

Solucao aproximada uy,

(%06) [c1

(%i7)  uln] (x) :=sum(x~j*(1-x)*rhs(so0l[jl),j,1,n);

(%07)  up(x) := Zl‘j (1 — z) rhs(sol))

=1
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Comparando com a solucao exata

(%i8) plot2d([sin(x)/sin(1)-x,uln] (x)],[x,0,11);

(%09)

0.08 . .

sin(x)/sin( 1)-x
007 } u_n ]

005 ¢ .

004 | :

003 t .

002 | :

001 ¢ .

Figura 2.2: Comparacao entre as solucoes para n = 3.

Portanto, a solugao aproximada que foi encontrada no subespaco de dimensao n = 3 ja

converge para a solucao exata.
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Exemplo 2.2. Utilizando o Método de Ritz, encontre uma solu¢do aprorimada uy(x) que

minimize o funcional

tal que u(0) = u(w) =0

Compare a solugdo aprozimada obtida com a solugdo exata U(z) = cos(x) + 2 —

8L Solucdo do Exemplo [2.2]

Calculando paran =8

(%i1) n:8;
(%o01) 8

Definindo o funcional

(%12) J=’integrate(1/2*’diff (u,x) "2-u*cos(x),x,0,%pi);

T iU,Q
(%02) J:/O (d$2)—cos(1‘)ud1‘

Solugdo aproximada para a base trigonométrica ¢ = sen (kz),k=1,...,n

(%13) u=sum(c[k]*sin(k*x),k,1,n);
(%03) u = cgsin(8x)+c7 sin(7z)+cg sin(6x)+cs sin(5z)+c4 sin(4x ) +c3 sin(3z)+co sin(2z)+
¢1 sin(x)

Calculando as constantes

(%i4) subst(%,%02)$
for j:1 thru n do
eqljl:ev(diff(%,cljl),integrate,diff)$

sol:flatten(solve(makelist(eq[j]=0,j,1,n) ,makelist(c[j],j,1,n)));

1 2 1
705—0706—7,07—0,08—%

2
(%06) [c1 =0,c0=-—,¢c3=0,¢4 = 05

3T ~ 157

)
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Solucao aproximada uy,

(%i7)  uln] (x) :=sum(sin(j*x)*rhs(so0l[jl),j,1,n);

(%07)  up(x) := Z sin(jx) rhs(sol;)

Jj=1

Comparando com a solucao exata

(%i8) plot2d([cos(x)+2*x/%pi-1,uln] (x)], [x,0,%pil);

(%09)

0.25 T T T

I I

cos(x)}+ 2%x)/Yepi-1 ——
0.2 fun2

0.15
0.1

0.05

-0.05
-0.1

-0.15

-0.2

-0.35 1 1 1 1 1 1

Portanto, mais uma vez, obteve-se a uma boa aproximacao com menos de 10 elementos

na base.
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2.3 Viga de Euler-Bernoulli

O Método de Ritz tem muitas aplicagbes no campo da fisica e da engenharia e serd
usado nesta secao para encontrar a deflexao transversal de uma viga cujo modelo é o da

viga de Euler-Bernoulli.

Considere uma viga eldstica, prismatica, de comprimento L e feita de um material ho-
mogéneo. De um lado, hd um engastamento, ou seja, uma restricao que impede movimento
e rotagao, e do outro lado a viga esté livre. Esta viga é entao submetida a um carregamento
g(z) uniformemente distribuido e encontra-se no estado de equilibro (Figura [2.3). Como
estamos considerando o modelo da viga de Euler-Bernoulli, as tensoes de cisalhamento serao

desprezadas.

q(x)

LT T

Figura 2.3: Viga submetida a um carregamento ¢(x).

A esta viga estd associado o seguinte funcional (veja Assan [10],pag. 25):

1 L d2u 2 L
J[u]:2E1/0 <d1‘2> dx—/0 qudz, (2.12)

sendo E o modulo de elasticidade da viga, I o momento de inércia da secao transversal e
ue X, com X = {u € C?([0, L]); u(0) = u/(0) = 0}.

Falando em termos fisicos, o funcional J[u| é igual a energia potencial total para uma
viga com carga uniformemente distribuida g ao longo do seu comprimento L. Ele é formado

por duas parcelas: a primeira corresponde a energia de deformacao, dada por
1 L /2y
“ET / ) da
2 0 d.fU
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e a segunda parcela representa a energia potencial da carga q, dada por

L
—/ q udx.
0

O problema entéao consiste em encontrar a deflexdo maxima u(z) em cada ponto da viga,
que equivale a minimizar o funcional (2.12)). Utilizaremos o Método de Ritz para encontrar

uma solugao aproximada u,, e depois comparar com a solugao exata

u(z) = 24% - (! —4La® 4+ 6L%7). (2.13)

Para o problema proposto, utilizaremos a seguinte base polinomial:
or(x) =2t k=1,2,...,n. (2.14)
Note que as fungoes satisfazem as condig¢oes de contorno, pois
or(0) = ¢i(0)=0 VkeN
Com as funcoes da base escolhidas, temos a seguinte solugao aproximada:
un(z) = Z Ci i
up(z) = Zci A
sendo que as constantes {cx} sdo determinadas pelo problema de minimizagao:

in ®(c).
e

Sendo assim, obtemos que

P(c) = EI/ (u] ) dx —q/L updx
O(c) = ( ch gpz) dx—q/ Zci p; dx
=1
O(c) = ( Zgoz> dm—q/ Zcigoidx
i=1
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Resolvendo para o caso n = 1, temos que

EI [T "2 L
O(c1) = 5 () dz—q | c1o1da
0 0
EI L L
(1) = 2/ C%‘Plfzdx—Q/ c1 1 d
0 0
EI L L
O(c;) = 2/ et (22" (z2)" dm—q/ c1 22 dx
0 0
EI L L
D) = / 4c%d:cq/ e 22 dx
2 Jo 0
L3
®(c;) = 2EIL — %cl.
Usando a condicao de minimizagao:
0P
= 0
361
L3
AEILc, —% =0
qL?
= . 2.1
T T2ET (2.15)

Logo, a solucao aproximada, para n = 1, serd dada por:

uy = cC1p1
qL2 2
= . 2.1
“ 12E1" (2.16)

Para darmos continuidade a resolugao do problema, serao encontradas pelo aplicativo

MAXIMA as solugoes paran=2en = 3:

Solugao para n =2

Escolhendo n

(%i1) n:2;

(%01) 2

Definindo o funcional

(%12) J=’integrate(1/2*EI*’diff (u,x,2) "2-u*q,x,0,L);

L (d—zu)QEI
(%02) Jz/ %fqudx
0
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Solucao aproximada para a base polinomial

(%i3) wu=sum(c[k]*x"(k+1),k,1,n);

(%03) u = cox® + c12°

Calculando as constantes

(%i4) subst(%,%02)$
for i:1 thru n do
eqli]:ev(diff (%,c[i]),integrate,diff)$

sol:flatten(solve(makelist(eq[i]=0,1,1,n) ,makelist(c[i],i,1,n)));

5qL? qL

= Bl T2BT)

Solucao aproximada 1y,

(%06) [c1

(%1i7) u(x):=sum(x”(i+1)*rhs(soll[il),i,1,n);

(%07) wu(z) := Zx”l rhs(sol;)

i=1
(%18)  ul2] (x)=u(x);
_ 5qx’L?  qz3L
(eo8) wal@) = 50 pr ~ 12m1
Simplicando, obtemos que

us(z) = quI(BI?xQ — 2La%) (2.17)

Usando o mesmo algoritmo para n = 3, o MAXIMA fornece a seguinte solucao:

qr’L? g2 qzt

us@) = BT " 651 T BT
ug(z) = 24%} (z* — 4La2® + 6L%2%). (2.18)

Portanto, com apenas 3 elementos na base, o Método de Ritz atingiu a solucao exata.
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Exemplo 2.3. Utilizando o Método de Ritz, calcule o deslocamento transversal ao longo de

uma viga de ago, conforme a Figura assumindo as hipdteses da viga de Euler-Bernoulli.

y

g=10kN/m

L=1m

E=210GPa
=5,04-10% mm*

Figura 2.4: Viga de aco engastada em uma extremidade e livre na outra.

Solugao do Exemplo

Ajustando as unidades, obtemos que

kN kN
q = 10— =0,1—;
m cm
E = 210GPa:2,1-104k—NQ;
cm

I = 5,04-10° mm* = 504 em?;

L = 1m=100cm.

Primeiramente, serao utilizados 2 elementos na base e o resultado serd comparado com

a solucao exata (|2.13]).
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&L Solucdo do Problema Proposto

Dados do problema
(%i1) q:1/10$% E:21000$ I:504$% L:100$
Escolhendo n

(%iB5) n:2;
(%05) 2

Definindo o funcional

(%i6) J=’integrate(1/2*ExI*’diff (u,x,2) 2-u*q,x,0,L);

100 d? 2 u
(%06) J:/O 5292000 <$2u) —de

Solucao aproximada para a base polinomial

(%i7) u=sum(c[k]*x"(k+1),k,1,n);

(%07) u = cox® + c12°

Calculando as constantes

(%i8) subst(%,%06)$
for j:1 thru n do
eqljl:ev(diff (%,c[jl),integrate,diff)$
sol:flatten(solve(makelist(eq[j]=0,j,1,n) ,makelist(c[jl,j,1,n)));
5 1

~ 254016° % T 12700800
Solugao aproximada u,

(%010) [e1 ]

(%i11) uln] (x) :=sum(x"~ (j+1)*rhs(sol[jl),j,1,n);

(%011) up(x) := Zn:xjH rhs(sol;)

j=1
(%i12) %uln] (x)=uln] (x);

5qx? x3

12 = -
(%012) ua(x) = 354676 ~ 12700800
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Solucao exata

(%113) u(x) :=q*(x"4-4*L*x"3+6*L"2*%x"2) / (24*E*I) ;

q («* — 400z* + 6000022)
2540160000
Comparando as Solucoes

(%013) u(x) :=

(%i14) wxplot2d([uln] (x),u(x)], [x,0,L]1);

(%014)

0.12 T T

T T
(5%x"2)/254016-x"3/12700800 ——
(3"4-400%x"~3+60000%x"2)/2540160000

01

0.08

0.06

0.04

0.02

0 20 40 60 80 100

Note que, para n = 2, os graficos se aproximam consideravelmente. Para n = 3, como

uz(x) = u(z), os graficos coincidem (Figura [2.5).
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0.12 T

T T T
¥"42540160000-x~3/6350400+x"2/42336 —
(x™4-400*x"3+60000%x~2)/2540160000

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0 20 40 60 a0 100

Figura 2.5: Solucao aproximada convergindo para a solugao exata.

Na Tabela encontramos os resultados do problema.
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Deslocamento Transversal (cm)

x/L | Solugdo Aproximada Solucdo Exata
n=2 n=3
0 0 0 0
0,1 | 0,001890 | 0,002209 0,002209
0,2 | 0,007244 | 0,008251 0,008251
0,3 | 0,015590 | 0,017326 0,017326
0,4 | 0,026455 | 0,028723 0,028723
0,5 | 0,039368 | 0,041828 0,041828
0,6 | 0,053855 | 0,056122 0,056122
0,7 | 0,069444 | 0,071181 0,071181
0,8 | 0,085664 | 0,086672 0,086672
0,9 | 0,102041 | 0,102360 0,102360

1

0,118103 | 0,118103 0,118103

Tabela 2.1: Comparacao entre as solucoes.
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2.4 Funcional Quadratico

Sejam 2 uma regiao plana limitada com fronteira 09, O = QUON, J : V — R um
funcional continuo, V um espaco de Banach reflexivo com base de Schauder e D2.J(u; h, h)
a segunda derivada de Gateaux.

Para o caso bidimensional, serd demonstrado que existe uma tnica funcgao u(z,y) € V

que minimiza J[u] e que ela pode ser calculada pelo Método de Ritz, sendo
J[u]://S)(au§+6u§+’yu2+2fu)dxdy (2.19)

eV={uelC?Q);u=0 em 00}. Além disso,

e a(x,y) >0, B(z,y) >0, y(z,y) > 0;

e a, (3 e v sdo limitadas e integraveis em ;

o f(x,y) é integravel em Q.

Se hi,ho € V, o produto interno sera dado pelo seguinte funcional:

(h1,h2) = D [h1, ha],

sendo
Oh1 Ohy Oh1 Oha
D = e _
[hl,hz] //Q (a 9r Or + B ay 8y +’)/h1h2) dxdy

Para h € V, temos que
D[n] = ||h||? =// (a B2 + B hi + v h?) dzdy. (2.20)
Q

Dadas as hipoteses, o objetivo agora consiste em aplicar o Teorema [2.1| para o funcional
(2.19)), também conhecido por Funcional Quadrdtico - para mais detalhes, consulte [4]. Para

isso, vamos calcular a primeira e a segunda variacao de Gateaux. Sejam u,h € Vet € R.
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A primeira variacao é obtida por

5 (wih) — E}% J[u—i—tf;] — J[u]
— }ﬂ%% [//Q (a0 (ug + the)® + B (uy + thy)* + 7 (u+th)? + 2f(u + th)) dedy — J[u]
= lim % / /Q (2taughy + t2a(hy)® + 2tBuyhy + t2B(hy)? + 2tyuh + t*yh* + 2t fh) dady
= %g% //Q (20ughy + ta(hy)? + 2Buyhy + tB(hy)? + 2yuh + tyh® + 2fh) dzdy

6J (u;h) = // (2aughy + 2Buyhy + 2yuh 4+ 2fh) dedy.
Q

Para obtermos a segunda variacao, segue que

62 (w:hh) = lim 0J(u+thyh) — 6J(u; h)
B t—0 t

~ lm % / / (20(tty + th)hs + 28y + thy )y + 2y(u + th)h + 2/h) dady
- Q
— 0J(u;h)

o1 2 2 2
- %E}%t//g(%a(hx) + 2tB(hy)° + 2tyh?) dzdy

— lim//g(2a(hx)2+2ﬁ(hy)2+27h2) dxdy

t—0

62T (u;h,h) = 2//(ahi+6h§+ﬂyh2) dxdy. (2.21)
Q

Comparando (2.21)) e , obtemos que
D2J (u;h,h) = 62T (ush, h)
= 2// (ahi —i—Bh?] +'yh2) dxdy
Q
= 2|l

D%J (u;h,h) > ||h|?, Yu,h e V. (2.22)

Portanto, pelo Teorema existe uma unica solu¢ao para o problema ([2.19)) e ela pode

ser calculada via Método de Ritz.

Os exemplos a seguir tratam do Funcional Quadratico e estao dentro das hipdteses desta

secao. Sendo assim, as solugoes serao encontradas pelo Método de Ritz.
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Exemplo 2.4. Para o funcional , considere que

alz,y) = 1
Blxy) = L
Yz y) = 0;
flz,y) = 0.

Com 1isso, torna-se
Ju] = //R (u2 + “12/) dxdy, (2.23)

sendo o retangulo R dado por 0 <z <a,0<y<beuel.

Além disso, vamos considerar apenas para este exemplo que u satisfaz a condi¢do sub-
sididria

Klu] = / /R udrdy = 1. (2.24)

Solugao do Exemplo
Para um n € N fixo, a funcao aproximada é dada por
- T X
Uy = Z cijsen (a)sen <]by> (2.25)
i,j=1
O problema entao passa a ser determinar os parametros c;;. Substituindo (2.25)) em

(2.23) e (2.24)), obtemos que:

ab — i2 2
Jfun] = WQZb 3 () < + ‘22> (2.26)

Klun] = - > () =1 (2.27)

Devido a condigao (2.27)), a solugao do problema é dada por ¢;; = 0, exceto por um

coeficiente. Assumindo, por simplicidade, que seja o coeficiente c11, temos que

ab
7 (enn)® =

11 =

=
ﬂc‘ ‘
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Portanto, o problema variacional é resolvido pela funcao

u= \/2a>bsen (g:c)sen (%y) (2.28)

e o valor do minimo passa a ser

J[a) = * <1 - b12> . (2.29)

Observe que a Equagao de Euler-Lagrange do funcional ([2.23]) é dada por

0 o (0 o (0
ge ) = 5 (G 2+ ad) ) = o (G (2 +a) ) =0

Ouy

Ugy + Uyy = 0,

que é a famosa FEquacdo de Laplace.

8L Solucdo do Exemplo [2.4]

Problema Proposto

(%i1) J=’integrate(’integrate(’diff (u(x,y),x) "2+’diff (u(x,y),y)"2,x,0,a),y,0,b);

(%ol) J = /Ob /O <C;;u(a:,y)>2+ (iﬂu(az,y))z d dy

(%12) K=’integrate(’integrate(u(x,y)**2,x,0,a),y,0,b);

b ra
(%02) K :/ / u(z,y)? dz dy
0o JO

(%13) assume(a>0,b>0);
(%03) [a>0,b>0]

Combinacao Linear da Base

(%i4) m:3% n:3%

u(x,y)="sum(’sum(c[i, jl*sin(m*¥%pi*x/a)*sin(n*Ypi*y/b),i,1,m),j,1,n);

(%06) u(z,y) = 23323:% Si“(?)m(&;y)

j=1i=1
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Substituicao

(%17) subst (%, [hol,%02]1);

w:ev(%,diff,integrate);

2 2
(972° + 97%%) (S0, T, iy ) ab (i Sk cig)
(%08) [J = o K = 1 ]

Condicao Subsididria
(%i9) ev(rhs(w[2])=1,sum);

2
(0373 +c32+cC31+cCo3+cC22+cC21+C13+C12+ 0171) ab
4

(%09) =1

(%i10) t:solve(%,cl1,1]);

(%010) [e11 = — (e33+c3a+c31+caz+caat+coi+cig+ceia) ab+ Qﬁ\/l;
' ab ’

€11 = (_03,3 — €32 —C31 —C23—C22—C21 —C1,3— 01’2) ab+ 2\/5\/5]
’ ab

(%i11) t-sum(sum(c[i,jl,i,1,m),j,1,n)+c[1,1]=0;
(%011) —c33 — €32 — 31 —C23 —C22—C21 —C13—C12 =0

(%i12) subst(%,t[21);

2
Vavh

(%012) ¢11 =
Solugéo

(%i13) c[1,1]):rhs(%)$ m:1$ n:1$

(%116) u=sum(sum(c[i,jl*sin(m*)pi*x/a)*sin(n*%pi*y/b),i,1,m),j,1,n);

2sin (wa)) sin (WTZ"))

(%016) u = Javh
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Valor do Minimo

(%117) u(x,y)=rhs(%)$

(%i18) subst(%,%ol);

. L) 2 . T T . L) 2
Yho18) // d281n \/a)\jlgn(by) . dci2sm(i/a>\jlgn(by) i dy

(%119) J[ul=rhs(ev(},diff,integrate,sum));

(7?0 + 72a?D)

(%019) J, 3
|
Exemplo 2.5. Considere agora que
a(z,y) = 1;
Blz,y) = L
Y(zy) = 0
flay) = 2
Com isso, o funcional torna-se
= // (ui + ug + 22%u) dzdy, (2.30)
R

sendo o retangulo R dado por 0 <x<a,0<y<b,a=1,b=1euecV.

Utiizando o Método de Ritz, encontraremos uma solu¢do aprorimada u,(x,y) que mi-

nimize .

Solugao do Exemplo

Para um n € N fixo, a solugdo aproximada é dada por

n . .

i,7=1

n
Uy = Zcijsen(iﬂa;)sen(jﬂy). (2.31)
ij=1
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Note que as funcoes da base zeram na fronteira. Além disso, pelo Teorema [2.1], existe

uma unica fun¢do @ que minimiza J{u| e

lim |u, —u| = 0.
n—oo

Logo, é necessério calcular as constantes c;; para encontrar a solucao. Para isso, usare-

mos o aplicativo MAXIMA.

8L Solugdo do Exemplo [2.5]
Problema Proposto

(%i1) a:1$ b:1$

(%13) J=’integrate(’integrate(’diff (u(x,y),y) "2+’diff (u(x,y),x)"2

+2*x"2*u(x,y),x,0,a),y,0,b);

(ool) J = /0 1 /0 1 (Z/u(m,y))Q—{— <diu(x,y)>2—|—2x2 w(z,y) de dy

Combinagao Linear da Base
(%i4) n:3%
(%15) u(x,y)=sum(sum(c[i,jl*sin(i*¥%pi*x/a)*sin(j*%pi*y/b),i,1,n),j,1,n);

(%ood) u(z,y) = ii% Sm(TB)Sin(ij)

j=1 i=1

Substituicao

(%i6) subst(%,%03)$
for i:1 thru n do
for j:1 thru n do

eqli,jl:ev(diff(%,cli,jl),integrate,diff)$
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Resolvendo o Sistema

(%18) sol:flatten(solve(flatten(makelist(makelist(eql[i,jl,i,1,n),j,1,n)),

flatten(makelist (makelist(c[i,j],i,1,n),j,1,n))));

472 — 16 4 3672 — 16
(%08) [c11 = % 01 = £ 01 = g e = 0,62 = 0,632 =0,
472 — 16 4 3672 — 16]
C = ——FF . C = —.C e
1.3 1576 723 T 3gpd 3 72976

(%i9) for i:1 thru n do
for j:1 thru n do

cli,jl:rhs(sol[i+(j-1)*n])$
Solugao Aproximada

(%110) uln] (x,y) :=sum(sum(c[i, jl*sin(i*}pi*x/a)*sin(j*%pi*y/b),i,1,n),j,1,n);

3 . .
- L (imx L (my
(%010) up(x,y) = 2 2221 c;j | sin (T) sin <T)

J
(%i11) plot3d(uln](x,y),[x,0,al,[y,0,bl);

(%011)

Function

-0.005
-0.01
20.015

-0.02

-0.025

-0.03
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Consideracoes Finais

A partir deste trabalho, pudemos investigar problemas variacionais envolvendo integrais
multiplas usando o método direto e indireto. Por meio da Equagao de Euler-Lagrange,
conseguimos obter a equagao da onda para o caso uni e bidimensional. Aplicando o Método
de Ritz, conseguimos obter a solucao dos exemplos propostos de modo eficaz. Vale ressaltar
que os problemas que foram vistos, principalmente os bidimensionais, nao sao normalmente

explorados e sao pouco abordados na literatura classica.

Descrevendo a teoria do Método de Ritz, verificamos que ele pode ser considerado um
método completo, no sentido de que prova a existéncia e a unicidade e direciona para o
calculo da solugao. Além disso, uma vez que a teoria é entendida, percebe-se que o método
nao apresenta grandes dificuldades para ser implementado. Na parte da programagao, o
aplicativo MAXIMA apresentou grande utilidade, ndo sé por ser um software gratuito, mas

também de facil entendimento.

Os avancos na teoria do céalculo variacional, dos métodos numéricos e da programacao
cientifica foram elementos motivadores para o desenvolvimento deste estudo. Espera-se que
outros alunos também se sintam motivados e assim busquem entender a teoria de um método
para entao aplicd-lo nos mais variados problemas, principalmente naqueles que quase nao
sao vistos na literatura classica.

Por fim, é importante ressaltar que, a partir deste trabalho, muitos assuntos ainda
podem ser aprofundados. Em trabalhos posteriores, pode-se abordar, por exemplo, sobre o
modelo da viga de Timoshenko, o modelo de placa de Kirchhoff, campo eletromagnético e

sobre o método dos elementos finitos.
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Apeéendice A

Conceitos Importantes

Nesta secao iremos abordar alguns conceitos importantes para o entendimento deste

documento. Os Teoremas e foram retirados do livro (Apostol, [12]).

A.1 Espaco Vetorial

Chama-se espaco vetorial um conjunto nao-vazio X em que as operagoes de adigao e
multiplicacao por escalar estdo bem definidas, ou seja, para todo u,v,w € X e o, 8 € R, os

seguintes axiomas sao satisfeitos:
1. u+v e X,
2. u+v =v+ u (propriedade comutativa);
3. (u+v)+w=u+ (v+ w) (propriedade associativa);
4. Existe um elemento 0 € X tal que u + 0 = u;
5. u+(—u)=0
6. au € X,

7. (a+ p)u=au+ pfuou a(u+v) = au + av;

57



Os elementos de um espago vetorial chamam-se vetores, enquanto que os elementos de
R sao chamados de escalares. Nota-se que os axiomas 4 e 5 falam, respectivamente, da

existéncia de um vetor nulo e de um inverso aditivo.

Se existe um subconjunto Y nao-vazio de X que também satisfaz os axiomas, entdo Y
é um subespaco vetorial de X. Por exemplo, a reta (conjunto R) e o plano (conjunto R?)

sdo subespacos do R3.

Exemplo A.1. Um exemplo cldssico de espago vetorial é o espago Cla,b], ou seja, o espago
das funcoes continuas definidas num intervalo [a,b]. Por sua vez, o espago vetorial C¥[a,b],
sendo k € N, representa o espaco das fungoes continuas com derivadas de até ordem k

continuas.

A.2 Combinacao Linear

Dados uy,uo,...,u, € X e aj,ao,...,a, € R, chama-se combinacao linear um vetor

definido pela expressao:

ai1ul + agug + ... + apgy,.

Se a combinagao é tal que:
alul + ... +apuy, =0 a;, =0, 1=1,...,n,

entao diz-se que os vetores {u;}i=1, sdo linearmente independentes.
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A.3 Base

Se existe um numero inteiro positivo n tal que o conjunto de n vetores em X sao
linearmente independentes e todo conjunto de n + 1 vetores é linearmente dependente,
entdo diz-se que X tem dimensao finita (no caso, dimensao n) e denota-se por dim X = n.
Sendo assim, um conjunto linearmente independente de n vetores formam uma base de
X, ou seja, todo elemento u € X pode ser representado em uma unica forma como uma

combinacao linear da base:
n
u = E Cilg,
i=1

sendo que {u;}i=1,, sdo os vetores da base e ¢; € R sdo tinicos.

Resumindo, um conjunto de vetores é uma base de um espago vetorial se ele gera o

espaco e seus vetores sao linearmente independentes.

A.4 Norma

Seja X um espago vetorial. Uma norma em X é uma funcao [|-|| : X — R tal que,

Vu,v € X e Va € R:
o Jull = 0e full =0 u=0;
o [aul = ol [[ull;
o flutol < flull + o]

Exemplo A.2. Considerando o espago vetorial Cla,b] e a fun¢io u € Cla,b], podem-se

definir as sequintes normas:

1 lull = Jnax lu(z)|;

b

Dizemos que uma norma ||-|| é completa se toda sequéncia de Cauchy (uy)n é convergente

nela.
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A.5 Produto Interno

Chama-se produto interno uma funcao definida em um espaco vetorial X tal que, para
cada par de vetores u,v € X, tem-se um numero real, designado por (u,v), satisfazendo as

seguintes propriedades (com w € X):
1. (u,v) = (v,u) (simetria);
2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) (propriedade distributiva);
3. (au,v) = a(u,v) Ya eR;
4. (u,u) >0e (u,u) =0< u=0.

Exemplo A.3. Considerando o espaco vetorial C?[a,b] e u,v € C?[a,b], podemos definir

0s sequintes produtos internos:

A.6 Espaco de Banach

Dizemos que X é um espac¢o normado se ele é um espago vetorial munido de uma norma.

Se a norma é completa, dizemos que X é um espaco de Banach.

Exemplo A.4. O espago vetorial Cla,b] munido da norma ||u|| = max |u(x)| € um Espago

z€a,b]
de Banach.
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A.7 Base de Schauder

o
Dizemos que uma série de elementos de um espago normado E ©n € convergente se
n=1

existir o limite
n

Jm ) e =L
i=1
Uma sequéncia (p,),-; em um espaco de Banach X ¢ dita uma base de Schauder de

X se, para todo u € X, existe uma tnica sequéncia (cy) . ; de escalares tal que

[e.e]

u = Z CnPn,

n=1

com a série convergindo em norma.

Uma observacao importante é que todo espago de Banach com base de Schauder é

separdvel, ou seja, possui um subconjunto denso enumeravel.

A.8 Operador Linear

Sejam X, Y espacos vetoriais. Chama-se operador linear (ou transformacao linear) uma
correspondéncia J : X — Y que associa a cada vetor v € X um vetor J(u) = J-u=JueyY

tal que, para quaisquer u,v € X e a € R, valem as seguintes relagoes:
o J(u+v)=J(u)+ J(v);

o J(a-u)=a-J(u).

A.9 Funcional

Chama-se funcional uma transformacao linear definida em um espago vetorial que leva
cada elemento do espaco a um numero real. Em outras palavras, se X é um espago vetorial,

a transformagao J : X — R é um funcional em X.

Exemplo A.5. Seja o espago vetorial X = C[0,1]. A transformacdo J definida por

€ um funcional em X.
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A.10 Espaco Reflexivo

Seja X um espaco de Banach. O dual de X, representado por X', é o conjunto de todos
os funcionais f : X — R que sao lineares e limitados. O espaco (X')’ = X” é chamado de

espaco bidual de X.

Se a imersao canonica ¢ : X — X’ for um isomorfismo, ou seja, se X = X", entao

dizemos que X é um espago de Banach reflexivo.

A.11 Curva de Jordan

Suponha que 02 é uma curva descrita por uma fungao vetorial continua « definida num

intervalo [a,b]. Se a(a) = a(b), dizemos que a curva 9 é fechada.

Se, na mesma curva, temos que «(t;) # a(tz) para todo par de valores t; # t2 do
intervalo semi-aberto (a, b], entao dizemos que 92 é uma curva fechada simples. Se 0f) tem

um comprimento finito, entdo dizemos que 92 é retificdvel.

Por fim, dizemos que curvas fechadas simples planas sao chamadas de curvas de Jordan.

A circunferéncia e o retangulo sdo exemplos tipicos de curvas de Jordan retificaveis.

Uma vez que esses conceitos foram entendidos, enunciaremos agora o famoso Teorema

de Green:

Teorema A.1. (Teorema de Green)

Sejam 0Q uma curva de Jordan retificdvel e Q um aberto do R? com fronteira 0S). Se

P e Q sdo campos escalares de classe C1(Q), entdo

//Q <8acj - ?f;) dudy = f[; (Pdz + Qdy)

com a integral de linha efetuada no sentido anti-hordrio.
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A.12 Superficie Regular

Sejam R uma regido em R? e s : R C R? — R3 uma transformacio. Para (u,v) € R,

considere uma superficie definida pela equagao vetorial
s(u,v) = X(u,v)i + Y (u,v)j + Z(u,v)k.

Se X, Y e Z sao diferencidveis em R, considere ainda os vetores

%_an _|_87Y +a£k
ou 8u ou ou

ds 0X n 87Y o0z
81} ov Do ov I ov
85

ds
Dizemos que o produto vetorial — é chamado produto vetorial fundamental da

ou 01}

—k.

representacao s.

ds 0s . 0s Os N
Se (up,vg) é um ponto de R no qual — e — s@o continuas e — X — # 0, entdo o
ou Ov ou  Ov

ponto imagem s(ugp, vg) chama-se ponto regular de s.

Dizemos que uma superficie é regular se todos os seus pontos o forem. Se uma superficie

tem um numero finito de pontos que nao sao regulares, dizemos que ela é reqular por partes.

A.13 Superficie Orientada

Seja s : R € R? — R? uma representacio paramétrica de uma superficie regular S.
Uma orientagdo para S é um par (S,7n), com n um vetor normal unitério a S, que varia
continuamente sobre a superficie sem mudar o sentido. Uma vez que a superficie tem uma

orientacao, dizemos que S é uma superficie regular orientada.

A partir dos conceitos de superficie, o Teorema da Divergéncia sera apresentado a seguir:

Teorema A.2. (Teorema da Divergéncia)

Seja Q C R? um sélido limitado por uma superficie O reqular por partes e orientada

pela normal exterior n. Se F : Q C R? = R3 € um campo vetorial de classe C', entao:

///dideQ = //BQF-ndOQ

& 0
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Apeéendice B
Introducao ao aplicativo MAXIMA

Para efetuar os céalculos deste trabalho, utilizou-se o aplicativo MAXIMA, o qual é
um software de manipulacao de expressoes simbdlicas e numéricas. Vale ressaltar que o
MAXIMA é um software livre, de acesso gratuito na Internet e compativel com o LINUX,

MAC e Windows. Este aplicativo esta disponivel no seguinte link:

http://maxima.sourceforge.net

Nesta secao serdo abordados os comandos do MAXIMA necessarios para este trabalho.

Para mais detalhes, consulte [15].

B.1 Funcoes

No MAXIMA, as funcgoes sao definidas do seguinte modo:

f(x):= expressao em x

g(x,y):= expressao em x e y

Exemplo B.1. Defina no MAXIMA:

a) as fungoes f(x) = 23 — 822 + 162 e g(x,y) = senx + logy;

b) as constantes ¢ =3 e n = 100.
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&L Solucdo do Exemplo [B.]]

Solucao a)

(hi1l) £(x):=x"3-8%x"2+16%x; g(x,y):=sin(x)+log(y);
(%01) f(z):= 25— 822 + 162
(%02) g (x,y) :=sin(z) + log(y)
Solugao b)
(%i3) c¢:3; n:100;
(%03) 3
(%o4) 100

Exemplo B.2. A partir do exemplo 1.1, calcule f(n) e g(c,n)

&L Solugdo do Exemplo B.2]

(%i5) f(@); glc,n);

(%05) 921600
(%06) log(100) + sin(3)

B.2 Sistema de Equacoes

O MAXIMA resolve um sistema de equagoes a partir dos seguintes comandos:

solve(eq, x)

solve([eql, ..., eqn], [x1, ..., xn])

Exemplo B.3. Encontre as raizes da equacdo x> — 8% + 16z = 0.
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&L Solucdo do Exemplo [B.3

(%i1) solve(x~3-8*x"2+16*x, X);

(%01) [x=4,2=0]

Exemplo B.4. Resolva o seguinte sistema linear:

r+y+z=3
20 4+y—952=9
3r —4y+2=0

&L Solugdo do Exemplo [B.4]

(%i1) solve([x+y+z-3,2*x+y-5*z-9,3*x-4xy+z] , [x,y,2]);

102 69 30
(ko) [lz= "oy = -5 = — 2]

B.3 Somatorios

O MAXIMA trabalha com somatérios a partir do comando:

sum(expr, i, a, b)

Exemplo B.5.

5
Z (1 —x)
i=1
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&L Solucdo do Exemplo [B.5]

(%i1) sum(x~i*(1-x),i,1,5);

(%0l) (1—z)2®+ A —2)zt+ (1 -2)2® + (1 —2)2*+ (1 —2)x

Exemplo B.6.
3
Z sen (ix)
i=1
&L Solucdo do Exemplo [B.6

(%i1) sum(sin(i*x),i,1,3);

(%01) sin(3z) + sin(2x) + sin(x)

B.4 Derivadas

As operacoes de derivagao sao efetuadas pelos seguintes comandos:

diff(f(x), x, n)
diff(f(x,y), x, n, y, m)

Exemplo B.7. Calcule a derivada de f(x) = sin(x) + z3.

8L Solucdo do Exemplo [B.7|

(%i1) f£(x):=sin(x)+x"3;

(%ol)  f(x) = sin(x) + 2*

(%i2) diff(f(x),x);

(%02) cos(z) + 3z2
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Exemplo B.8. Seja f(x,y) = cos(zy) + 6xy + sen (y?). Calcule:

O f(z,y)
oy’

0% f(z,y)
oydx

a)

b)

8L Solugdo do Exemplo [B.§|
Solucao a)

(%i1)  £(x,y):=cos(xxy)+6xx*y+sin(y~2);

(%01)  f(z,y) := cos(zy) + 6xy + sin(y?)

(hi2) diff(£(x,y),y,2);

(%02)  — 4y”sen (y?) + 2cos(y?) — 2? cos(zy)

Solugao b)

(%13) diff(f(x,y),x,1,y,1);

(%03) —sin(zy) — xy cos(zy) + 6

B.5 Integrais

No MAXIMA, as operacoes de integracao sao dadas por:

integrate(f(x), x)
integrate(f(x), x, a, b)

Exemplo B.9. Calcule

/ sin?(x)dx
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&L Solucdo do Exemplo [B.9]

(%i1) f(x):=sin(x)"2;

(%01)  f(z) := sin(x)?

(%12) integrate(f(x),x);

22 — sin(2x)

(%02) 1

Exemplo B.10. Calcule

/14 22(1 — 2)dz

8L Solucdo do Exemplo [B.10]
(%1i1) £(x):=x"2*%(1-x);
(%01)  f(z) :=2*(1 — )
(%12) integrate(f(x),x);
171

(%02) — e

B.6 Graficos

O MAXIMA trabalha com graficos a partir dos comandos:

plOth(f(X)> [.CU, €, 372]7 [y> Y1, y2]> (opgées))
plOtSd(f(X)) [9:7 €, :1:2]’ [?/7 Y1, y2]7 [Z, Z1, 22}7 (opg()es))

Exemplo B.11. Plote o grdfico da fungdo f(x) = sen(z)cos(z) no intervalo [—m, 7).
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&L Solucdo do Exemplo [B.1T]

(%i1) wxplot2d(sin(x)*cos(x), [x,-\%pi,\%pil);

(%o01)

0.6 7 T T ! T T T

cos(x)*sin(x)

0.6 L L L i L L L

B.7 Comando do

A declaracao do é usada para executar iteracao. Neste trabalho, o comando foi usado
para criar um sistema de equacoes. Quando solicitado, o MAXIMA retorna as equacoes

que foram geradas.

&

(%i1) for i:1 thru 3 do

equacao[i] :x"i+sin(i*x);

(%o1) done
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(%12)
(%02)
(%13)
(%03)
(%i4)

(%04)

equacao[1]
sin(z) + x

equacao [2]

sin(2z) + 2

equacao [3]

sin(3z) + 2°

I

b

b

B.8 Comando ev

O comando ev do MAXIMA avalia a expressdo expr no ambiente especificado pelos

argumentos arg 1,arg 2,...,argn e retorna o resultado da avaliacao com outra expressao.

Neste trabalho, este comando foi usado para derivar e integrar expressoes.

Nem sempre deseja-se que o MAXIMA derive ou integre imediatamente, entdo coloca-

se o apostrofe (’) antes de diff ou integrate. Sendo assim, na hora desejada, utiliza-se o

comando ev para efetuar a operacao que estd bloqueada.

&
(%i1)
(%o01)

(hi2)
(%02)

’integrate

L g
0 de
ev(%,diff,

sin(1) +1

dz?

(=’diff(cos(x),x,2)+’diff(x"2,x),x,0,1);
d2

cos(z) dx

integrate);

Vale ressaltar que, toda vez que utiliza-se %, o MAXIMA entende como a tltima ex-

pressao obtida.
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B.9 Comando flatten

O comando flatten(expr) recebe argumentos de subexpressoes e constréi uma expressao
a partir desses argumentos coletados. Aplicado a uma lista, flatten desfaz todas as listas

interiores para que seus elementos passem a fazer parte da exterior:

&L

(%i1) flatten ([a, b, [c, [d, e], f1, [[g, k1], i, j1);

(%01) [a’b7c7d7e7 f7g7h7i7j:|

B.10 Comando makelist

O comando makelist constrdi e retorna uma lista.

&L

(%i1) makelist(x"i*(1-x),i,1,4);
(%ol) [(1—2),(1—) a2 (1-2) o, (1 - 2) o

Neste trabalho, o comando makelist, junto com o comando flatten, foi usado para criar

uma lista com as constantes de um sistema linear gerado pelo comando do.
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