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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência de soluções radiais positivas para

problemas eĺıpticos semi-lineares em IRN . Esses resultados são devidos a H.

Berestycky e Lions [9]. Além disso, em alguns problemas, obtemos a existência de

soluções do tipo ground state. Para a obtenção de solução nesse domı́nio, usamos

o método variacional.

Palavras-chave: Equações eĺıpticas semi-lineares, minimização, soluções

ground state.
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Abstract

In this paper, we study the existence of positive radial solutions for semilinear

elliptic problems in RN , this result follows from H. Berestycky and Lions [9]. We

also determine the existence of ground state type solutions in some problems. To

obtain solution in this domain, we use the variational method.

Keywords: Semilinear elliptic equations, minimization, ground state

solutions.
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Introdução

Um dos primeiros matemáticos a relacionar uma equação diferencial a um

problema de minimização foi Euler no século XVIII, que, após estudar de forma

sistemática problemas que exigiam a minimização de uma grandeza associada

a uma famı́lia de curvas, observou que a curva minimizante deveria satisfazer,

em cada caso, a uma equação diferencial. Estudando os trabalhos de Euler,

Lagrange inventou um método anaĺıtico que chegava ao mesmo resultado, o

qual foi chamado de método das variações e a equação diferencial associada ao

problema de minimização passou a ser chamada de equação de Euler-Lagrange.

Desta maneira, a solução do problema passa a ser o estudo de pontos cŕıticos

de tais equações. Se tivermos a garantia de que essas equações admitem ponto

cŕıtico, esse ponto conduzirá a solução da EDP original.

Esta dissertação é um estudo do artigo [9] de Berestycki e Lions, que foi

publicado em 1983. Neste artigo os autores mostram a existência de soluções não

triviais, para algumas equações eĺıpticas semi-lineares da forma

−∆u = g(u) em IRN , (1)

com N ≥ 3 e g : IR→ IR é uma função continua e ı́mpar, que satisfaz algumas

condições. Este tipo de equação aparece, por exemplo, quando procura-se “ondas

solitárias ”(estados estacionários) em equações não lineares do tipo Klein-Gordon

ou Schrodinger, respectivamente. Precisamente, considere a seguinte equação não
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linear de Klein-Gordon

Φtt −∆Φ+ a2Φ = f(Φ), (2)

com Φ = Φ(t, x) uma função complexa definida em t ∈ IR, x ∈ IRN e a é uma

constante real. Suponha que

f(%eiθ) = f(%)eiθ, ∀%, θ ∈ IR. (3)

Portanto, pode-se assumir que f : IR→ IR é uma função real cont́ınua e ı́mpar.

A equação (2) corresponde à densidade lagrangiana

LΦ =
1

2
|Φt|2 +

1

2
|∆Φ|2 +

a2

2
|Φ|2 − F (|Φ|),

com

F (%) =

∫ %

0

f(s) ds, % ∈ IR.

Então, procurando uma onda solitária em (2) do tipo “onda estacionária”, isto

é, Φ da forma

Φ(t, x) = eiwtu(x),

com w ∈ IR e u : IR→ IR, tem-se

Φtt −∆Φ+ a2Φ = f(Φ) ⇔ −w2eiwtu− eiwt∆u+ a2eiwtu = eiwtf(u)

⇔ −∆u+ (a2 − w2)u = f(u)

fazendo m = a2 − w2, obtem-se

−∆u+mu = f(u) em IRN . (4)

Note que u ≡ 0 é sempre uma solução trivial de (4), no entanto, Berestycki e

Lions estavam interessados nas soluções não tŕıvias, isto é, u 6≡ 0.

Em termos de u, o funcional energia S(u) associado ao problema (4) é dado

por

S(u) =

∫
IRN
LΦ dx =

1

2

∫
IRN
|∇u|2 dx+

m

2

∫
IRN

u2 dx−
∫

IRN
F (u) dx. (5)
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Os estados estacionários das equações não lineares de Schrodinger levam a

problemas semelhantes. De fato, considere a equação

iΦt −∆Φ = f(Φ), (6)

com Φ : IR×IRN → C e f satisfaz a propriedade de simetria (3). Então, procurando

por ondas estacionarias, isto é,

Φ(t, x) = e−imtu(x),

tem-se

iΦt −∆Φ = f(Φ)⇔ i(−ime−imtu)− e−imt∆u = e−imtf(u)

logo, obtém-se a equação (4). Fazendo em (4), g(u) = f(u) − mu, tem-se o

problema eĺıptico semi-linear (1).

No Capitulo 1, dessa dissertação, estudamos o problema (1) da seguinte

maneira:  −∆u = g(u) em IRN ,

u ∈ H1(IRN), u 6≡ 0,
(P)

com g : IR→ IR satisfazendo:

(g1) −∞ < lim
s→0+

g(s)

s
≤ lim

s→0+

g(s)

s
= −m < 0;

(g2) −∞ ≤ lim
s→+∞

g(s)

sl
≤ 0, com l =

N + 2

N − 2
;

(g3) Existe ζ > 0 tal que G(ζ) =

∫ ζ

0

g(s) ds > 0.

Os principais propósitos, nesse capitulo, são estabelecer a existência de solução

ground state para o problema (P). Uma solução w de (P) é, por definição, ground

state se S(w) = u, com

u = inf{S(u);u é solução fraca de (P)} (7)
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Denota-se por S : H1(IRN) → IR o funcional energia associado a (P), definido

por

S(u) =
1

2

∫
IRN
|∇u|2 dx−

∫
IRN

G(u) dx (8)

com G(z) =

∫ z

0

g(s) ds. Além disso, defini-se uma solução fraca de (P) como

sendo uma função u ∈ H1(IRN) que satisfaz∫
IRN
∇u∇v dx =

∫
IRN

g(u)v dx, ∀v ∈ H1(IRN).

Problemas do tipo (P) surgem em vários contextos da f́ısica (aproximação

clássica em mecânica estat́ıstica, falso vácuo na cosmologia, óptica não linear,

propagação de laser e etc). Elas são chamadas de equações de campo escalares

euclidianas não-lineares (veja [5],[22], [30], [31]). Em um contexto totalmente

diferente, uma solução de (P) também pode ser interpretada como uma solução

não trivial estacionaria para a equação do calor

∂ψ

∂t
−∆ψ = g(ψ), (9)

com ψ = ψ(t, x), t ≥ 0 e x ∈ IRN . Tais problemas surgem na biologia,

especialmente na teoria da dinâmica populacional (Ver [6], [27], [28], e [51]).

Além disso, o problema unidimensional (N = 1) para (P) foi estudado por [24]

e [48], enquanto que em dimensões superiores, os resultados de existência foram

obtidos por [41], [46] e [50]. O primeiro estudo geral deste tipo de equações é

devido a [55]. Um resultado geral para a existência de soluções groud state é

dado por [29].

No caṕıtulo 2, estudamos o problema (1) da forma −∆u = g(u) em IRN ,

u ∈ D1,2(IRN), u 6≡ 0,
(K)

e com g : IR+ → IR satisfazendo as seguintes hipóteses:

(G1) g(0) = 0 e lim
s→0+

g(s)

sl
≤ 0, com l =

N + 2

N − 2
;
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(G2) Existe ζ > 0 tal que G(ζ) > 0;

(G3) Seja ζ0 = inf{ζ > 0;G(ζ) > 0}. Se g(s) > 0,∀s > ζ0, então lim
s→+∞

g(s)

sl
= 0.

Neste caṕıtulo, mostramos existência de uma solução clássica positiva,

radialmente simétrica e decrescente em relação ao raio para o problema em

questão. É importante ressaltar que, o problema (K) surgiu na tentativa de

estudarmos o caso conhecido na literatura por massa zero, isto é, g′(0) = 0. Esta

situação surge em certos problemas relacionados com as equações Yang-Mills

(veja [31] e [32]). No Capitulo 1, verifica-se que a condição g′(0) < 0 é quase

“necessária”no sentido de que se g′(0) > 0, então (P) não tem solução radialmente

simétrica. No entanto, g′(0) > 0 não é exatamente a negação de g′(0) < 0. Logo

o único caso restante, essencialmente, é o caso limite com g′(0) = 0 (este caso

também é estudado em [10]).

Há também importantes e conhecidos trabalhos sobre problemas eĺıpticos

semi-lineares em domı́nios limitados de IRN . Referimos os artigos [2], [4], [15],

[42] e [45] para a existência de soluções positivas e [3], [4], [17], [18], [19], [20],

[35] e [45] para a existência de um número infinito de soluções distintas.

Para uma melhor abordagem desses problemas em domı́nios limitados,

recomendamos os livros [39], [49] e [52].

É evidente a falta de compacidade em problemas eĺıpticos cuja condição

de fronteira é um domı́nio não limitado. Portanto, uma primeira aproximação

natural em relação ao problema (P) seria usar os trabalhos acima (em domı́nios

limitados) e aproximar uma solução do mesmo por uma solução de um problema

análogo na bola BR = {x ∈ IRN , |x| < |R}, ou seja, primeiro solucionamos o

problema  −∆uR = g(uR) em BR,

uR

∣∣∣
∂BR

= 0

e depois fazemos R→ +∞. No entanto, um dos obstáculos para essa abordagem
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é a ausência (a priori) de uniformidade nos limites (isto é, em relação a R) no

trabalho acima. Este método é, contudo, desenvolvido em [8], embora exija

alguma restrição de natureza técnica sobre o termo não-linear g.

Ressaltamos que tanto o artigo base desta dissertação [9] como em [11]

contornaram a falta de compacidade usando um resultado devido a Strauss [47]

para funções radialmente simétricas.

Tanto no caṕıtulo 1 como no caṕıtulo 2, usamos métodos variacionas com a

restrição apropriada para obtermos compacidade.

Este trabalho contém dois caṕıtulos e cinco apêndices, os quais estão

estruturados da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, seguindo [9], estudamos existência de solução clássica para o

problema (P) que é ground state, positiva, radialmente simétrica, decrescente em

relação ao raio e com decaimento exponencial, via método variacional.

No Caṕıtulo 2, baseado também em [9], investigamos solução para o problema

(K) via método variacional.

No Apêndice A, apresentamos os resultados de compacidade devido a Strauss

[47].

No Apêndice B, apresentamos alguns lemas radiais úteis sobre o decaimento

uniforme no infinito de certas funções radiais.

No Apêndice C, apresentamos propriedades básicas da simetrização de

Schwarz.

No Apêndice D, apresentamos alguns funcionais de classe C1 em H1(IRN).

No Apêndice E, apresentamos alguns resultados gerais que foram utilizados

nesta dissertação e que são importantes para a compreensão da mesma.
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Notações

• �: fim da demonstração.

• q.t.p: quase todo ponto.

• ∆u =
∑N

i=1
∂2u
∂x2i

: operador Laplaciano aplicado a função u.

• ∇u =
(
∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn

)
: gradiente de u.

• BR: bola aberta de centro em 0 e raio R.

• |BR|: medida de lebesgue da bola BR.

• Quando não houver confusão sobre as variáveis, colocaremos somente u ao

invés de u(x).

• a+ = max {a, 0} e a− = max {−a, 0}
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Caṕıtulo 1

Existência de solução ground

state

Neste caṕıtulo, mostrou-se a existência de uma solução clássica para o

problema (P) que é positiva, radialmente simétrica, decrescente em relação ao

raio e com decaimento exponencial juntamente com suas derivadas a menos de

ordem 2.

1.1 Apresentação do problema

Neste caṕıtulo, verifica-se a existência de solução ground state para o seguinte

problema eĺıptico semi-linear em IRN : −∆u = g(u) em IRN ,

u ∈ H1(IRN), u 6≡ 0,
(P)

com N ≥ 3 e g : IR→ IR denotando uma função continua e ı́mpar com g(0) = 0,

que satisfaz as seguintes condições:

(g1) −∞ < lim
s→0+

g(s)

s
≤ lim

s→0+

g(s)

s
= −m < 0;

11



(g2) −∞ ≤ lim
s→0+

g(s)

sl
≤ 0, com l =

N + 2

N − 2
;

(g3) Existe ζ > 0 tal que G(ζ) =

∫ ζ

0

g(s) ds > 0.

Lembrando que uma solução w de (P) é, por definição, ground state se

S(w) = u,

com

u = inf{S(u);u é solução de (P)}, (7)

onde S : H1(IRN)→ IR é o funcional energia associado a (P), definido por

S(u) =
1

2

∫
IRN
|∇u|2 dx−

∫
IRN

G(u) dx

com G(z) =

∫ z

0

g(s) ds. Além disso, uma solução fraca de (P) é uma função

u ∈ H1(IRN) que satisfaz∫
IRN
∇u∇v dx =

∫
IRN

g(u)v dx, ∀v ∈ H1(IRN).

O principal resultado deste caṕıtulo é o teorema seguinte que consiste na

existência de solução ground state para o problema (P).

Teorema 1.1 Suponha N ≥ 3 e que g satisfaz (g1)-(g3). Então (P) possui

uma solução u tal que:

(i) u > 0 em IRN ;

(ii) u é radialmente simétrica: u(x) = u(r), onde r = |x| e u decresce com

respeito a r;

(iii) u ∈ C2(IRN);

12



(iv) u junto com suas derivadas a menos de ordem 2 tem decaimento exponencial

no infinito

|Dαu(x)| ≤ Ce−δ|x|, x ∈ IRN ,

para algum C, δ > 0 e para |α| ≤ 2.

Vejamos alguns exemplos t́ıpicos de problemas que satisfazem as hipóteses do

Teorema (1.1).

Exemplo 1. Considere o problema −∆u+mu = λ|u|p−1u em IRN ,

u ∈ H1(IRN), u 6≡ 0,
(P1)

com λ e m constantes positivas e p > 1.

Esse problema foi estudado por S. Pohozaev [43]. Ele mostrou que (P1)

possui uma solução se, e somente se, 1 < p < N+2
N−2

= l e não possui solução se

p ≥ N+2
N−2

= l. De fato, neste exemplo a função g : IR→ IR é dada por

g(u) = λ|u|p−1u−mu,

como 1 < p < l, observe que

−∞ < lim
s→0+

g(s)

s
= lim

s→0+
(λsp−1 −m) = −m < 0, (1.1)

temos também que

−∞ ≤ lim
s→+∞

g(s)

sl
= lim

s→+∞

(
λ|s|p−1s−ms

sl

)
= lim

s→+∞

(
λ

sl−p
− m

sl−1

)
= 0 (1.2)

e por fim, basta tomar um ζ > 0 tal que

G(ζ) =

∫ ζ

0

g(s) ds =

∫ ζ

0

(λsp −ms) ds = ζ2

(
λζp−1

p+ 1
− m

2

)
> 0. (1.3)

Portanto, (1.1)-(1.3) satisfazem respectivamente (g1)-(g3). Diante disto, aplica-

se o Teorema (1.1) para obter uma solução de (P1). Por outro lado, se
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p ≥ N + 2

N − 2
= l o resultado de não existência de solução para este caso é justificada

pela identidade de Pohozaev, que será apresentada na seção (1.2) deste caṕıtulo.

O método de Pohozaev consiste em maximizar o funcional I : H1(IRN) −→ IR

dado por

I(u) =
λ

p+ 1

∫
IRN
|u|p+1 dx

sobre o conjunto{
u ∈ H1(IRN) :

1

2

∫
IRN
|∇u|2dx+

m

2

∫
IRN

u2dx = 1

}
.

Tomando o funcional J : H1(IRN) −→ IR definido por

J(u) =
1

2

∫
IRN
|∇u|2dx+

m

2

∫
IRN

u2dx.

Como os funcionais I e J possuem derivada de Gateaux continua em H1(IRN),

a proposição (D.1) (ver apêndice D, página 66) nos garante que os mesmos são

de classe C1. Segue do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja apêndice

E, página 75), que  J(u) = 1

J ′(u) = θI ′(u).

Sendo

I ′(u)φ = λ

∫
IRN
|u|p−1uφ dx e J ′(u)φ =

∫
IRN
∇u∇φ dx+m

∫
IRN

uφ dx.

segue que

J ′(u)φ = θI ′(u)φ ⇒
∫

IRN
∇u∇φ dx+m

∫
IRN

uφ dx = θλ

∫
IRN
|u|p−1uφ dx

⇒
∫

IRN
∇u∇φ dx = θλ

∫
IRN
|u|p−1uφ dx−m

∫
IRN

uφ dx

⇒ −
∫

IRN
∆uφ dx = θλ

∫
IRN
|u|p−1uφ dx−m

∫
IRN

uφ dx

14



⇒ −∆u+mu = θλup, u > 0.

Portanto, esta restrição faz com que apareça um multiplicador de Lagrange θ

e através do qual obtém-se uma solução positiva de

−∆u+mu = θλup.

Fazendo u = σu com σ = θ
1
p−1 > 0, tem-se

−∆u+mu =
θ

σp−1
λup = λup.

Assim, necessariamente tem-se θ > 0. Vale ressaltar que o problema (P1)

também foi estudada por [12], [13] e [21] os quais demostraram que tal problema

possui infinitas soluções distintas.

Exemplo 2. Considere o seguinte problema −∆u+mu = λ|u|p−1u− µ|u|q−1u em IRN ,

u ∈ H1(IRN), u 6≡ 0.
(P2)

com λ, µ,m constantes positivas, p 6= q e 1 < p, q.

Neste exemplo, a função g : IR→ IR é dada por

g(u) = λ|u|p−1u− µ|u|q−1u−mu.

De maneira análoga ao exemplo 1, vamos verificar se a função g satisfaz as

hipóteses do Teorema (1.1). Observe que tanto para o caso 1 < p < q < l,

como para o caso 1 < q < p < l, as condições (g1) e (g2) são válidas. De fato,

tem-se

−∞ < lim
s→0+

g(s)

s
= lim

s→0+
(λsp−1 − µsq−1 −m) = −m < 0, (1.4)

e

−∞ ≤ lim
s→+∞

g(s)

sl
= lim

s→+∞

(
λ

sl−p
− µ

sl−q
− m

sl−1

)
= 0. (1.5)
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Portanto, em ambos os casos, (1.4) e (1.5) satisfazem respectivamente (g1) e

(g2). Enquanto a condição (g3) será satisfeita, em ambos os casos, se existir um

ζ > 0 tal que

G(ζ) =

∫ ζ

0

g(s) ds

=

∫ ζ

0

(λ|s|p−1s− µ|s|q−1s−ms) ds

=
λ

p+ 1
ζp+1 − µ

q + 1
ζq+1 − m

2
ζ2 > 0.

Caso contrario, se G(ζ) ≤ 0 para todo ζ > 0, pela Identidade de Pohozaev,

veremos que (P2) não possui solução (veja item (a) página 19). Dessa forma,

a condição (g3) é necessária e suficiente. Em [47] mostrasse a existência de um

número infinito de soluções não triviais para (P2), se 1 < q < p < l. E por

fim, o caso q ≤ N+2
N−2

≤ p será tratado na próxima seção, onde verifica-se a não

existência de soluções não triviais para (P2), novamente por meio da identidade

de Pohozaev (veja item (d) página 21).

1.2 Condições Necessárias

Esta seção está organizada da seguinte forma: na primeira subseção

apresentamos a Identidade de Pohozaev e mostramos que toda solução de (P)

satisfaz esta identidade; na subseção (1.2.2) mostramos algumas consequências

da identidade de Pohozaev e também, que as condições (g1)-(g3) são

“quase”necessárias para a existência de uma solução do problema (P).

1.2.1 Identidade de Pohozaev

Várias condições necessárias para a existência de uma solução do problema

(P) podem ser obtidas a partir de uma identidade que parece ser devido a [43].
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Tal identidade é de fundamental importância para mostrar que, entre outras

coisas, soluções de (P) dadas pelo Teorema (1.2) que veremos na próxima seção

é de ground state.

Se u é solução fraca do problema (P), então u juntamente com suas derivadas,

suficientemente pequenas no infinito, satisfazem necessariamente

N − 2

2

∫
IRN
|∇u|2 dx = N

∫
IRN

G(u) dx (1.6)

onde G sempre denotará a função

G(z) =

∫ z

0

g(s) ds.

Daremos um argumento informal explicando (1.6). Inicialmente, defina dois

funcionais

T (u) =

∫
IRN
|∇u|2 dx, V (u) =

∫
IRN

G(u) dx

(Por analogia, 1
2
T (u) e V (u) correspondem a energia cinética e energia potencial,

respectivamente. Assim, S(u) = 1
2
T (u)− V (u)).

Considere a seguinte mudança de variável em IRN : para σ > 0 defina

uσ(x) = u(x
σ
). Obtemos que

T (uσ) =
1

σ2

∫
IRN

∣∣∣∇u(x
σ

)∣∣∣2 dx =
1

σ2

∫
IRN
|∇u|2σN dx = σN−2 T (u)

e

V (uσ) =

∫
IRN

G(uσ) dx =

∫
IRN

G
(
u
(x
σ

))
dx =

∫
IRN

G(u)σN dx = σNV (u).

Assim,

S(uσ) =
1

2
T (uσ)− V (uσ) =

σN−2

2
T (u)− σN V (u).

Agora, se u é solução de (P), pelo menos informalmente podemos interpreta-la

como um ponto cŕıtico do funcional S. Portanto,

d

dσ
S(uσ)

∣∣∣∣
σ=1

= 0⇐⇒ N − 2

2

∫
IRN
|∇u|2 dx−N

∫
IRN

G(u) dx = 0

17



que é precisamente (1.6).

O argumento dado acima não é rigoroso, pois precisamos saber se no espaço

que o funcional energia S está definido nos garante que S ∈ C1. Além disso,

precisamos mostrar que

d

dσ
uσ(x)

∣∣∣∣
σ=1

= −∇u(x).x

está bem definida.

Agora, provaremos que qualquer solução de (P) satisfaz a identidade de

Pohozaev. Isso será obtido como um corolário da proposição seguinte.

Proposição 1.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha g : IR→ IR uma função

cont́ınua tal que g(0) = 0, G(t) =

∫ t

0

g(s) ds e u satisfaz

−∆u = g(u) em D′(IRN),

onde D′(IRN) é o espaço das distribuições sobre IRN . Assuma, além disso, que

u ∈ L∞loc(IRN), ∇u ∈ L2(IRN), G(u) ∈ L1(IRN).

Então u satisfaz ∫
IRN
|∇u|2 dx =

2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx (1.6)

Demonstração: Ver apêndice E, página 70.
�

Corolário 1.1 Suponhamos que g satisfaz (g1) e (g2). Então qualquer solução

de (P) satisfaz a identidade de Pohozaev.

Demonstração: O resultado segue imediatamente a partir da proposição (E.1),

pois se u ∈ H1(IRN) resolve (P), então pelo argumento utilizado na seção (1.4.1)

(página 41) u ∈ L∞loc(IR
N), enquanto o Teorema (D.2) na apêndice nos garante

que G(u) ∈ L1(IRN).
�
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1.2.2 Algumas consequências da identidade de Pohozaev

e algumas condições necessárias.

Mostramos agora que as condições (g1)-(g3) são “quase” necessárias para a

existência de uma solução do problema (P).

(a) Suponha que a hipótese (g3) seja falsa, então G(s) ≤ 0, para todo s > 0.

Tomando u uma solução positiva de (P) tal que g satisfaz (g1) e (g2), pelo

Corolário (1.1), temos que∫
IRN

G(u) dx =
N − 2

2N

∫
IRN
|∇u|2 dx > 0,

uma contradição. Assim, hipótese (g3) é uma condição necessária.

(b) Para justificar a hipótese (g2), consideramos um caso de potência pura, o

problema (P1) (Exemplo 1). Observe, que neste exemplo,

g(u) = λ|u|p−1u−mu

com λ,m > 0. Se u satisfaz (P1), então multiplicando (P1) por u e em

seguida, integrando em IRN , tem-se

−
∫

IRN
u∆u dx =

∫
IRN

g(u)u dx

mas

−
∫

IRN
u∆u dx =

∫
IRN
∇u∇u dx−

∫
∂IRN

u
∂u

∂η
dx =

∫
IRN
|∇u|2 dx,

lembrando que ∂IRN = ∅. Assim,∫
IRN
|∇u|2 dx =

∫
IRN

g(u)u dx,

como g satisfaz as condições (g1) e (g2), pelo Corolário (1.1) temos que u

satisfaz a identidade de Pohozaev, logo∫
IRN

g(u)u dx =

∫
IRN
|∇u|2 dx =

2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx
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dáı, ∫
IRN

(λ|u|p−1u−mu)u dx =
2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx

observe que

G(u) =

∫ u

0

g(s) ds =

∫ u

0

λ|s|p−1s−ms ds

=

(
λsp+1

p+ 1
− ms2

2

)∣∣∣∣u
0

=
λup+1

p+ 1
− mu2

2

logo, ∫
RN

(λ|u|p−1 −mu)u dx =
2N

N − 2

[∫
RN

(
λup+1

p+ 1
− mu2

2

)
dx

]
,

ou seja,

λ

(
1

p+ 1
− N − 2

2N

)∫
RN
|u|p+1 dx =

m

N

∫
RN
u2 dx > 0.

Como λ e m são constantes positivas, tem-se

1

p+ 1
− N − 2

2N
> 0⇐⇒ p <

N + 2

N − 2
= l.

Portanto (P1) não possui solução quando p ≥ l. Também, sabemos da

literatura [43], [13] e [47] que quando p < l, (P1) admite infinitas soluções

radiais. Portanto, (g2) (hipótese de crescimento sub cŕıtico) é necessária.

(c) Por fim, afirmamos que (g1) é “quase”necessária no sentido que, se g′(0) >

0, então (P) não possui solução radial. De fato, se u ∈ H1(IRN) é

radialmente simétrica, então por um resultado de [36] existe uma constante

C(= C(N)) > 0 tal que

|u(x)| ≤ C|x|−
N−1

2 ‖u‖H1(IRN ),
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e, na verdade, |u(x)| = o(|x|−N−1
2 ) no momento em que |x| → +∞. Sejam

m = g′(0) e q(r) = m − g(u(r))/u(r). Então, considere o caso N = 3 e

assumindo g ∈ C2 numa vizinhança de 0, tem-se q(r) = o(r−1) quando

r → +∞. Com efeito,

g(s) = g(0) + g′(0)s+ g′′(0)
s2

2
= ms+ g′′(0)

s2

2
·

Dáı,

g(u(r)) = m(u(r)) + g′′(0)
(u(r))2

2
·

implicando em

q(r) = m− g(u(r))

u(r)
= −g′′(0)

u(r)

2
·

resultando em
q(r)

r
= −g′′(0)

u(r)

2
·

Enquanto u satisfaz a equação linear

−∆u+ q(r)u = mu em IR3.

No entanto, isto é imposśıvel, pois contradiz o resultado de [36] o qual

mostra que o operador linear de Schrodinger −∆ + q(r) não possui

autovalores positivos associados à auto-funções em L2(IR3) sob a condição

de que q(r) = o(r−1). Portanto, a hipótese (g1) é “quase”necessária no

sentido de que para algumas dimensões especificas o resultado não é valido

para a obtenção de soluções radiais.

Observe, no entanto, que g′(0) > 0 não é exatamente a negação de

(g1). O único caso restante, essencialmente, é o caso “massa zero”, com

g′(0) = 0. Então a questão de existência torna-se muito mais complexa e

muitos fenômenos diferentes podem ocorrer, dependendo da estrutura de g.

Estudaremos este caso na Caṕıtulo 2.

(d) Como foi dito no exemplo 2 na seção (1.1), iremos utilizar a identidade de

Pohozaev para mostrar que o problema (P2) não admite solução não trivial
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quando q ≤ N + 2

N − 2
≤ p. Relembrando que neste exemplo a função g é dada

por

g(u) = λ|u|p−1u− µ|u|q−1u−mu,

com λ, µ,m são constantes positivas, p 6= q e 1 < p, q. Se u satisfaz (P2),

prosseguindo da mesma maneira que foi visto no tópico (b), obtemos∫
IRN

g(u)u dx =
2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx

implicando que,∫
IRN

(λ|u|p−1u− µ|u|q−1u−mu)u dx =
2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx

contudo, observe que

G(u) =

∫ u

0

g(s) ds =

∫ u

0

(λ|s|p−1s− µ|s|q−1s−ms) ds

=
λ

p+ 1
up+1 − µ

q + 1
uq+1 − m

2
u2

logo, ∫
RN

(λ|u|p−1u− µ|u|q−1u−mu)u dx

equivale a

2N

N − 2

[∫
RN

(
λ

p+ 1
up+1 − µ

q + 1
uq+1 − m

2
u2

)
dx

]
,

ou seja,∫
IRN

[
λ

(
1

p+ 1
− N − 2

2N

)
|u|p+1 + µ

(
N − 2

2N
− 1

q + 1

)
|u|q+1

]
dx = A.

com

A =
m

N

∫
IRN

u2 dx > 0.

Como λ, µ e m são constantes positivas, tem-se

1

p+ 1
− N − 2

2N
> 0⇐⇒ p <

N + 2

N − 2
= l.
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e
N − 2

2N
− 1

q + 1
> 0⇐⇒ q >

N + 2

N − 2
= l.

Portanto, se q ≤ N + 2

N − 2
≤ p conclui-se que a equação (P2) não admite

solução não trivial.

(e) Uma outra consequência da identidade de Pohozaev é o seguinte corolário:

Corolário 1.2 Se u é uma solução qualquer de (P), então

S(u) =
1

N
T (u) > 0.

Demonstração: Tem-se

S(u) =
1

2
T (u)− V (u),

com

T (u) =

∫
IRN
|∇u|2 dx e V (u) =

∫
IRN

G(u)dx,

pela identidade de Pohozaev, segue que

V (u) =

∫
IRN

G(u) dx =
N − 2

2N

∫
IRN
|∇u|2 dx =

N − 2

2N
T (u),

dáı

S(u) =
1

2
T (u)− N − 2

2N
T (u) =

1

N
T (u) > 0.

�

1.3 O método de minimização restrita

Nesta seção, demonstramos um resultado de existência de solução para (P)

que é positiva, radialmente simétrica e decrescente em relação ao raio r > 0. E

também, que em dimensão N = 1 ou N = 2, o método de minimização restrita

(1.9) (veja página 27) não possui soluções.
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1.3.1 Existência de solução.

Um método natural para resolver (P) seria obter os pontos cŕıticos do

funcional energia S associado ao problema no espaço H1(IRN). Na verdade

este método foi usado em [47] para alguns casos particulares e em [25] para

alguns resultados de existência para dimensão N = 2. No entanto, as primeiras

dificuldades encontradas nesta abordagem é o fato de S não ser limitado

superiormente e nem inferiormente em H1(IRN). De fato, por (g1) tome ε > 0

com ε−m < 0 então existe δ > 0 tal que

0 < |s| ≤ δ =⇒ g(s)

s
< ε−m < 0

tome ϕ ∈ C∞c (IRN) tal que 0 ≤ ϕ < δ e

∫
IRN
|∇ϕ|2 dx = 1. Defina ϕt(x) = ϕ(tx),

logo

G(ϕt) =

∫ ϕt

0

g(s) ds < 0,

com s ∈ [0, ϕt]. Assim,

S(ϕt) =
1

2
T (ϕt)− V (ϕt)

=
1

2

∫
IRN
|∇ϕt|2 dx−

∫
IRN

G(ϕt) dx

≥ 1

2

∫
IRN
|∇ϕt|2 dx =

t2

2

∫
IRN
|∇ϕ|2 dx =

t2

2

logo, S(ϕt) −→ +∞ quando t −→ +∞. Portanto, segue que o funcional S não é

limitado superiormente. Por outro lado, sob a hipótese (g3), existe w ∈ H1(IRN)

tal que

V (w) =

∫
IRN

G(w) dx > 0

(esta afirmação será justificada na demonstração do Teorema (1.2)). Utilizando

mudança de variável da seção (1.2.1), isto é, wσ(x) = w(x
σ
), tem-se

S(wσ) =
1

2
T (wσ)− V (wσ) =

1

2
σN−2T (w)− σNV (w). (1.7)
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Fazendo σ −→ +∞ em (1.7) e usando o fato que V (w) > 0, tem-se

lim
σ→+∞

S(wσ) = lim
σ→+∞

[
σN
(

1

2σ2
T (w)− V (w)

)]
= −∞

e portanto, S não é limitado inferiormente.

Portanto, em vez de procurar pontos cŕıticos de S, vamos considerar um

problema de minimização restrita. Antes, porém, precisamos modificar a função

g de tal modo que V seja de classe C1 em H1(IRN).

Defina uma nova função g̃ : IR−→ IR como segue:

(i) Se g(s) ≥ 0 para todo s ≥ ζ, defina g = g̃;

(ii) Se ∃ s0 ≥ ζ tal que g(s0) = 0, defina

g̃(s) =

 g(s) em [0, s0]

0 para s ≥ s0.

Para s ≤ 0, g̃ é definida (como g) por g̃(s) = −g(−s). Assim, g̃ satisfaz as

condições (g1)-(g3). Observe que, pela definição (ii) de g̃, se existe s0 ≥ ζ tal

que g(s0) = 0, então

s > s0 ⇒ lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

= lim
s→+∞

0

|s|l
= 0.

Mas, se não existe tal s0 então, pela definição (i) de g̃, g(s) ≥ 0 para todo s ≥ ζ

e assim,

0 ≤ lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

≤ lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

= lim
s→+∞

|g(s)|
|s|l

,

pela hipótese (g2), obtém-se

0 ≤ lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

≤ lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

≤ 0

logo,

lim
s→+∞

|g̃(s)|
|s|l

= 0.
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O limite para s→ −∞ é análogo. Portanto, a função g̃ satisfaz

lim
s→±∞

|g̃(s)|
|s|l

= 0. (1.8)

Além disso, soluções do problema (P) com g̃ são também soluções de (P) com

g. Com efeito, definamos

Ω = {x ∈ IRN : u(x) > s0},

após regularizarmos u, temos que u sendo cont́ınua implica que Ω é aberto. Se

Ω é ilimitado, existe uma sequência (xn) ∈ Ω tal que |xn| → +∞ implicando que

u(xn) > s0. Pelo Lema Radial (B.1) (veja Apêndice B, página 61), tem-se

s0 < |u(xn)| ≤ CN |xn|−
N−1

2 ‖u‖H1(IRN ), |xn| > αN

segue que

0 < s0 ≤ lim
n→+∞

CN |xn|−
N−1

2 ‖u‖H1(IRN ) = 0

logo,

∂Ω = {x ∈ IRN : u(x) = s0}

e

−∆u(x) = g̃(u(x)) = 0, ∀x ∈ Ω,

portanto,

−∆u(x) = 0 em Ω.

Fazendo

max
Ω

u = u(x0) e min
Ω
u = u(x̃0), x0, x̃0 ∈ ∂Ω,

pelo Prinćıpio do Máximo Forte (veja Apêndice E, página 80) tem-se u(x) = s0

em Ω, absurdo. Logo, Ω = ∅. Portanto, |u| ≤ s0. Assim, no caso (ii) acima, a

solução u de (P) com g̃ satisfaz |u| ≤ s0, então g̃(u) = g(u).

Logo, sem perda de generalidade, substituiremos g por g̃. No entanto,

manteremos a mesma notação g. A partir disto, reescrevendo (1.8), g satisfaz
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a condição mais forte

lim
s→±∞

|g(s)|
|s|l

= 0 com l =
N + 2

N − 2
. (g2 bis)

Aplicando o Teorema (D.1) (Ver Apêndice D, página 68) segue que

V (w) =

∫
IRN

G(w) dx

está bem definido, é de classe C1 em H1(IRN) e

V ′(u)φ =

∫
IRN

g(u)φ dx, u, φ ∈ H1(IRN).

Por outro lado, pelo Lema (D.1) (ver Apêndice D, página 67), o funcional

T : H1(IRN)→ IR dado por

T (u) =

∫
IRN
|∇u|2 dx, ∀u ∈ H1(IRN)

está bem definido e é de classe C1 em H1(IRN), com

T ′(u)v = 2

∫
IRN
∇u∇v dx, ∀u, v ∈ H1(IRN).

Segue que o funcional energia S é de classe C1 em H1(IRN).

Considere o seguinte problema de minimização restrita:

min{T (w);w ∈ H1(IRN), V (w) = 1}, (1.9)

introduzido por [23]. O problema (1.9) nos garante uma solução de (P). De fato,

se u resolve (1.9), então desde que o funcional energia S seja de classe C1 em

H1(IRN), pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe um θ1 tal que

T ′(u) = θ1V
′(u), (1.10)

isto é, (pelo menos no sentido das distribuições)

2

∫
IRN
∇u∇φ dx = θ1

∫
IRN

g(u)φ dx
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segue que ∫
IRN

(−∆u)φ dx = θ

∫
IRN

g(u)φ dx,

com θ = θ1/2 e portanto,

−∆u = θg(u) em IRN . (1.11)

Mostra-se, a seguir, que necessariamente θ > 0. Assim, fazendo

uσ(x) = u
(x
σ

)
, σ > 0,

tem-se

T (uσ) = σN−2T (u) ⇒ T ′(uσ)φ = σN−2T ′(u)φ (1.12)

e

V (uσ) = σNV (u) ⇒ V ′(uσ)φ = σNV ′(u)φ (1.13)

substituindo (1.12) e (1.13) em (1.10), tem-se

T ′(uσ) =
θ1

σ2
V ′(uσ)

prosseguindo analogamente, como na equação (1.10), obtemos

−∆uσ =
θ

σ2
g(uσ) em IRN .

Logo, escolhendo σ =
√
θ, obtem-se uma solução de (P).

Teorema 1.2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema (1.1) o problema de

minimização (1.9) possui uma solução u ∈ H1(IRN) a qual é positiva, radialmente

simétrica e decrescente com relação a r = |x|. Além disso, existe um multiplicador

de Lagrange θ > 0 tal que u satisfaz (1.11). Assim uσ, para σ =
√
θ, é uma

solução de (P).

Demonstração: Dividiremos a demonstração do teorema em 5 etapas:

1. Mostrar que conjunto W = {w ∈ H1(IRN), V (w) = 1} é não vazio;
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2. Selecionar uma sequência minimizante adequada;

3. Estimar a priori a sequência minimizante;

4. Passagem ao limite;

5. Conclusão.

Etapa 1. Mostraremos que o conjunto W não é vazio. Observe que a hipótese

(g3) será usada somente nesta etapa. Seja ζ > 0 tal que G(ζ) > 0. Para R > 1,

defina

wR(x) =


ζ se |x| ≤ R

ζ(R + 1− r) se r = |x| ∈ [R,R + 1]

0 se |x| ≥ R + 1.

e defina também, XBR+1
como a função caracteŕıstica de BR+1 dada por

XBR+1
(x) =

 1 se x ∈ BR+1,

0 se x /∈ BR+1.

Observe que∫
IRN
|wR|2 dx =

∫
BR+1

|wR|2XBR+1
dx+

∫
IRN\BR+1

|wR|2XBR+1
dx <∞

e ∫
IRN
|∇wR|2 dx =

∫
BR+1

|∇wR|2XBR+1
dx+

∫
IRN\BR+1

|∇wR|2XBR+1
dx <∞

Assim wR,∇wR ∈ L2(IRN) e, portanto, wR ∈ H1(IRN). Usando |.| para denotar a

medida de Lebesgue de um conjunto mensurável do IRN , verifica-se que

V (wR) =

∫
BR+1

G(wR) dx

=

∫
BR

G(wR) dx+

∫
BR+1\BR

G(wR) dx
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≥ G(ζ)|BR| − |BR+1 \BR|
(

max
0≤s≤ζ

|G(s)|
)

≥ G(ζ)RN |B1| −
(
(R + 1)N |B1| −RN |B1|

)(
max
0≤s≤ζ

|G(s)|
)

≥ RN

[
G(ζ)|B1| −

((
1 +

1

R

)N
|B1| − |B1|

)(
max
0≤s≤ζ

|G(s)|
)]

Logo, V (wR) > 0 quando R → +∞. Então, considerando wR tal que wR,σ(x) =

wR
(
x
σ

)
, tem-se

V (wR,σ(x)) =

∫
RN
G(wR,σ(x)) dx =

∫
RN
G(wR)σN dx = σNV (wR).

Então, considerando σ = (V (wR))−
1
N > 0, obtém-se V (wR,σ) = 1. Portanto, W é

não vazio.

Etapa 2. Nesta etapa, selecionaremos uma sequência minimizante adequada.

Existe uma sequência (un) ⊂ H1(IRN) tal que V (un) = 1 e

lim
n→+∞

T (un) = I ≡ inf{T (w);w ∈ H1(IRN), V (w) = 1} ≥ 0.

Como un ∈ H1(IRN), temos que (|un|) é uma sequência em H1(IRN) e também,

que

lim
n→∞

T (|un|) = lim
n→∞

∫
IRN
|∇|un||2 dx = lim

n→∞

∫
IRN
|∇un|2 dx = lim

n→∞
T (un) = I

e

V (|un|) =

∫
IRN

G(|un|) dx =

∫
IRN

∫ |un|
0

g(s) ds dx

=

∫
[un<0]

∫ −un
0

g(s) ds dx+

∫
[un>0]

∫ un

0

g(s) ds dx

=

∫
[un<0]

∫ −un
0

g(−s) (−ds) dx+

∫
[un>0]

∫ un

0

g(s) ds dx

=

∫
[un<0]

∫ un

0

g(t) dt dx+

∫
[un>0]

∫ un

0

g(t) dt dx
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=

∫
RN

∫ un

0

g(t) dt dx

=

∫
IRN

G(un) dx

= V (un)

= 1,

portanto, a sequência (|un|) ∈ H1(IRN) satisfaz

lim
n→∞

T (|un|) = I e V (|un|) = 1. (1.14)

Assim, denotando (u∗n) como um rearranjamento esférico de Schwarz de |un|

(ver apêndice C). Obtemos, u∗n ∈ H1(IRN), V (u∗n) = 1 e

I ≤
∫

IRN
|∇u∗n|2 dx ≤

∫
IRN
|∇un|2 dx⇐⇒ I ≤ T (u∗n) ≤ T (un).

Portanto, (u∗n) é também uma sequência minimizante. Substituindo (un) por

(u∗n), no entanto, mantendo a mesma notação, assumiremos de agora em diante

que, para todo n, (un) é não negativa, esfericamente simétrica e não crescente

com r = |x|.

Etapa 3. Nesta etapa, faremos estimativas para (un), isto é, mostraremos que

‖un‖H1(IRN ) é limitada. Defina, para s ≥ 0,

g1(s) = (g(s) +ms)+ e g2(s) = g1(s)− g(s),

e para s ≤ 0, estenda g1 e g2 como funções ı́mpares. Assim, g = g1 − g2 com

g1, g2 ≥ 0 em IR+. Afirmasse que

g1(s) = o(s) com s→ 0 e lim
s→∞

g1(s)

sl
= 0, com l =

N + 2

N − 2
, (1.15)

e

g2(s) ≥ ms, ∀s ≥ 0. (1.16)

Com efeito, se g(s) + ms ≤ 0 então (1.15) é imediata, pois g1 ≡ 0. Agora, se

g(s) +ms > 0, com s > 0 então g1(s) = g(s) +ms, dáı

lim
s→0

g1(s)

s
= lim

s→0

g(s) +ms

s
= lim

s→0

(
g(s)

s
+m

)
= −m+m = 0
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e

lim
s→∞

g1(s)

sl
= lim

s→∞

g(s) +ms

sl
= lim

s→∞

(
g(s)

sl
+

m

sl−1

)
= 0.

Observe que para o caso s ≤ 0, o processo é análogo e portanto, (1.15) é válido.

Para verificar (1.16), observe que para todo s ≥ 0, temos

g2(s) = g1(s)− g(s) = (g(s) +ms)+ − g(s) ≥ (g(s) +ms)− g(s) ≥ ms.

Por (1.15), para todo ε > 0, existem δ,m > 0 tais que

0 < s < δ =⇒ g1(s)

s
< mε (1.17)

e

0 ≤ m ≤ s =⇒ g1(s)

sl
< ε⇐⇒ g1(s) < εsl (1.18)

aplicando (1.16) em (1.17), obtemos

g1(s) < εg2(s), 0 ≤ s ≤ δ. (1.19)

Existe uma constante C̃ε > 0 tal que

g1(s)− εg2(s) ≤ C̃εδ
l, δ ≤ s ≤ m, (1.20)

fazendo
C̃ε
δl
≥ max

δ≤s≤m
(g1(s)− εg2(s))

tem-se

g1(s) ≤ C̃εδ
l + εg2(s) ≤ C̃εs

l + εg2(s), δ ≤ s ≤ m. (1.21)

Assim, por (1.19), tem-se

g1(s) < εg2(s) ≤ (ε+ C̃ε)s
l + εg2, 0 ≤ s ≤ δ. (1.22)

Enquanto por (1.21), tem-se

g1(s) ≤ C̃εs
l + εg2(s) ≤ (ε+ C̃ε)s

l + εg2(s), δ ≤ s ≤ m. (1.23)
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E finalmente, por (1.18), tem-se

g1(s) < εsl ≤ (ε+ C̃ε)s
l + εg2, s ≥ m ≥ 0. (1.24)

Portanto, por (1.22), (1.23), (1.24) e fazendo Ĉε = ε+ C̃ε > 0, tem-se

g1(s) ≤ Ĉεs
l + εg2(s), ∀s ≥ 0. (1.25)

Agora, defina Gi(z) =

∫ z

0

gi(s) ds, com i = 1, 2. Integrando (1.25), temos

∫ s

0

g1(t) dt ≤ Ĉε

∫ s

0

tl dt+ ε

∫ s

0

g2(t) dt, ∀t ≥ 0, (1.26)

implicando em

G1(s) ≤ Cε|s|l+1 + εG2(s), ∀s ∈ R. (1.27)

com Cε = Ĉε
l+1

. Agora, como a sequência T (un) ↓ I, então a sequência ‖∇un‖L2(IRN )

é limitada, isto é, existe uma constante C1 > 0 tal que ‖∇un‖L2(IRN ) ≤ C1. Do

teorema de imersões de Sobolev (veja Teorema (E.8), Apêndice E), existe uma

constante C2 > 0 satisfazendo

‖un‖L2∗ (IRN ) ≤ C2‖un‖D1,2(IRN ) = C2

(∫
IRN
|∇un|2 dx

) 1
2

= C2‖∇un‖L2(IRN ) ≤ C3,

com 2∗ = l + 1 = 2N
N−2

e C3 = C1C2. (A constante C3 é positiva e também

independe de n). Escrevendo V (un) = 1, tem-se

1 =

∫
IRN

G(un) dx =

∫
IRN

∫ un

0

g(s) ds dx

=

∫
IRN

∫ un

0

(g1(s)− g2(s)) ds dx

=

∫
IRN

G1(un) dx−
∫

IRN
G2(un) dx

implicando que ∫
IRN

G1(un) dx =

∫
IRN

G2(un) dx+ 1 (1.28)
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por (1.27) e fazendo ε = 1
2
, temos que (1.28) implica em∫

IRN
G2(un) dx+ 1 =

∫
IRN

G1(un) dx

≤ C 1
2

∫
IRN
|un|2

∗
dx+

1

2

∫
IRN

G2(un) dx (1.29)

= C 1
2
‖un‖2

L2∗ (IRN )
+

1

2

∫
IRN

G2(un) dx

segue que ∫
IRN

G2(un) dx ≤ 2C 1
2
‖un‖2

L2∗ (IRN )
− 1 ≤ C4 (1.30)

com C4 = 2C 1
2
C2

3 − 1. Agora, integrando (1.16) obtemos

G2(un) =

∫ un

0

g2(s) ds ≥
∫ un

0

ms ds =
m

2
u2
n,

em seguida, integrando a desigualdade acima em IRN e por (1.30), obtemos

m

2

∫
IRN

u2
n dx ≤

∫
IRN

G2(un) dx ≤ C4

e a partir disto, podemos provar que ‖un‖H1(IRN ) é limitado. Observe que

‖un‖2
H1(IRN )

=

∫
IRN

(|∇un|2 + |un|2) dx = ‖un‖2
D1,2(IRN )

+

∫
IRN
|un|2 dx ≤ C5,

com C5 = C2
1 + 2

m
C4. Novamente pelo Teorema de Imersões de Sobolev, concluisse

que ‖un‖Lp(IRN ) é limitada para qualquer p, 2 ≤ p ≤ 2∗, N ≥ 3.

Etapa 4. Passagem ao limite. Inicialmente observemos que un(x) → 0 quando

|x| → +∞ uniformemente com respeito a n. De fato, sabemos pelas etapas

anteriores que un é radial, não crescente e limitada em L2(IRN), segue do Lema

Radial (B.3) (ver Apêndice B) que

|un(x)| ≤ |x|−
N
2

(
N

|SN−1|

) 1
2

‖un‖L2(IRN ) ≤ C|x|−
N
2 , x 6= 0,

com C independente de n. Agora, como un é limitada em H1(IRN), pode-se extrair

uma subsequência de un, novamente denotada por un, tal que

un ⇀ u em H1(IRN). (1.31)
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Seja un : BR → IR então un ∈ H1(BR) e também limitada, logo (a menos de

subsequência)

un ⇀ v em H1(BR),

dáı

(un, φ)H1(BR) −→ (v, φ)H1(BR), ∀φ ∈ C∞c (BR).

Podemos supor que

φ ∈ C∞c (BR) =⇒ φ ∈ C∞c (IRN),

mas por (1.31)

(un, φ)H1(IRN ) = (un, φ)H1(BR) −→ (u, φ)H1(IRN ) = (v, φ)H1(BR).

Portanto,

(u, φ)H1(BR) = (v, φ)H1(BR), ∀φ ∈ C∞c (BR),

implicando que u = v em BR, logo

un ⇀ u em H1(BR), ∀R > 0.

Como H1(BR) ↪→ Lq(BR) é compacta para 1 ≤ q < 2∗. Segue que

un −→ u q.t.p BR,

a menos de subsequência, para R = i, defina recursivamente unij a subsequência

tal que

lim
j→∞

unij = u q.t.p em Bi(0)

de modo que un(i+1)j
é uma subsequência de unij , então a subsequência unjj é tal

que

unjj(x)→ u(x), quando j →∞,∀x ∈ IRN .

De fato, x ∈ IRN então existe i ∈ IN tal que x ∈ Bi(0), observe que para j ≥ i,

temos que unjj é subsequência de unij , logo

lim
j→∞

unjj(x) = lim
j→∞

unij(x) = u(x).
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Portanto, existe un (a menos de uma subsequência), tal que

un → u q.t.p em IRN .

Observe que esta convergência nos garante que u ∈ H1(IRN) é radialmente

simétrica e não crescente com relação ao raio r > 0.

Agora, seja Q(s) = s2 + |s|l+1. A partir de (1.15) e (1.16), obtemos

G1(s)

Q(s)
→ 0 quando s→ +∞ e quando s→ 0. (1.32)

Sabemos também que

sup
n

∫
IRN

Q(un) dx = sup
n

∫
IRN

(u2
n + |un|l+1) dx

= sup
n

(∫
IRN

u2
n dx+

∫
IRN
|un|l+1 dx

)
= sup

n

(
‖un‖2

L2(IRN )
+ ‖un‖2∗

L2∗ (IRN )

)
, 2∗ = l + 1

< +∞

Portanto,

sup
n

∫
IRN

Q(un) dx < +∞; (1.33)

G1(un)→ G1(u) q.t.p IRN ; (1.34)

un(x)→ 0 quando |x| → +∞, uniformemente em n. (1.35)

Por (1.32)-(1.35) o Lema de Compacidade de Strauss (ver apêndice, Lema A.1)

nos garante: ∫
IRN

G1(un) dx −→
∫

IRN
G1(u) dx (1.36)

quando n→ +∞. De (1.28), tem-se

lim
n→+∞

∫
IRN

G1(un) dx = lim
n→+∞

∫
IRN

G2(un) dx+ 1,

por (1.36) e em seguida aplicando o Lema de Fatou, a equação acima implica em∫
IRN

G1(u) dx ≥
∫

IRN
G2(u) dx+ 1.
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isto é,

V (u) =

∫
IRN

G1(u) dx−
∫

IRN
G2(u) dx ≥ 1. (1.37)

Por outro lado, sendo a norma uma função semicont́ınua inferiormente e o fato

de que un ⇀ u em H1(IRN), implicam que

T (u) ≤ lim
n→+∞

T (un) = I.

Queremos mostrar que V (u) = 1. Suponhamos por contradição que V (u) > 1.

Então, usando a mudança de variável uσ(x) = u(x
σ
) e tomando σ = [V (u)]−

1
N ,

tem-se

V (uσ) = σNV (u) = 1

com 0 < σ < 1. Além disso,

T (uσ) = σN−2T (u) ≤ σN−2I.

No entanto, pela definição de I, tem-se I ≤ T (uσ). Mas, isto implicaria que I = 0,

dáı T (u) = 0, isto é, u = 0 contradizendo o fato que V (u) > 0. Dáı,

V (u) = 1 e T (u) = I > 0.

Portanto, u é solução do problema de minimização (1.9).

Etapa 5. Conclusão. Desde que V e T são de classe C1 em H1(IRN), existe um

multiplicador de Lagrange θ tal que 1
2
T ′(u) = θV ′(u), isto é,∫

IRN
∇u∇ϕ dx = θ

∫
IRN

g(u)ϕ dx, ∀ϕ ∈ H1(IRN).

Observe que θ 6= 0. De fato, se θ = 0 teŕıamos∫
IRN
|∇u|2 dx = 0.

∫
IRN

g(u)u dx = 0, ∀ϕ ∈ H1(IRN).

implicando em u = 0, no qual é imposśıvel, pois V (u) = 1. Vamos mostrar que

θ > 0. Suponha por contradição que θ < 0. Observe que V ′(u) 6= 0 (V ′(u) = 0

resultaria que g(u) ≡ 0 quase todo ponto em IRN , implicando que u = 0, desde
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que g(s) 6= 0 para s > 0 pequeno, contradizendo V (u) = 1). Considere a função

w ∈ D(IRN) (o espaço D(Ω) é denominado o espaço das funções testes em Ω) tal

que

V ′(u)w = lim
ε→0

[
V (u+ εw)− V (u)

ε

]
> 0,

para ε > 0 suficientemente pequeno vale

V (u+ εw)− V (u) > 0,

ou seja,

V (u) < V (u+ εw). (1.38)

Por outro lado, tem-se

lim
ε→0

[
T (u+ εw)− T (u)

ε

]
= T ′(u)w = θ1V

′(u)w < 0,

pois θ1 = 2θ < 0. Então, tomando ε > 0 suficientemente pequeno, vale

T (u+ εw)− T (u) < 0,

isto é,

T (u+ εw) < T (u). (1.39)

Fazendo v = u+ εw com ε suficientemente pequeno, segue de (1.38) e (1.39) que

1 = V (u) < V (v) e T (v) < T (u) = I.

Novamente, por uma mudança de variável, definisse

vσ(x) := v
(x
σ

)
,

com σ = [V (v)]−
1
N e σ ∈ (0, 1) tal que V (vσ) = 1 e T (vσ) < I, o que é um

absurdo, pela definição de I. Portanto, θ > 0.

Então u satisfaz, ao menos em H1(IRN) no sentido fraco, a equação

−∆u = θg(u) em IRN
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e fazendo u√θ(x) = u
(

x√
θ

)
, obtemos

−∆u√θ =
θ

(
√
θ)2

g(u√θ)⇒ −∆u√θ = g(u√θ) em IRN

e portanto, u√θ é uma solução fraca para (P).
�

Observação 1.1 Em dimensãoN = 1 eN = 2, no método usado na etapa 3 para

obter a limitação da sequência (un) apresenta falhas (lembrando que a dimensão

considerada neste trabalho é N ≥ 3). Na verdade, o método de minimização

restrita (1.9) não possui solução quando N = 1 ou N = 2. A razão desta falha é

que nestas dimensões, o fato de |∇u| ser limitada em L2(IRN), por si só, não nos

garante uma limitação de u no espaço Ll+1(IRN) (l < +∞). De fato, analisaremos

separadamente cada caso:

Caso (i): N = 2. Por uma mudança de variável, tem-se a seguinte relação

T (uσ) = T (u), V (uσ) = σ2V (u).

Então,

inf
{V (u)=1}

T (u) = inf
{V (u)>0}

T (u).

Agora, suponhamos por contradição que u0 é solução de (1.9), tem-se

V (u0) = 1 e T (u0) = min
{V (u)>0}

T (u).

Portanto, u0 é um “mı́nimo interior” para T (u); assim T ′(u0) = 0 e dáı u0 = 0,

uma contradição, pois V (u0) = 1.

Caso (ii): N = 1. Neste caso, temos a seguinte mudança de variável,

T (uσ) = σ−1T (u), V (uσ) = σV (u).

Escolhendo w ∈ H1(RN) tal que V (w) = 1. Recordando que

lim
s→0+

g(s)

s
= −m < 0,
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vejamos que existe θ0 ∈ (0, 1) tal que V (θ0w) = 0 e V (θw) > 0 para θ0 < θ < 1.

Assim, V (θw) → 0+ quando θ → θ+
0 . Fazendo σ(θ) = [V (θw)]−1 temos que

V (θwσ(θ)) = 1. Agora,

T (θwσ(θ)) = [σ(θ)]−1T (θw) = θ2V (θw)T (w).

Fazendo θ → θ0, isto mostra que inf
{V (u)=1}

T (u) = 0. Uma contradição.

1.4 Propriedades adicionais da Solução.

Denotamos por u = u(x), ∀x ∈ IRN , a solução para o problema (P)

obtida pelo teorema (1.2). Para concluirmos a demonstração do Teorema

(1.1), consideraremos a regularidade de u na subseção (1.4.1) e o decaimento

exponencial da mesma, obtido na subseção (1.4.2). Por fim, na subseção (1.4.3)

mostramos que u possui ação mı́nima entre todas as soluções posśıveis de (P),

isto é, que u é uma solução ground state.

1.4.1 Regularidade.

Nesta subseção, mostramos que a solução obtida pelo teorema (1.2) é clássica.

Notemos que a condição (g3) não é usada na demonstração deste fato.

Lema 1.1 Sob as condições (g1), (g2 bis), se u ∈ H1(IRN) é uma solução de

(P) esfericamente simétrica, então u ∈ C2(IRN).

Demonstração: Seja g : IR→ IR uma função cont́ınua e ı́mpar que satisfaz as

condições (g1) e (g2 bis) (veja página 27). Tomando m, δ, ε > 0, por (g2 bis)

existe uma constante C > 0 tal que

u ≤ δ < 1 ⇒ g(u)

u
< ε < C + u

4
N−2 (1.40)

δ ≤ u < m ⇒ g(u)

u
< C < C + u

4
N−2 (1.41)
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m ≤ u ⇒ g(u)

u
≤ εul−1 < C + u

4
N−2 , (1.42)

de (1.40) a (1.42), obtemos que∣∣∣∣g(u)

u

∣∣∣∣ ≤ C + |u|
4

N−2 (1.43)

Sendo u ∈ H1(IRN) a solução de (P), temos que u satisfaz a equação

−∆u = q(x)u em IRN , (1.44)

com

q(x) =
g(u(x))

u(x)
·

Por (1.43), tem-se

|q(x)| =
∣∣∣∣g(u)

u

∣∣∣∣ ≤ C + |u|
4

N−2 . (1.45)

Como u ∈ H1(IRN) e N ≥ 3, pelo Teorema de Imersões de Sobolev, tem-se

u ∈ L2∗(IRN). Note que

2∗ =
4

N − 2
· N

2
,

segue de (1.45) que∫
IRN
|q(x)|

N
2 dx <

∫
IRN
|u|

4
N−2

·N
2 dx =

∫
IRN
|u|2∗ dx <∞,

portanto, q ∈ L
N
2 (IRN). Agora, usando o resultado de [14] (ver apêndice E,

página 80, lema (E.4)), obtemos que u ∈ Lploc(IR
N) para 1 ≤ p < ∞. Fixado

R > 0, como W 1,p(BR) ↪→ C0,γ(BR), para p > N , tem-se u ∈ L∞loc(IRN). Logo,

g(u) ∈ L∞loc(IRN). Assim para estimativas Lp, u ∈ W 2,p
loc (IRN) e consequentemente,

u ∈ C1,α(IRN), α ∈ (0, 1).

Observe que, pelo fato de u(x) = u(r) = u(|x|) ser uma função radial, o

laplaciano ∆u é dado por

−∆u = −urr −
N − 1

r
ur

com

ur =
du

dr
e urr =

d2u

dr2
·
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De fato, como

r = |x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1
2

temos

rxi =
1

2

2xi

(x2
1 + · · ·+ x2

n)
1
2

=
xi
r
·

Logo,

uxi =
∂u

∂r

∂r

∂xi
= ur

xi
r

e

uxixi = urr
xi
r

xi
r

+ ur

(
r − x2i

r

r2

)
= urr

x2
i

r2
+ ur

(
1

r
− x2

i

r3

)
,

donde,

−∆u = −
N∑
i=1

uxixi = −urr
N∑
i=1

x2
i

r2
− ur

N∑
i=1

(
1

r
− x2

i

r3

)
= −urr −

(
N − 1

r

)
ur,

como u satisfaz a equação

−∆u = g(u) em IRN

tem-se (no sentido fraco)

−urr −
(
N − 1

r

)
ur = g(u), r ∈ (0,+∞) (1.46)

novamente usando a teoria de regularidade, segue que urr é continua em (0,+∞).

Denotando v(r) = g(u(r)), vamos mostrar que urr também é continua em r = 0.

Observe que v é continua em [0,+∞). Reescrevendo (1.46) como

− d

dr
(rN−1ur) = rN−1v(r)

e, em seguida, integrando de 0 a r, obtemos

rN−1ur = −
∫ r

0

sN−1v(s) ds,

implicando em

ur = − 1

rN−1

∫ r

0

sN−1v(s) ds.
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Fazendo uma mudança de variável s = rt, tem-se

ur = − 1

rN−1

∫ r

0

(rt)N−1v(rt)r dt = −r
∫ 1

0

tN−1v(rt) dt,

ou
ur
r

= −
∫ 1

0

tN−1v(rt) dt.

Observe que

lim
r→0

∫ 1

0

tN−1v(rt) dt =

∫ 1

0

tN−1v(0) dt =
tN

N
v(0)

∣∣∣∣1
0

=
v(0)

N
.

Pela simetria radial, temos que ur(0
+) = −ur(0−), no entanto, como ur existe

(pois, u ∈ C1,α(IRN)), temos que ur(0
+) = ur(0

−). Dáı, devemos ter ur(0) = 0.

Assim,

urr(0) = lim
r→0

ur(r)− ur(0)

r
= lim

r→0

ur(r)

r
= −v(0)

N
·

Além disso, pela equação (1.46), tem-se

lim
r→0

urr(r) = lim
r→0

(
(1−N)

ur(r)

r
− v(r)

)
= (1−N) lim

r→0

(
ur(r)

r

)
− lim

r→0
v(r)

= (1−N)

(
−v(0)

N

)
− v(0)

= −v(0)

N
·

Logo, urr é continua em [0,+∞). Portanto, u ∈ C2(IRN).
�

Proposição 1.2 Se u ∈ H1(IRN) ∩ C2(IRN) é uma solução de (P) dada pelo

Teorema (1.2), então u(x) > 0 para todo x ∈ IRN . Além disso, u é decrescente

em relação ao raio r, ou seja, u′(x) < 0 para todo r > 0.

Demonstração: Por hipótese, u satisfaz

−∆u = g(u) em IRN ,
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com u ≥ 0. Tomando C > 0 suficientemente grande de modo que, para todo u,

Cu+ g(u) ≥ 0,

ou melhor, para todo s ∈ IR,

Cs+ g(s) ≥ 0,

então

−∆u+ Cu = Cu+ g(u) ≥ 0

implicando em

−∆u+ Cu ≥ 0, em BR.

Se existir x0 ∈ BR tal que u(x0) = 0 (minimo não positivo), pelo Principio do

Máximo Forte tem-se u ≡ constante em BR, que é uma contradição, pois u 6≡ 0.

Portanto, u > 0 em IRN .

Agora, seja r > 0 arbitrário e definamos

v(x) = u(x)− min
x∈Br

u(x), x ∈ Br.

De −∆u = g(u) ≥ 0, tem-se

−∆v = −∆u = g(u) ≥ 0 em Br.

Além disso,

v(x) = u(x)− min
x∈Br

u(x) ≥ 0, ∀x ∈ Br.

Notemos que, pelo principio do máximo fraco, para x0 ∈ ∂Br, temos

v(x0) = u(x0)− min
x∈Br

u(x) = 0.

Segue então do Lema de Hopf (veja Apêndice E, Lema E.3), que

∂u

∂η
(x0) =

∂v

∂η
(x0) < 0,

com η denotando a normal unitária exterior e sendo u radialmente simétrica,

tem-se

u′(r) =
∂u

∂η
(x0) < 0,
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como r > 0 foi considerado arbitrariamente, concluisse que u′(r) < 0, ∀r > 0.

Assim, u é decrescente em relação ao raio r > 0.

1.4.2 Decaimento Exponencial

O decaimento de u, |Dαu| no infinito é provado no próximo lema.

Lema 1.2 Sob as condições (g1), (g2 bis), se u é uma solução radialmente

simétrica de (P), então

|Dαu| ≤ Ce−δ|x|, x ∈ IRN

para algum C, δ > 0 e para |α| ≤ 2.

Demonstração: O decaimento exponencial de u no infinito decorre de um

argumento padrão de equações diferenciais ordinárias (ver [47]).

Pelo Lema (1.1) tem-se u = u(r) é de classe C2(IRN) e consequentemente,

satisfaz a equação (1.46). Fazendo v(r) = r
N−1

2 u(r); segue que v = v(r) satisfaz

vr =
(N − 1)

2
r
N−3

2 u+ r
N−1

2 ur

e

vrr =
(N − 1)(N − 3)

4
r
N−5

2 u+
(N − 1)

2
r
N−3

2 ur +
(N − 1)

2
r
N−3

2 ur + r
N−1

2 urr

=
(N − 1)(N − 3)

4
r
N−5

2 u+

[
(N − 1)

r
ur + urr

]
r
N−1

2

=
(N − 1)(N − 3)

4r2

(
r
N−1

2 u
)
− g(u)

u

(
r
N−1

2 u
)

=

[
(N − 1)(N − 3)

4r2
− g(u)

u

]
v,

fazendo

q(r) = −g(u(r))

u(r)
e b =

(N − 1)(N − 3)

4
,
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obtemos

vrr =

[
q(r) +

b

r2

]
v

Para r suficientemente grande, isto é, r ≥ r0, tem-se

q(r) +
b

r2
≥ m

2

(lembrando que pelo Lema Radial (B.1) na apêndice temos u(r) → 0 quando

r → 0).

Seja w = v2, então w = w(r) verifica

1

2
wrr = v2

r + vvrr,

ou seja,
1

2
wrr = v2

r +

[(
q(r) +

b

r2

)
v

]
v = v2

r +

[
q(r) +

b

r2

]
w.

Assim, para r ≥ r0 tem-se

1

2
wrr ≥ v2

r +
mw

2
≥ mw

2
,

implicando em

wrr ≥ mw e w ≥ 0.

Agora, seja z = e−
√
mr(wr +

√
mw). Observe que z = z(r) verifica

zr = e−
√
mr(−

√
m)(wr +

√
mw) + e−

√
mr(wrr +

√
mwr) = e−

√
mr(wrr −mw),

logo zr ≥ 0 e portanto, z é uma função não-decrescente em (r0,+∞). Se existe

r1 > r0 tal que z(r1) > 0, então para todo r ≥ r1 tem-se

z(r) ≥ z(r1) > 0⇔ wr +
√
mw ≥ [z(r1)]e

√
mr,

onde wr+w
√
m não é integrável em (r1,+∞). No entanto, v2 e vvr são integráveis

perto do infinito (para u ∈ H1(RN)), de modo que wr e w sejam integráveis, uma

contradição. Portanto,

z(r) ≤ 0 para r ≥ r1.
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Isto implica que (
e
√
mrw

)
r

= e
√
mr
√
mw + e

√
mrwr

= e
√
mr(
√
mw + wr)

= e
√
mr· e

√
mrz

= e2
√
mrz,

portanto, (
e
√
mrw

)
r

= e2
√
mrz ≤ 0 para r ≥ r1. (1.47)

Agora, definindo f(r) = e
√
mrw(r), com r ≥ r1, por (1.47) tem-se f não-crescente,

isto é,

f(r) ≤ f(r1) = C ⇔ e
√
mrw(r) ≤ C.

Portanto,

w(r) ≤ Ce−
√
mr

Agora,

Ce−
√
mr ≥ w(r) = v2 = (r

N−1
2 u(r))2 = rN−1[u(r)]2

segue que

|u(r)| ≤ Cr
1−N

2 e−
√
m
2
r para r ≥ r1, (1.48)

para certas constantes positivas C e r1.

Para obtermos o decaimento exponencial de ur, observe primeiramente que

ur satisfaz (
rN−1ur

)
r

= −rN−1g(u). (1.49)

Portanto, usando (g1) e o decaimento exponencial de u é fácil ver que para r

suficientemente grande, isto é, para r ≥ r0 tem-se

m1|u| ≤ |g(u)| ≤ m2|u|,
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com m2 ≥ m1 > 0. Dáı, integrando (1.49) em (r, R), usando (1.48) e fazendo

r → +∞ e R→ +∞ mostramos que existe o limite de rN−1ur quando r → +∞,

por (1.48) este limite só pode ser zero. Integrando (1.48) em (r,+∞) temos que

ur tem decaimento exponencial. Por fim, o decaimento exponencial de urr (e

assim |Dαu(x)| para |α| ≤ 2) segue imediatamente da equação (1.46).

�

1.4.3 Ação mı́nima entre as soluções de (P).

Pelo resultado de [23] a solução de (P) obtido pelo método de minimização

restrita na seção (1.3) possui uma importante propriedade de minimizar a ação

entre todas as soluções de (P). A prova desse fato, que agora apresentamos,

baseia-se essencialmente na identidade de Pohozaev. Portanto é crucial, saber

que qualquer solução de (P) satisfaz esta identidade.

Teorema 1.3 Seja u a solução de (P), obtida no Teorema (1.2). Então para

qualquer solução v de (P) tem-se

0 ≤ S(u) ≤ S(v).

Demonstração: Seja u a solução de (1.9) obtida no Teorema (1.2), de modo

que

V (u) = 1 e T (u) = min{T (w);w ∈ H1(RN), V (w) = 1}.

Então, como vimos anteriormente, existe um multiplicador de Lagrange θ > 0 tal

que

−∆u = θg(u) em IRN ,

e por hipótese, u = u(x) satisfaz

u(x) = u√θ = u

(
x

θ
1
2

)
, ∀x ∈ IRN .
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Pela Identidade de Pohozaev, tem-se

T (u) =
2N

N − 2
V (u), (1.50)

com as relações de mudança de variável entre u e u, obtemos

T (u) = θ
N−2

2 T (u) (1.51)

e

V (u) = θ
N
2 V (u) = θ

N
2 . (1.52)

Substituindo (1.51) e (1.52) em (1.50), obtemos

θ =
N − 2

2N
T (u).

Pelo corolário (1.2), o funcional ação S para uma solução de (P) é dada pela

expressão

S(u) =
1

N
T (u).

Assim, substituindo (1.51) na equação acima, obtemos

S(u) =
1

N
θ
N−2

2 T (u) =
1

N

[
N − 2

2N
T (u)

]N−2
2

T (u) =
1

N

(
N − 2

2N

)N−2
2

[T (u)]
N
2

Portanto,

S(u) =
1

N

(
N − 2

2N

)N−2
2

[T (u)]
N
2 . (1.53)

Agora, seja v uma solução arbitrária de (P), por (1.50) temos

0 < T (v) =
2N

N − 2
V (v). (1.54)

implicando que V (v) > 0. Definindo

vσ(x) := v
(x
σ

)
com σ = [V (v)]−

1
N ,

temos σ > 0 tal que

V (vσ(x)) = V
(
v
(x
σ

))
= θNV (v(x)) = 1,
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dáı

vσ(x) ∈ W = {w ∈ H1(IRN), V (w) = 1}.

Usando a definição de σ e por (1.54), obtemos

σ =

[
N − 2

2N
T (v)

]− 1
N

=

(
N − 2

2N

)− 1
N

[T (v)]−
1
N (1.55)

Por outro lado, pelas relações de mudança de variável ente v e vσ, temos

T (vσ) = σN−2T (v),

então usando (1.55), segue que

T (vσ) =

[(
N − 2

2N

)−N−2
N

[T (v)]−
N−2
N

]
T (v) =

(
N − 2

2N

)−N−2
N

[T (v)]−
2
N

e, portanto,

T (v) =

(
N − 2

2N

)N−2
N

[T (vσ)]−
N
2 .

Do corolário (1.2), tem-se

S(v) =
1

N
T (v) =

1

N

(
N − 2

2N

)N−2
N

[T (vσ)]−
N
2 . (1.56)

Sendo u solução do problema de minimização (1.9) e V (vσ) = 1, tem-se

0 < T (u) ≤ T (vσ)

implicando em

0 < [T (u)]
N
2 ≤ [T (vσ)]

N
2 ,

isto é,

0 <
1

N

(
N − 2

2N

)N−2
N

[T (u)]
N
2 ≤ 1

N

(
N − 2

2N

)N−2
N

[T (vσ)]
N
2 .

e dáı, usando as expressões (1.53) e (1.56), obtemos

0 < S(u) ≤ S(v).

�
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1.5 Demonstração do Teorema (1.1):

Pelo Teorema (1.2), existe uma solução u ∈ H1(IRN) de (P) que é positiva,

radialmente simétrica e decrescente com relação ao raio r > 0. Do Lema (1.1),

obtemos que u ∈ C2(IRN) e, consequentemente, u > 0 em IRN e decrescente em

relação ao raio. Além disso, o Lema (1.2) nos garante que u juntamente com suas

derivadas a menos de ordem 2 possuem decaimento exponencial no infinito.

�

Observação 1.2 Por outro lado, pelo Teorema (1.3) conclúımos que u definido

em (7) está bem definida. Além disso, se u é uma solução de (P) dada pelo

Teorema (1.2), segue do Teorema (1.3) que S(u) = u, ou seja, u é ground state.
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Caṕıtulo 2

O caso massa zero.

Como vimos na seção (1.2) do caṕıtulo 1, quando g′(0) = 0 temos um caso

limite do ponto de vista dos resultados de existência. De fato, vimos que, quando

g′(0) > 0 não há soluções para o problema (P), enquanto para g′(0) < 0,

aplicamos o Teorema (1.1). Chamamos o caso g′(0) = 0, o caso massa zero.

Nesta seção, provamos um resultado de existência que é mais geral do que o

Teorema (1.1), pois também inclui situações onde g′(0) = 0.

Neste caṕıtulo, considerasse N ≥ 3 e o espaço de Hilbert

D1,2(IRN) =
{
u ∈ L2∗(IRN) : ∇u ∈ L2(IRN), i = 1, 2, ..., N

}
, 2∗ =

2N

N − 2

munido da norma

‖u‖D1,2(IRN ) =

(∫
IRN
|∇u|2 dx

) 1
2

.

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito do espaço D1,2(IRN),

recomendamos a referência [52].

Diferente do Capitulo 1, definisse g : IR+ → IR uma função continua

satisfazendo:

(G1) g(0) = 0 e lim
s→0+

g(s)

sl
≤ 0, com l =

N + 2

N − 2
;
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(G2) Existe ζ > 0 tal que G(ζ) > 0;

(G3) Seja ζ0 = inf{ζ > 0;G(ζ) > 0}. Se g(s) > 0,∀s > ζ0, então lim
s→+∞

g(s)

sl
= 0.

Teorema 2.1 Sob as hipóteses (G1)-(G3) existe uma solução u positiva,

radialmente simétrica e decrescente com relação ao raio r > 0 que satisfaz a

equação

−∆u = g(u) em IRN ,

tal que u ∈ D1,2(IRN). Além disso, u é uma solução clássica, isto é, u ∈ C2(IRN).

Demonstração: Inicialmente, precisamos modificar a função g da mesma

maneira que fizemos na seção (1.3) do Capitulo 1. Defina g̃ : IR −→ IR como

segue:

(i) Se g(s) ≥ 0 para todo s ≥ ζ, defina g = g̃;

(ii) Caso contrario, se ∃ s0 ≥ ζ tal que g(s0) ≤ 0, defina

g̃(s) =

 g(s) em [0, s0]

0 para s ≥ s0.

Para s ≤ 0, g̃ é definida (como g) por g̃ = −g(−s). Novamente denotaremos por

g a função truncada g̃. Lembrando que g̃ é ı́mpar e satisfaz as mesmas condições

que g e que soluções de (K) com g̃ são também soluções de (K) com g.

Esta demonstração, baseia-se no método de minimização restrita, tal como foi

visto seção (1.3) do Capitulo 1. Portanto, considere o problema

min{T (w);w ∈ D1,2(IRN), |G(w)| ∈ L1(IRN), V (w) = 1} (2.1)

com

T (w) =

∫
IRN
|∇w|2 dx e V (w) =

∫
IRN

G(w) dx.

Dividiremos a demonstração deste teorema em 3 etapas:
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5a. Existência de uma solução para o problema de minimização (2.1);

5b. Existência de um multiplicador de Lagrange θ > 0;

5c. Regularidade da solução de (K).

Etapa 5a. Existência de uma solução para o problema de minimização (2.1);

Tomando a mesma função wR usada na Etapa 1 da demonstração do Teorema

(1.2) (página 28), observe que wR ∈ D1,2(IRN). De fato, como wR ∈ H1(IRN),

temos que ∇wR ∈ L2(IRN), então basta verificar se a função wR ∈ L2∗(IRN). Pelo

Teorema de Imersões de Sobolev (veja apêndice E), para N ≥ 3, existe uma

constante C1 tal que

‖wR‖L2∗ (IRN ) ≤ C1‖wR‖H1(IRN ) <∞.

Assim, o conjunto

A = {w ∈ D1,2(IRN); |G(w)| ∈ L1(IRN), V (w) = 1}

é não vazio. Seja (un) ∈ D1,2(IRN) uma sequência minimizante para (2.1), isto é,

un ∈ A e T (un) ↓ I = inf{T (w);w ∈ A} quando n ↑ +∞.

Podemos sempre supor, como na Etapa 2 do Teorema (1.1), que (un) é não

negativa, radialmente simétrica e não crescente (De fato, se (|un|) é uma sequência

minimizante, então (u∗n) também é, onde (u∗n) é a simetrização de Schwarz de |un|;

Note que não há dificuldade em definir a simetrização de Schwarz em D1,2(IRN),

pois é análoga à definição de simetrização de Schwarz em H1(IRN)).

Assim, ‖un‖D1,2(IRN ) e, portanto, ‖un‖L2∗ (IRN ) permanecem limitadas (resultado

obtido na Etapa 3 do teorema (1.2), página 31-34).

Após o truncamento de g, pela hipótese de (G3), existe uma constante M > 0

tal que

|g(u)| ≤ |s|l, |s| ≥M.
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Por outro lado, pela continuidade da função g, existe uma constante C2 > 0 tal

que

|g(s)| ≤ C2, |s| ≤M.

Portanto,

(G3 bis) |g(s)| ≤ C2 + |s|l, s ∈ IR;

Em seguida, integrando (G3 bis) em (0, un), temos

|G(un)| ≤ C2|un|+ (C2 + 1)|un|2
∗
,

denotando wN o volume da bola unitária, integrando emBR a desigualdade acima,

obtemos ∫
BR

|G(un)| dx ≤ C2|BR|+
∫
BR

(C2 + 1)|un|2
∗
dx

≤ C2wNR
N + (C2 + 1)

[
sup

∫
BR

|un|2
∗
dx

]
.

fazendo C3 = C2wN e C4 = (C2 + 1)
[
sup

∫
BR
|un|2

∗
dx
]
, segue que∫

BR

|G(un)| dx ≤ C3R
N + C4. (2.2)

Além disso,

|un| ≤ β(r), (2.3)

em que β(r) é independente de n e

lim
r→+∞

β(r) = 0.

De fato, pelo Lema Radial (B.2) (Apêndice B página 62), temos

|un(x)| ≤ CN |x|
2−N

2 ‖u‖D1,2(RN ), |x| ≥ 1,

com CN denotando uma constante que depende somente de N . Observe que,

como ‖∇u‖L2(IRN ) é limitada, existe uma constante C5 > 0 tal que

‖u‖D1,2(IRN ) =

(∫
IRN
|∇u|2 dx

) 1
2

= ‖∇u‖L2(RN ) ≤ C5
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e, tomando α = (N − 2)/2, tem-se

CN |x|−α ≤ r−α, r > 0.

Assim,

|un(x)| ≤ C5r
−α

dessa forma, α > 0 depende apenas de N e C5 apenas de ‖∇u‖L2(IRN ), a qual é

limitada. Portanto, fazendo β(r) = C5r
−α, tem-se β(r)→ 0 quando r → +∞.

Agora, como V (un) = 1, temos∫
IRN\BR

G(un) dx = 1−
∫
BR

G(un) dx

por (2.2), obtemos ∫
IRN\BR

G(un) dx ≥ 1− C3R
N − C4 (2.4)

Definindo g+ = max{g, 0}, g− = (−g)+ de modo que g = g+− g−, g+, g− ≥ 0

e

G1(z) =

∫ z

0

g+(s) ds, G2(z) =

∫ z

0

g−(s) ds.

Resulta,

G(z) =

∫ z

0

g(s) ds =

∫ z

0

(g+(s)− g−(s)) ds = G1(z)−G2(z). (2.5)

Por (2.4) e por (2.5), obtemos∫
IRN\BR

G2(un) dx ≤ C3R
N + C4 − 1 +

∫
IRN\BR

G1(un) dx. (2.6)

Como un é não crescente, isto é,

0 ≤ un(r) ≤ un(R), se r ≥ R, n ∈ IN,

por (2.3) e para R suficientemente grande, existe δ > 0 tal que

0 ≤ un(r) ≤ β(R) < δ, uniformemente em n, (2.7)
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para r ≥ R, n ∈ IN e β(R) → 0 quando R → +∞. Da condição (G1), dado

arbitrariamente ε > 0, existe δ > 0 tal que

G1(s) ≤ (ε+m)

2∗
|s|2∗ , ∀|s| < δ, 2∗ = l + 1,

com m > 0, logo por (2.7), temos

0 ≤ G1(un(r)) ≤ (ε+m)

2∗
|un(r)|2∗ , r ≥ R, n ∈ N. (2.8)

Além disso, podemos supor ε(R)→ 0 quando R→ +∞. Portanto,∫
IRN\BR

|G1(un)| dx ≤ (ε+m)

2∗

∫
IRN\BR

|un|2
∗
dx ≤ (ε+m)

2∗
C6, (2.9)

uniformemente em n para alguma constante C6 > 0. Isto juntamente com (2.2),

mostra que |G1(un)| é limitada em L1(IRN).

Sendo (un) limitada em D1,2(IRN), podemos extrair uma subsequência de (un),

a qual ainda denotamos por (un), tal que un ⇀ u fracamente em D1,2(IRN) e tal

qual na página 35 podemos supor que un → u q.t.p em IRN . Observe que esta

última convergência implica que u é não negativa q.t.p em (IRN), radialmente

simétrica e não crescente. Agora, usando (G3 bis), para qualquer R, desde que

un é limitada em H1(BR), temos∫
BR

G1(un) dx −→
∫
BR

G1(u) dx (2.10)

quando n→ +∞. Por (2.9), tem-se∫
IRN\BR

|G1(un)| dx −→ 0 (2.11)

quando R → +∞, uniformemente com respeito a n. Então por (2.10) e (2.11),

obtemos que ∫
IRN

G1(un) dx −→
∫

IRN
G1(u) dx. (2.12)

De V (un) = 1 e por (2.5), temos∫
IRN

G1(un) dx = 1 +

∫
IRN

G2(un) dx (2.13)
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segue que

lim
n→∞

∫
IRN

G1(un) dx = 1 + lim
n→∞

∫
IRN

G2(un) dx,

usando (2.12) no primeiro membro da equação acima e o lema de Fatou no

segundo membro, tem-se∫
IRN

G1(u) dx ≥ 1 +

∫
IRN

G2(u) dx,

ou seja, V (u) ≥ 1 e também, G1(u), G2(u) ∈ L1(IRN). Por outro lado, sabemos

que

T (u) ≤ lim
n→+∞

T (un) ≡ I.

Assim, como na demonstração do Teorema (1.2), conclúısse que V (u) = 1, isto é,

u ∈ A e T (u) = I. Portanto, u é solução do problema de minimização (2.1).

Etapa 5b. Existência de um multiplicador de Lagrange θ > 0;

Agora, vamos provar que existe um θ 6= 0 tal que

−∆u = θg(u) em IRN .

Observe que u ∈ H1(IRN) em qualquer região

Cε = {x ∈ IRN , ε < |x| < 1/ε}

para 0 < ε < 1. Denotando por D1,2
r o espaço de funções radiais em D1,2,

observamos também que u é uma solução para o problema de minimização

min{T (w);w ∈ D1,2
r , w = u ∈ (IRN \ Cε), V (w) = 1}.

Este é um problema clássico no calculo das variações, com T e V funcionais

de classe C1 em H1(Cε). Portanto, existe uma constante θ tal que

−∆u = θg(u)

no sentido de D′(Cε), para todo ε > 0. Isto é,

−∆u = θg(u) em D′(IRN \ {0}).
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Para ver que a equação acima é satisfeita na origem, usamos um resultado de [21]

sobre singularidades de soluções eĺıpticas semi-lineares. De fato, se u ∈ H1(B1)

satisfaz

−∆u = θg(u) em D′(B1 \ {0})

e g verifica a condição (G3 bis), então a equação também é aplicável na origem:

−∆u = θg(u) em D′(IRN).

A possibilidade θ = 0 é descartada pelo fato que V (u) = 1. Também, podemos

eliminar o caso θ < 0, pelo mesmo argumento usado na etapa 5 do Teorema

(1.2)(página 37). De fato, se w ∈ D(IRN) é tal que∫
IRN

g(u)w dx > 0

então para θ < 0 e ε > 0 suficientemente pequeno, a função v = u+ εw satisfaz

V (v) > V (u) = 1 e T (v) < T (u).

No entanto, como vimos por uma simples mudança de variável isso é imposśıvel,

consequentemente, u ∈ D(IRN) ∩H1
loc(IR

N) satisfaz −∆u = θg(u) em IRN , com

θ > 0.

Etapa 5c. Regularidade da solução de (P).

Usando uma mudança de variável, encontramos que u√θ na qual denotamos

novamente por u nesta seção, é uma solução positiva, esfericamente simétrica e

não crescente de (P). Escrevendo (P) como

−∆u = q(x)u em IRN ,

onde q(x) = g(u(x))/u(x). Por (G3 bis), q ∈ L
N/2
loc (IRN). Desde que u ∈

H1
loc(IR

N), encontramos a partir de um resultado de [19] que u ∈ Lploc(IR
N) para

1 ≤ p <∞. Argumentado como antes, vemos que u ∈ C2(IRN).
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Apêndice A

Lema de Compacidade de Strauss

Recordamos aqui um resultado de compacidade (usado na seção (1.3)) devido

a Strauss [55].

Teorema A.1 Seja P e Q : IR→ IR duas funções cont́ınuas satisfazendo

P (s)

Q(s)
→ 0 quando |s| → +∞.

Se un : IRN → IR é uma sequência de funções mensuráveis tal que

sup
n

∫
IRN
|Q(un(x))| dx < +∞

e P (un(x))→ v(x) quase sempre em IRN , quando n→ +∞. Então para qualquer

conjunto de Borel B limitado temos∫
B
|P (un(x))− v(x)| dx→ 0 quando n→ +∞.

Se além disso assumirmos que

P (s)

Q(s)
→ 0 quando |s| → 0

e un(x)→ 0 quando |x| → +∞, uniformemente em n, então P (un) converge para

v em L1(IRN) quando n→ +∞.

Demonstração: Veja [9], página 339. �
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Apêndice B

Alguns Lemas Radiais

Enunciamos aqui, alguns lemas radiais úteis sobre o decaimento uniforme no

infinito de certas funções radiais. O primeiro é devido novamente a Strauss [55].

Lema B.1 Seja N ≥ 2. Toda função radial u ∈ H1(IRN) é igual q.t.p. em IRN a

uma função U(x), cont́ınua para x 6= 0, tal que

|U(x)| ≤ CN |x|
(1−N)

2 ||u||H1(IRN ), |x| ≥ αN , (B.1)

com CN e αN dependendo somente da dimensão de N .

Demonstração: Veja [9], página 340.
�

Em seguida, enunciamos um lema radial (da mesma maneira que o lema

anterior) para o espaço D1,2(IRN). Lembramos que D1,2(IRN) denota o fecho de

D(IRN) para a norma

‖ϕ‖D1,2(IRN ) =

∫
IRN
|∇ϕ|2 dx.

Então (ver [52]) pela desigualdade de Sobolev, D1,2(IRN) ↪→ L2∗(IRN), para N ≥ 3,

com 2∗ =
2N

N − 2
·
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Lema B.2 Seja N ≥ 3. Toda função radial u ∈ D1,2(IRN) é quase sempre igual

a uma função U(x), cont́ınua para x 6= 0, tal que

|U(x)| ≤ CN |x|
2−N

2 ‖u‖D1,2(IRN ), |x| ≥ 1, (B.2)

com CN depende somente de N .

Demonstração: Veja [9], página 340.
�

Lema B.3 Se u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < +∞, é uma função radial não crescente

(isto é, o ≤ u(x) ≤ u(y) se |x| ≥ |y|), então tem-se

|u(x)| ≤ |x|−N/p
(

N

|SN−1|

) 1
p

||u||Lp(RN ), x 6= 0. (B.3)

Demonstração: Veja [9], página 341.
�

Denotamos por H1
r (IRN) o subespaço de H1(IRN) formado por funções radias.

Um importante corolário do Lema (B.1) é

Teorema B.1 A imersão H1
r (IRN) ↪→ Lp(IRN) é compacta, para 2 < p < 2N

N−2
.

Demonstração: Veja [9], página 341.
�
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Apêndice C

Alguns resultados sobre

simetrização de Schwarz

Recordamos aqui, sem provas, as propriedades básicas da simetrização de

Schwarz. Primeiro, vamos lembrar a definição do rearranjamento esférico (ou

simetrização) de uma função.

Seja f ∈ L1(IRN); então f ∗, a função simetrização de Schwarz de f , é uma

função mensurável, radial e não crescente (em r) tal que para qualquer α > 0,

µ{f ∗ ≥ α} = µ{|f | ≥ α},

com µ a medida de Lebesgue. É obvio, que∫
IRN

F (f) dx =

∫
IRN

F (f ∗) dx

para toda função cont́ınua F tal que F (f) é integrável.

Referencia: Veja [9] página 341.

Uma propriedade fundamental de f → f ∗ é a seguinte:

Desigualdade de Riesz. Seja f, g ∈ L2(IRN); então∫
IRN

f(x)g(x) dx ≤
∫

IRN
f ∗(x)g∗(x) dx. (C.1)
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Desta desigualdade otemos

‖f ∗ − g∗‖L2(IRN ) ≤ ‖f − g‖L2(IRN ), f, g ∈ L2(IRN). (C.2)

Outro consequência importante da desigualdade de Riesz é o seguinte resultado:

Seja u ∈ D1,2(IRN) se N ≥ 3 (respectivamente, em H1(IRN) para qualquer N).

Então u∗ ∈ D1,2(IRN) (respectivamente, para H1(IRN)) e tem-se∫
IRN
|∇u∗(x)|2 dx ≤

∫
IRN
|∇u(x)|2 dx (C.3)

Este resultado é essencialmente conhecido (veja [34]), mas com requisitos de

regularidade forte. Lieb fez uma demonstração simples e mais geral usando

somente a desigualdade de Riesz e a propriedade de simetria da solução

fundamental da equação do calor (veja [38]). Embora o resultado tenha sido

estabelecido apenas o caso de funções em H1(IRN), o caso u ∈ D1,2(IRN) segue de

um simples argumento de densidade.

Referencia: Veja [9] página 342.
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Apêndice D

Alguns funcionais de classe C1

em H1(IRN )

Enunciamos aqui algumas afirmações sobre o caráter de certos funcionais

definidas em H1(IRN).

Antes disso, faremos uma breve revisão sobre diferenciabilidade de funcionais

em Espaços de Banach.

Definição D.1 Seja X um espaço de Banach. Dado um funcional I : X → IR,

dizemos que I possui derivada de Gateaux no ponto u ∈ X quando existe um

funcional T0 ∈ X ′ tal que

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)− T0v

t
= 0, ∀v ∈ X.

A Derivada de Gateaux no ponto u, quando existe, é única. Vamos denota-la

simplesmente por DI(u).

Definição D.2 Seja X um espaço de Banach. Dado um funcional I : X → IR,

dizemos que I possui derivada de Fréchet no ponto u ∈ X quando existe um

funcional T ∈ X ′ tal que

lim
v→0

I(u+ v)− I(u)− Tv
‖v‖X

= 0.
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A Derivada de Fréchet no ponto u, quando existe, é única. Vamos denotá-la

simplesmente por I ′(u).

Definição D.3 Sejam X um espaço de Banach e U um aberto em X. O

funcional I ∈ C1(U, IR) se a derivada de Fréchet de I existe e é continua em

U .

Observação D.1 (a) A derivada de Gateaux é dada por

DI(u)v = lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t

(b) Se I é diferenciável à Fréchet então é diferenciável à Gateaux.

Proposição D.1 Seja X um espaço de Banach e U uma aberto em X. Se I

possui derivada de Gateaux cont́ınua em U então I ∈ C1(U, IR).

Demonstração: Seja u ∈ U e DI(u) a derivada de Gateaux em u. Definindo

a função f : [0, 1] → IR por f(t) = I(u + tv), pelo Teorema do Valor Médio (ver

Teorema (E.6) na Apêndice E), existe t0 ∈ (0, 1) tal que

f(1)− f(0) = f ′(t0),

isto é,

I(u+ h)− I(u) = DI(u+ t0v)v. (D.1)

Assim, subtraindo DI(u)v de ambos os membros da equação (D.1), obtemos

|I(u+ h)− I(u)−DI(u)v| = |DI(u+ t0v)v −DI(u)v|

≤ ‖DI(u+ t0v)−DI(u)‖X′‖v‖X . (D.2)

Desde que I possui derivada de Gateaux cont́ınua em U , então dado ε > 0, existe

δ > 0 tal que, para qualquer ‖h‖ < δ, tem-se

‖DI(u+ t0v)−DI(u)‖X′ < ε.
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Então, segue de (D.2) que

|I(u+ h)− I(u)−DI(u)v| ≤ ε‖v‖X .

Dáı concluimos que I possui derivada de Fréchet continua. Portanto, I ∈

C1(U, IR).

�

Lema D.1 Seja T : H1(IRN)→ IR o funcional dado por

T (u) =

∫
IRN
|∇u|2 dx, ∀u ∈ H1(IRN)

está bem definido e é de classe C1 em H1(IRN), com

T ′(u)φ = 2

∫
IRN
∇u∇φ dx, ∀u, φ ∈ H1(IRN).

Demonstração: Observe que T está sempre bem definido para qualquer que

seja u ∈ H1(IRN). Além disso, para u, φ ∈ H1(IRN) e h 6= 0, tem-se

T (u+ hφ)− T (u)

h
=

1

h

(∫
IRN
|∇(u+ hφ)|2 dx−

∫
IRN
|∇u|2 dx

)
=

1

h

(∫
IRN
∇(u+ hφ)∇(u+ hφ) dx−

∫
IRN
|∇u|2 dx

)
=

1

h

(
2h

∫
IRN
∇u∇φ dx+ h2

∫
IRN
|∇φ|2 dx

)
Portanto,

DT (u)φ = lim
h→0

T (u+ hφ)− T (u)

h
=

∫
IRN
∇u∇φ dx.

Logo, T possui derivada de Gateaux para todo u ∈ H1(IRN). Pela Proposição

(D.1), é suficiente mostrarmos que DT é cont́ınuo em H1(IRN). Com efeito, dado

u0 ∈ H1(IRN), seja (un) uma sequência e H1(IRN) tal que un → u0 em H1(IRN).

Para φ ∈ H1(IRN), com ‖φ‖H1(IRN ) ≤ 1,

|DT (un)φ−DT (u0)φ| =
∣∣∣∣∫

IRN
∇(un − u0)∇φ dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
IRN
|∇(un − u0)||∇φ| dx.
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Da desigualdade de Hölder (veja apêndice E, teorema (E.7)), tem-se

|DT (un)φ−DT (u0)φ| ≤
(∫

IRN
|∇(un − u0)|2 dx

) 1
2
(∫

IRN
|∇φ|2 dx

) 1
2

≤ ‖un − u0‖H1(IRN ).

Portanto,

‖DT (un)−DT (u0)‖(H1(IRN ))′ = sup
‖φ‖

H1(IRN )
≤1

|DT (un)φ−DT (u0)φ| ≤ ‖un−u0‖H1(IRN ),

mostrando que DT é cont́ınuo e, com isso, T ∈ C1(H1(IRN); IR). Além disso,

T ′(u)φ = DT (u)φ = 2

∫
IRN
∇u∇φ dx, ∀u, φ ∈ H1(IRN).

�

Teorema D.1 Seja Ω um domı́nio limitado, regular em IRN , com N ≥ 3. Seja

g ∈ C(IR) satisfazendo g(0) = 0 e

lim
s→+∞

|g(s)|
|s|l

< +∞, l =
N + 2

N − 2
. (D.3)

Então o funcional

V (u) =

∫
Ω

G(u(x)) dx, com G(t) =

∫ t

0

g(s) ds

é bem definido e de classe C1 em H1(Ω). Além disso, tem-se

〈V ′(u), v〉 =

∫
Ω

g(u(x))v(x) dx, u, v ∈ H1(Ω). (D.4)

Demonstração: Veja [9], página 343.
�

Teorema D.2 Seja N ≥ 3 e seja g uma função cont́ınua em IR satisfazendo:

g(0) = 0, a condição (D.3) e

lim
s→0
s 6=0

|g(s)|
|s|

< +∞. (D.5)
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Então, o funcional

V (u) =

∫
IRN

G(u(x)) dx

é bem definido e de classe C1 no espaço H1(IRN). Além disso,

〈V ′(u), v〉 =

∫
IRN

g(u(x))v(x) dx, u, v ∈ H1(IRN). (D.6)

Demonstração: Veja [9], página 344.
�
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Apêndice E

Resultados Gerais

5.1 Identidade de Pohozaev

Repetiremos aqui o enunciado da Proposição (E.1), para um melhor

entendimento.

Proposição E.1 (Identidade de Pohozaev) Suponha g : IR→ IR uma função

cont́ınua tal que g(0) = 0, G(t) =

∫ t

0

g(s) ds e u satisfaz

−∆u = g(u) em D′(IRN),

onde D′(IRN) é o espaço das distribuições sobre IRN . Assuma, além disso, que

u ∈ L∞loc(IRN), ∇u ∈ L2(IRN), G(u) ∈ L1(IRN).

Então u satisfaz ∫
IRN
|∇u|2 dx =

2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx (1.6)

Observação E.1 A condição u ∈ L∞loc(IR
N) pode ainda ser enfraquecida.

Enquanto às condições ∇u ∈ L2(IRN) e G(u) ∈ L1(IRN) são necessárias para que

a integrais em (1.6) façam sentido. Note também que por causa de u ∈ L∞loc(IRN),
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a teoria de regularidade padrão (veja seção (1.4.1)) mostra que u ∈ W 2,q
loc (IRN)

para qualquer q, 1 ≤ q < +∞.

Demonstração: Multiplicando a equação

−∆u = g(u)

por x∇u, com x ∈ IRN e integrando sobre BR, com R > 0 arbitrário, obtemos

∫
BR

(−∆u)(x∇u) dx =

∫
BR

g(u)(x∇u) dx. (E.1)

Fazendo

(A) =

∫
BR

(−∆u)(x∇u) dx

e

(B) =

∫
BR

g(u)(x∇u) dx,

usando o fato que ∂
∂xj

(G(u)) = g(u)uj e denotando por η = (η1, η2, ..., ηN) a

normal exterior unitária, segue que

(B) =

∫
BR

N∑
j=1

∂

∂xj
(G(u)) xj dx

= −
∫
BR

N∑
j=1

G(u)δij dx+

∫
∂BR

N∑
j=1

G(u)xjη
j dSx

= −N
∫
BR

G(u) dx+

∫
∂BR

G(u)xη dSx

= −N
∫
BR

G(u) dx+R

∫
∂BR

G(u) dSx (E.2)

Por outro lado, tem-se

(A) =

∫
BR

−
N∑
i=1

uii

N∑
j=1

xjuj dx
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=

∫
BR

N∑
i=1

ui

N∑
j=1

[δijuj + xjuij] dx−
∫
∂BR

N∑
i=1

uiη
i

N∑
j=1

xjuj dSx

=

∫
BR

[
|∇u|2 +

N∑
j=1

∂

∂xj

(
|∇u|2

2

)
xj

]
dx−R

∫
∂BR

∂u

∂η

∂u

∂x
dSx

=

∫
BR

|∇u|2 dx−
∫
BR

N∑
j=1

|∇u|2

2
δij dx+

∫
∂BR

N∑
j=1

|∇u|2

2
xjη

j dSx +

−R
∫
∂BR

∣∣∣∣∂u∂η
∣∣∣∣2 dSx

=

∫
BR

|∇u|2 dx− N

2

∫
BR

|∇u|2dx+
R

2

∫
∂BR

|∇u|2dSx −R
∫
∂BR

∣∣∣∣∂u∂η
∣∣∣∣2 dSx

=

(
2−N

2

)∫
BR

|∇u|2 dx+
R

2

∫
∂BR

|∇u|2 dSx −R
∫
∂BR

∣∣∣∣∂u∂η
∣∣∣∣2 dSx. (E.3)

Substituindo (E.2) e (E.3) em (E.1), obtemos∫
BR

|∇u|2 dx− 2N

N − 2

∫
BR

G(u) dx = (C) (E.4)

com

(C) = − 2R

N − 2

[∫
∂BR

G(u) dSx +

∫
∂BR

(∣∣∣∣∂u∂η
∣∣∣∣2 − 1

2
|∇u|2

)
dSx

]
.

Vamos agora mostrar que (C) converge para 0 para pelo menos uma sequência

Rn → +∞ adequadamente escolhida. Temos que

|(C)| ≤ 2R

[∫
∂BR

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dSx

]
. (E.5)

As condições (g1) e (g2) implicam que existe uma constante C1 > 0 tal que

|g(s)| ≤ C1|s|l, ∀s ∈ R

e dáı,

|G(s)| ≤ C2|s|l+1, ∀s ∈ R,
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com C2 = C1/l + 1 > 0. Portanto,∫
RN

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dx < +∞.

Por coordenadas polares (ver apêndice E, Teorema (E.5)), temos∫ +∞

0

[∫
RN

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dx

]
dR =

∫
RN

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dx < +∞ (E.6)

Portanto, existe uma sequência Rn → +∞ tal que

Rn

∫
∂BRn

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dSx → 0 (E.7)

quando n→ +∞. De fato, se

lim
R→+∞

R

∫
∂BRn

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dSx = α > 0,

teŕıamos a existência de um número R0 > 0 tal que

R

∫
∂BRn

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dSx >

α

2
, ∀R > R0

e dáı, ∫ +∞

0

[∫
∂BRn

(
|G(u)|+ |∇u|2

)
dSx

]
dR ≥ α

2

∫ +∞

R0

1

R
dR = +∞

contradizendo (E.6). Então, da desigualdade (E.5), temos que (C) converge para

0 se escolhermos R = Rn e se considerarmos o limite de n → +∞. Por outro

lado, fazendo

fn(x) = |∇u(x)|2XBRn (x) e hn(x) = G(u(x))XBRn (x),

temos que

fn(x)→ |∇u(x)|2, |fn| = ||∇u|2XBRn | ≤ |∇u|
2 ∈ L1(IRN)

e

hn(x)→ G(u), |hn| = |G(u)XBRn | ≤ |G(u)| ∈ L1(IRN),
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pelo Teorema da Convergência Dominada (veja apêndice E), obtemos∫
BRn

|∇u|2 dx =

∫
IRN
|∇u|2XBRn dx =

∫
IRN

fn dx→
∫

IRN
|∇u|2 dx

e ∫
BRn

G(u) dx =

∫
IRN

G(u)XBRn dx =

∫
IRN

hn dx→
∫

IRN
G(u) dx

quando n→ +∞. Então, segue de (E.4), escolhendo R = Rn e passando o limite

n→ +∞, que ∫
IRN
|∇u|2 dx =

2N

N − 2

∫
IRN

G(u) dx.

�

5.2 Multiplicadores de Lagrange para dimensão

infinita

Para a demonstração do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para

dimensão infinita, é necessário o seguinte lema:

Lema E.1 Seja X um espaço de Banach. Suponha que J, F : X → IR são de

classe C1. Se para algum x0 ∈ X podemos encontrar υ, w ∈ X tais que

J ′(x0)υ F ′(x0)w 6= J ′(x0)w F ′(x0)υ,

então J não tem um extremo local em x0, mesmo quando restrito a

M = {x ∈ X : F (x) = F (x0)}.

Demonstração: Suponha x0, υ, w ∈ X como na hipótese Consideremos ϕ :

IR2 → IR2 definida por

ϕ(s, t) = (f(s, t), g(s, t)),
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onde f(s, t) = J(x0 + sυ+ tw) e g(s, t) = F (x0 + sυ+ tw), para cada (s, t) ∈ IR2.

Notemos que a função ϕ é de classe C1 e que, se [Jϕ(0, 0)] denota a Matriz

Jacobiana de ϕ no ponto (0, 0), então:

det[Jϕ(0, 0)] =

∣∣∣∣∣∣ J
′(x0)υ F ′(x0)υ

J ′(x0)w F ′(x0)w

∣∣∣∣∣∣ = J ′(x0)υ F ′(x0)w − J ′(x0)w F ′(x0)υ 6= 0.

Segue então do Teorema da Função Inversa (veja [40]) que existe uma

vizinhança V de (0, 0) e uma vizinhança W de ϕ(0, 0) = (J(x0), F (x0)) tais

que ϕ : V → W é um difeomorfismo.

Seja Bδ(x0) ⊂ X, com δ > 0, uma vizinhança de x0 em X. Vamos mostrar

que existe y0 ∈ M ∩ Bδ(x0) tal que J(y0) > J(x0). Desse modo x0 não pode ser

um máximo local de J restrito a M . Para tanto, tome δ′ > 0 suficientemente

pequeno tal que Bδ′(0) ⊂ V e, além disso,

δ′ <
δ

||υ||X + ||w||X
. (E.8)

Assim, ϕ
∣∣∣
Bδ′ (0)

é um difeomorfismo entre Bδ′(0) e W̃ = ϕ(Bδ′(0)) ⊂ W . Como

W̃ é aberto, podemos tomar ε > 0 pequeno de modo que (J(x0)+ε, F (x0)) ∈ W̃ .

Então existe (s0, t0) ∈ Bδ′(0) tal que ϕ(s0, t0) = (J(x0) + ε, F (x0)), isto é,

(J(x0) + ε, F (x0)) = ϕ(s0, t0)

= (f(s0, t0), g(s0, t0))

= (J(x0 + s0υ + t0w), F (x0 + s0υ + t0w))

Dáı,

J(x0 + s0υ + t0w) = J(x0) + ε > J(x0)

e

F (x0 + s0υ + t0w) = F (x0)
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Afirmamos que y0 = x0+s0υ+t0w ∈M∩Bδ(x0). De fato, como F (y0) = F (x0)

então y0 ∈ M . Agora, como (s0, t0) ∈ Bδ′(0), podemos usar (E.8) para concluir

que

||y0 − x0||X = ||s0υ − t0w||X

≤ |s0| ||υ||X + |t0| ||w||X

≤ |(s0, t0)|(||υ||X + ||w||X)

≤ δ′(||υ||X + ||w||X) < δ

Portanto, y0 ∈ Bδ(x0). De J(y0) > J(x0) concluimos que x0 não é ponto de

máximo local de J restrito a M . De maneira análoga podemos mostrar que

x0 não pode ser ponto de mı́nimo local da restrição de J a M . Isso conclui a

demonstração.
�

Teorema E.1 (dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um Espaço de

Banach, J, F ∈ C1(X, IR) e x0 ∈ X um extremo local de J restrito ao conjunto

M = {x ∈ X : F (x) = F (x0)}.

Se F ′(x0) 6= 0, então existe θ ∈ IR tal que

J ′(x0)υ = θF ′(x0)υ

para qualquer υ ∈ X. O número θ é chamado Multiplicador de Lagrange.

Demonstração: Fixemos w ∈ X tal que F ′(x0)w 6= 0. Desde que x0 é um

extremante local de J restrito a M , do Lema (E.1) tem-se, para cada υ ∈ X,

J ′(x0)υF ′(x0)w = J ′(x0)wF ′(x0)υ

Tomando θ =
J ′(x0)w

F ′(x0)w
, obtemos o resultado desejado.

�
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5.3 Resultados de convergência

Lema E.2 (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de funções de L1 tal que

(a) Para cada n, fn(x) ≥ 0 q.t.p em Ω.

(b) sup
n

∫
Ω

fn(x) dx <∞.

Para cada x ∈ Ω ponha f(x) = lim
n→∞

fn(x). Então f ∈ L1(Ω) e∫
f(x) dx ≤ lim

n→0

∫
fn(x) dx.

Demonstração: Veja [16] página 90.

Teorema E.2 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma sequência de funções em L1(IRN). Suponhamos que

(a) fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω.

(b) Existe uma função g ∈ L1(Ω) tal que para cada n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em

Ω.

Então, f ∈ L1 e ‖fn − f‖1 → 0.

Demonstração: Veja [16] página 90.

5.4 Fatos de Cálculo

Nesta seção, assumimos Ω um subconjunto aberto, limitado de IRN e ∂Ω é C1.

Teorema E.3 (Integração por partes) Seja u, v ∈ C1(Ω). Então∫
Ω

uxiv dx = −
∫

Ω

uvxi dx+

∫
∂ω

uvηi dS, (i = 1, ..., N)

Demonstração: Veja [26] página 628.
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Teorema E.4 (Formulas de Green) Seja u, v ∈ C2. Então

(a)

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
dS.

(b)

∫
Ω

∇u∇v dx = −
∫

Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

∂v

∂η
dS.

(c)

∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

u
∂v

∂η
− v∂u

∂η
dS.

Demonstração: Veja [26] página 628.

Teorema E.5 (Coordenadas polares)

(a) Seja f : IRN → IR uma função cont́ınua e somavel. Então∫
IRN

fdx =

∫ ∞
0

(∫
∂Br(x0)

f dS

)
dr.

para cada ponto x0 ∈ IRN .

(b) Em particular
d

dr

(∫
Br(x0)

f dx

)
=

∫
∂Br(x0)

f dS,

para cada r > 0.

Demonstração: Veja [26] página 628-629.

Teorema E.6 (Teorema do Valor Médio) Dada f : Ω→ IR diferenciável em

todos os pontos do segmento de reta aberto (a, a+v) e seja cont́ınua sua restrição

ao segmento fechado [a, a+ v] ⊂ Ω ⊂ IRN . Existe θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
N∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ θv) · αi,

onde v = (α1, ..., αN).

Referência: Veja [40] página 138.

Teorema E.7 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq, onde p > 1

e 1
p

+ 1
q

= 1. Então, fg ∈ L1 e ‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Demonstração: Veja [7] página 56-57.
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5.5 Resultado de imersão

Teorema E.8 (Teorema de Imersões de Sobolev) As seguintes imersões

são cont́ınuas:

H1(IRN) ↪→ Lp(IRN), 2 ≤ p <∞, N = 1, 2; (E.9)

H1(IRN) ↪→ Lp(IRN), 2 ≤ p < 2∗, N ≥ 3; (E.10)

D1,2(IRN) ↪→ L2∗(IRN), 2 ≤ p < 2∗, N ≤ 3. (E.11)

Referência: Veja [52], página 9.

5.6 Prinćıpios de Máximo

Teorema E.9 (Prinćıpio de Máximo Fraco) Seja Ω ⊂ IRN um conjunto

aberto e limitado, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e L um operador diferencial eĺıptico de

segunda ordem da forma

Lu = −
N∑
i=1

N∑
j=1

aijuxixj +
N∑
i=1

biuxi

com coeficientes aij, bi cont́ınuos. Valem as seguintes afirmações:

(a) se Lu ≤ 0 em Ω, então max
x∈Ω

u(x) = max
x∈∂Ω

u(x);

(b) se Lu ≥ 0 em Ω, então min
x∈Ω

u(x) = min
x∈∂Ω

u(x).

Demonstração: Veja [26] página 327-329.

Lema E.3 (Um refinamento do Lema de Hopf) Sejam Ω ⊂ IRN um

conjunto aberto, u ∈ C2(Ω) e c ∈ L∞(Ω). Suponhamos que −∆u+ cu ≥ 0 em Ω,

u ≥ 0 em Ω,
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com u não identicamente nula. Se para algum x0 ∈ ∂Ω temos u(x0) = 0 e Ω

satisfaz a condição da bola interior em x0, então

∂u

∂η
(x0) < 0,

com η denotando a normal unitária exterior.

Demonstração: Veja [26] página 519-520.

Teorema E.10 (Prinćıpio do Máximo Forte) Seja Ω ⊂ IRN um conjunto

aberto, limitado e conexo, u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) e L um operador diferencial eĺıptico

de segunda ordem da forma

Lu = −
N∑
i=1

N∑
j=1

aijuxixj +
N∑
i=1

biuxi

com coeficientes aij, bi cont́ınuos. Valem as seguintes afirmações:

(a) se Lu ≤ 0 em Ω e existe x1 ∈ Ω tal que u(x1) = max
x∈Ω

u(x), então u é

constante em Ω;

(b) se Lu ≥ 0 em Ω e existe x2 ∈ Ω tal que u(x2) = min
x∈Ω

u(x), então u é

constante em Ω.

Demonstração: Veja [26] página 333.

5.7 Resultado de regularidade

Lema E.4 (Lema de Brezis-Kato) Seja Ω um domı́nio em IRN e seja g :

Ω× IR→ IR uma função Carathéodory tal que para quase todo x ∈ Ω vale

|g(x, u)| ≤ a(x)(1 + |u|)

com a função a ∈ LN/2loc (Ω). Suponhamos que u ∈ H1,2
loc (Ω) seja uma solução fraca

da equação

−∆u = g(., u) em Ω.
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Então u ∈ Lqloc(Ω) para qualquer q < +∞. Se u ∈ H1,2
0 (Ω) e a ∈ LN/2(Ω), então

u ∈ Lq(Ω) para qualquer q < +∞.

Referência: Brezis e Kato [14].
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Paris VI, (1984).

[12] Berger, M. S., Nonlinearity and nonlinear functional analysis. Academic

Press, New York (1979).

[13] Berger, M. S., On the existence and structure of stationary states for a

nonlinear Klein-Gordon equation. J. Funct. Anal. 9, 249-261 (1972).

[14] Brezis, H., e T. Kato, Remarks on the Schrodinger operator with singular

complex potentials. J. Math. Pure Appl. 58, 137-151 (1979).

[15] Brezis, H., e R. E. L. Turner, On a class of superlinear elliptic problems.

Comm. P.D.E. 2, (6) 601-614 (1977).

[16] Brezis, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential

Equations (2010).

[17] Browder, F. E., Nonlinear eigenvaluue problems and group invariance. In

Functional Analysis and Related Fields, Browder, F. E. editor. Springer

Verlag (1970), New York. 1-58.

83



[18] Browder, f. E., Existence theorems for nonlinear partial differential equations.

Proc. Symp. Pure Math. 16 A.M.S. Providence (1970), 1-60.

[19] Clarke, D. C., A variant of the Lusternik-Schnlrelman Theory. Ind. Univ.

Math. J. 22, 65-74 (1972).

[20] Coffman, C. V., A minimum maximum principle for a class of nonlinear

integral equations. J. Analyse Math. 22, 391-419 (1969).

[21] Coffman, C. V., Uniqueness of the ground state solution for ∆u−u+u3 = 0

and a variational characterization of other solutions. Arch. Rat. Mech. Anal.

46 (6), 81-95 (1972).

[22] Coleman, S., The fate of the false vacuum. I–Semi-classical Theory. Phys.

Rev. D. 15, 2929 (1977).

[23] Coleman, S., Glazer, V., e A. Martin, Action minima among solutions to a

class of Euclidean scalar field equations. Comm. Math. Phys. 58 (2), 211-221

(1978).

[24] Dancer, E. N., Boundary value problems for ordinary differential equations

in infinite intervals. Proc. London Math. Soc. 30, 76-94 (1975).
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aux problèmes ellipt́ıques, Springer-verlag, heidelberg, (1993).

[40] Lima, E. L., Análise Real v. 2, 6 ed., Rio de Janeiro: IMPA, 2003.

85



[41] Nehary, Z., On a nonlinear differential equation arising in nuclear physics.

Proc. Roy. Irish Acad. 62, 117-135 (1963).

[42] Nussbaum, R., Positive solutions of nonlinear elliptic boundary value

problems. J. Math. Anal. Appl. 51 (2), 461-482 (1975).

[43] Pohozaev, S.I., Eigenfunctions of the equation ∆u + λf(u) = 0. Sov. Math.

Doklady 5, 1408-1411 (1965).

[44] Rabinowitz, P. H., Variational methods for nonlinear eigenvalue problems.

In Eigenvalues of Non-linear problems. C. I. M. E., Ediz. Cremonese, Rome,

1974.

[45] Rabinowitz, P. H., Variational methods for nonlinear elliptic eigenvalue

problems. Indiana Univ. Math. J. 23, 729-754 (1974).

[46] Ryder, G. H., Boundary value problems for a class of nonlinear differential

equations. Pacific J. Math. 22 (3), 477-503 (1967).

[47] Strauss, W. A., Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm.

Math. Phys. 55, 149-162 (1977).

[48] Stuart, C. A., Battelle. Inst. Math. report no 75, 1973.

[49] Struwe, M., Variotional Methods: Applications to Nonlinear Partial

Differential Equations and Hamiltonian Systems, Springer Verlang. (1990).

[50] Synge, J. L., On a certain nonlinear differential equation. Proc. Roy. Irish

Acad. 62, 17-41 (1961).

[51] Weinberger, M.F., Asymptotic behaviour of a model in population genetics.

Indiana Univ. Seminar in Applied Math., 1976-1977. Chadam J. editor,

Lecture Notes in Math. 648. Berlin Heidelberg New York: Springer 1978.

[52] Willem, M., Minimax theorems, Birkhauser. Boston, (1996).

86


