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Resumo

O objetivo deste trabalho é estabelecer resultados de existéncia e nao existéncia de solugao

para a seguinte classe de sistemas acoplados envolvendo equagoes de Schrodinger nao-lineares

(5.) —Au+ Vi(z)u = pluP7?u + MNz)v, =RV
g —Av + Va(x)v = |v|7 %0 + Ax)u, =€ RV,

onde N >23,2<p<qg<2e2 = é o expoente critico de Sobolev.

N -2
Seguindo os passos de J.C.A. Melo Junior. [23], solucionaremos os problemas utilizando
argumentos dos métodos de Minimizacao baseado na variedade de Nehari para os casos de

existéncia e utilizaremos a identidade de Pohozaev no caso de nao existéncia de solucao.

Palavras-chave: Solugao ground state, Sistema acoplado, Variedade de Nehari,

Imersoes de Sobolev.
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Abstract

The objective of this work is to establish the existence and non-existence of a solution for

the following class of coupled systems involving non-linear Schrodinger equations

—Au+ Vi(z)u = plulP~2u+ Nz)v, =€ RN
—Av + Vy(x)v = |v|7 %0 + Ax)u, =€ RV,

2N
where N > 3,2 < p < ¢g<2*and 2* = N3 is the critical exponent of Sobolev.

Following in the ffotsteps of J.C.A. Melo Junior. [23], we will solve the problems
using arguments of methods of minimization based on the Nehari Manifold for the cases of

existence and we will use Pohozaev identity in case of no solution.

Key words: Ground state solution, Coupled system, Nehari Manifold, Sobolev
embedding.
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Introducao

O interesse deste trabalho é estabelecer resultados de existéncia e nao existéncia de
solucao para a seguinte classe de sistemas acoplados envolvendo equagoes de Schrodinger

nao-lineares do tipo

—Au+ Vi(z)u = pluP"?u + Nz)v, =€ RV,

(Su)
—Av + Va(x)v = |v|7 %0 + A(x)u, =€ RV,

2N
onde N > 3,2 <p<qg<2te2 = N o é o expoente critico de Sobolev. Um dos

principais resultados é provar a existéncia de solucao ground state para o caso subcritico,

ou seja, quando, 2 < p < g < 2" e para o caso critico, quando, 2 < p < ¢ = 2*. No caso
critico a existéncia de solucao ground state esta relacionada com o parametro p introduzido

na primeira equacao do sistema (.5),).

Estudaremos duas classes de potenciais nao-negativos: periddico e assintoticamente
periédico. A prova dos resultados apresentados serao via métodos de minimizacao baseado
na variedade de Nehari. Para o caso critico, quando, p = ¢ = 2*, sera utilizado a identidade

de Pohozaev para provar que o sistema (.5,) ndo admite solugao positiva.

Além disso, estudaremos a existéncia de soluc¢ao ground state para a seguinte classe de

sistemas acoplados.



5. —Au+ Vi(z)u = plulp~2u+ Xz)v, =eRV,

In ~ ~
—Av + Va(z)v = [v|97%0 + A(x)u, xRV,

onde os potenciais Vi (z), Va(z) e M) sdo assintGticamente periédicos, isto ¢, sao limites

infinitos das fungoes periddicas Vi(x), Va(z) e A(z).

Esta dissertagao é um estudo de J.C.A. Melo Junior [23], onde o autor trata da existéncia

de solucao ground state para a seguinte classe de sistemas acoplados

—Au+Vi(z)u = fi(z,u) + Nz)v, xeRY,

(0.1)
—Av + Vo(x)v = fo(z,v) + AMz)u, =€ RV,

onde os potenciais V; : RN — R, V5 : RN — R sao nao negativos e estdo relacionados com

o termo de acoplamento A : RY — R por |A(z)| < §4/Vi(z)Va(z) para algum ¢ € (0, 1).

O estudo de solucoes ground state para sistemas acoplados fez grandes progressos e
atraiu a atencao de muitos autores por seu grande interesse fisico. As solugoes do sistema,

(0.1]) estao relacionadas com as ondas estacionérias do sistema a seguir.

—ia—w =AY —Vi(z)Y + fi(z, ) + Mz)p, x € RN t>0

825 (0.2)
—i— = A¢ — Vao(x)p + fo(z,0) + M), z€RN >0

onde ¢ denota a unidade imagindria. Essa classe de sistema surge em varios ramos da
fisica matemaética e topicos nao-lineares, e pode descrever diferentes fenomenos fisicos,
como condensados de Bose-Einsten, mistura de Bose-Ferni, propagacao em fibras opticas
birefrigentes e meios fotorefrativos do tipo Kerr, ver [2,12,16,24,26] e suas referéncias. Para
o sistema (0.2)), uma solu¢do da forma (¢(z,t), ¢(z,t)) = (exp(—iEt)u(z), exp(—iEt)v(x)),

onde F é uma constante real, é chamada de solucao de onda estacionaria.

Podemos notar que paraocaso A=0, Vi = Vo, =V, fi = fo = f e u = v, o sistema

(0.1]) se reduz a seguinte classe de equagoes de Schrodinger



— Au+V(x)u= f(x,u). (0.3)

Esta classe de equacoes foi extensivamente estudada por diversos autores. A fim de
superar a dificuldade originada pela falta de compacidade, foi introduzido varias classes de
potenciais, podemos citar entre outros o trabalho de P. Rabinowitz [25], que considerou uma
classe de potenciais limitados e coercivos, nesse trabalho ele aplicou métodos variacionais
baseado em variantes do Teorema do Passo da Montanha para obter resultados de existéncia

para (0.3)) quando f(x,s) é subcritico ou superlinear.

Em [10], Z. Chen e W. Zou estudaram a existéncia de solugdo ground state para a

seguinte classe de sistemas acoplados criticos com potenciais constantes

—Au+ pu = [uP?u+ v, xRN,

. (0.4)
—Av+wvv = |v]* v+ Ay, z€RY,
2N »
quando N >3 el <p < 2*—1, onde 2* = N o é o expoente critico de Sobolev. Eles

provaram que existem parametros criticos py > 0 e A,, € [\/(,u — o)V, 1/,ul/] tais que,
(0.4) tem uma solugao ground state positiva quando A > \,, e ndo possui solugao ground

state quando p1 > pg e A < A, .

Sistemas acoplados de equacoes de Schrodinger nao-lineares do tipo

—Au+ pu = (1 + a(x))|ulf u+ I, zeRY, (05)

—Av+vv = (1+b(z))|v]9™ v + M, z€RY, ‘
foram estudados por A. Ambrosetti [3] com dimensdo N = 1 e A. Ambrosetti, G. Cerami, D.
Ruiz [5] com N > 2. Em [5] os autores usaram argumentos de concentragao de compacidade
para provar a existéncia de solucao ground state positivo quando p = v = 1, A € (0,1),

1 <p=g¢q<2—1,a(x) e b(z) se anulando no infinito. Em [11] Z. Chen ¢ W. Zou



ampliaram e complementaram alguns resultados apresentados em [5], estudando a seguinte

classe de sistemas acoplados

—Au+ pu = fi(z) + Iv, xRV, (0.6)
—Av+vv = folx) + Au, xRV, .

os autores obtiveram a existéncia de solucao ground states radiais positivas e estimativas
de energia que fornecem uma descricao de comportamento no limite, quando o parametro

A vai pra zero.

No que segue considerando em (0.1) fi(z,u) = plulP"2u e fo(z,v) = |v|?"%v obtemos o

sistema (5,), o qual serd estudado dividido em trés casos:

(i) (caso subcritico) 2 < p < ¢ < 2*
(i) (caso critico) 2 <p < g = 2*
(iii) (caso critico) p = ¢ = 2*
O caso subcritico esté relacionado no artigo classico de H. Brezis e E.H. Lieb. [9], que
provaram a existéncia de solucao ground state para a seguinte classe de sistemas
— Aug(x) = g'(u(z)),i = 1,2,...,n, (0.7)
0G(u)

8Ui
Vi(x) = p, Va(z) =v e Az) = A, com 0 < XA < d,/uv, o sistema (S,) se torna um caso

onde ¢'(u) = , para algum G € C*(RY), N > 3. Pode ser verificado que quando

particular do sistema (0.7)), satisfazendo todas as hipdteses requeridas para g em [9]. No
entanto, vamos lidar com um termo de acoplamento mais geral e duas classes de potenciais

nao-negativos: periddicos e assintéticamente periddicos.

Para o sistema (.5,,) serd estudado os casos:

(i) (caso subcritico) 2 < p < ¢ < 2*



(i) (caso critico) 2 <p < q=2*

Nosso trabalho sera estruturado da seguinte forma:

No capitulo 1, mostraremos alguns resultados que serao de grande ajuda para
demonstrar os principais teoremas deste trabalho, para isso iremos definir solu¢ao ground
state e os espacos que irao ser trabalhados, iremos introduzir a variedade de Nehari N e

mostraremos algumas relacoes entre o funcional associado ao sistema (5,) e o conjunto .

No capitulo 2, iremos usar resultados importantes como o Principio Variacional de
Ekeland, o Lema de Lions, o argumento de Bootstrap, desigualdade de Holder, imersoes
continuas e compactas de Sobolev, o Principio do Maximo Forte, entre outros resultados que
serao necessarios para mostrar que o sistema (.5,,) possui solugao ground state nao-negativa
e positiva para o caso subcritico 2 < p < ¢ < 2* e para o caso critico 2 < p < ¢ = 2*, onde

os potenciais V;(x) e A\(x) sao periddicos.

~

No capitulo 3, mostraremos que o sistema (.5,,) possui solu¢ao ground state ndo-negativa
e positiva para o caso subcritico 2 < p < g < 2* e para o caso critico 2 < p < ¢ = 2%, para

isso trataremos do caso onde os potenciais ‘};(a:) e S\(x) sao assintéticamente periddicos.
No capitulo 4, usaremos a identidade de Pohozaev para mostrar que o sistema (.5,)
nao possui solugao classica positiva quando p = ¢ = 2%, onde os potenciais V;(z) e A\(x) sdo

periodicos.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Antes de enunciamos e demonstrarmos os principais resultados deste trabalho, iremos
neste capitulo, definir solugao ground state, os espacos F; e E; e estabelecer uma abordagem

A

variacional para tratar dos sistemas (.S,) e (5,), iremos também mostrar que os espacos E;
e E; estdo imersos continuamente em LP(RYN) para todo p € [2,2*] e por fim, enunciar
e demonstrar alguns resultados que serao de grande ajuda para a prova dos teoremas

principais.

Definigao 1.1. Dizemos que um par (u,v) € FE\{(0,0)} é uma solu¢ao ground state
(solugao de menor energia) de (S,), se (u,v) € uma solugdo de (S,,) e sua energia € minima
entre as energias de todas as solugdes ndo-triviais de (S,), isto €, I(u,v) < I(w,z) para
qualquer solu¢ao nao-trivial (w,z) € E. Dizemos que (u,v) é ndo-negativa (ndo-positiva)
se u,v =0 (u,v < 0) e positiva (negativa) se u,v >0 (u,v < 0).

Em virtude da presenga dos potenciais Vi(z), Va(x) e Vi(x), Vo(x) para ¢ = 1,2

apresentamos os seguintes espagos:

E; = {u c H'RY): /RN Vi(x)uldr < oo} ,



dotado com o produto interno

(u,v)g, = Vqudm—i—/ Vi(x)uvdz,

RN RN
com a norma
Julfy, = (wwe = [ [Vuldo+ [ Viiplds
RN RN
E o espacgo

E; = {u € H'RY): / Vi(z)ulde < oo},
RN

dotado com o produto interno

(u,v)p = Vqudx—i—/ Vi(z)uvde,

RN RN

e norma dada por
Julfy, = (wwe, = [ [VuPdo+ [ Vigeylds
RN RN

Para estabelecer uma abordagem variacional para tratar do sistema (S,) precisamos

exigir hipéteses adequadas sobre os potenciais. Para cada ¢ = 1,2 assumimos que

(V1) Vi, A € CYRY) sdo 1 periédicos em cada um 1, ..., Ty,

(V) Vi(x) = 0 para todo z € RN e

v; = inf {/ |Vu|2dx+/ Vi(x)u?dx :/ widr = 1} > 0,
uek; RN RN RN

(V3) [A\(z)] < 04/ Vi(x)Va(x), para algum § € (0,1), V z € RN,
(V3) 0 < AMa) < 0/ Vi(z)Va(z).

Observacao 1.1. uma funcgao é dita 1 periddica quando € periodica de periodo 1 em cada



coordenada.

Note que (V3) implica que E; é imerso continuamente em LP(RY) para todo p € [2,27],

mais adiante iremos demonstrar este fato.

Da mesma forma para o sistema (S,) precisamos exigir hipéteses adequadas sobre os

potenciais. Para cada ¢ = 1,2 assumimos que

(Vi) Vi,A € CHRN), Vi(z) < Vi(x), AM(z) < A(z), para todo 2 € RN e
lim |Vj(z) — Vi(z)| =0e lim |A(z)— Ax)| =0,

(Vs) Vi(x) = 0, para todo x € RY e

v; = inf {/ ]Vu]ZdJH—/ Vi(x)uldx :/ wde = 1} > 0,
uek; RN RN RN

(Vs) [A(@)] < 61/Vi(x)Va(z), para algum 6 € (0,1), ¥ = € RV,

(V1) 0 < Azx) < 04/ Vi(z)Va(z), para algum & € (0,1), V 2 € RN,

Note que (V) implica que E; é imerso continuamente em LP(RY) para todo p € [2,27].

Definimos o espaco produto E = E; X F,, temos que F é um espaco de Hilbert quando

dotado do produto interno

((u,v), (z,w)) = / (VuVz + Vi(z)uz + VoVw + Va(x)vw) de,
RN
com norma dada por

ol = (o) ) = [ (FuP + Vi) do

RN

[ (9 Va(o?) do =l + ol



Associado ao sistema (.S,,), temos o funcional energia / : E — R definido por
o) =5 (Mol =2 [ Majuwde ) = 2jull = 2ol
2 RN p Poog
Observando que I € C?(E,R), ver Lema com

(70,00, (00) = (.00, 0,00) = [ (b0 -+ ol" 200+ Xo) w +00) )

onde (¢,7) € C§°(RYN) x C5°(RYN).

Assim, os pontos criticos de I correspondem a solucoes fracas de (S),).

Da mesma forma definimos o espago produto E = E; x Fy. Temos que E é um espago

de Hilbert quando dotado do produto interno
((u,v), (z,w)) = / (Vqu + Viuz + VoV + ngw> dx
RN

€ norma

ol = (o)) = [ (FuP + Vi)t )da

T / (IVof? + Va(@)o?)dz = [[ull2, + [lo]%,
RN

Observagao 1.2. Notemos que o espaco E; estd imerso continuamente em LP(RY), para
todo p € [2,2%].
De fato, seque do Teorema (ver Apéndice A) que existe C > 0 tal que

[l Loy < Cllull - (1.1)

Assim, basta mostrar que existe um K > 0, tal que



[ulla < Kllull ;-

Observe que por (Vy), temos v; < |[ul|%. V |ulpz = 1, tomando v = %;u # 0, temos
‘ U\r2

vilulz. < Jlull,.

assim,
1
Jull = [ (FuP+ayde < [ 9l
RN RN v;
logo,
1 1
ol < [ (V0P + Vi) de+ Ll = (1+—,) lull%
RN V; v;
ou seja,

lullar < Kul

B (1.2)
1
onde K = 1+—.
Vi
De e , concluimos que E; é imerso continuamente em LP(RY) para todo
p € [2,27].

De forma andloga se mostra que o espaco E; estd imerso continuamente em LP(RY) com

pE [2,2%]

Observagao 1.3. A hipdtese (V3) serd muito utilizada daqui em diante. O prdzimo
resultado € uma importante estimativa obtida por essa suposicao e serd citada e usada
no restante do trabalho. FEste resultado serd importante para provar a existéncia de
solugdo ground state nao negativa para o sistema (S,), quando (V1)-(V3) sao vdlidos, para
2<p

q < 2* e a ezisténcia de uma Ground State positiva, quando (Vi) € valido, para

<
2<p<Lg<2n.

Lema 1.1. Se (V3) € vdlido, entdo temos

I(u, )1 = Q/RN Mz)uvdr > (1= 6)|(u, v)|5- (1.3)

10



Demonstragao: Para (u,v) € E, temos

0< (V@ - V@) =

Desde que

2)u? — 2/ Vi (@)|ulv/Va(z)[v] + Va(2)v”

A@)ullv] = Alz)uv,

Seque-se que

—2X\(z)uv >

Assim,

—2[A(@)[[ul[v].

—2/ Az )uvdxr > —2/ IA(2)]|u||v|d.
RN RN

Para 6 € (0,1), seque de (V3) que

[A@)fullv] <

o que tmplica

9 / @) fulloldz >
RN

De , tem-se

v/ Vi(@)[ul/Va(z)lv

2 [ VATl

=2/ Vi (2)|ul\/Va(z)

logo,

vl > =Vi(z)u® — Va(z)v*,

=20/ Va(@)luly/Va()

Assim,

v| > —5<V1(a:)u2 + ‘/2(..’[’)1}2>.

11

(1.4)



-2 [ VWV To)ide > -3 ( [ viteneds+ [

RN

VQ(:E)dex) . (1.7)
Note que,

Vl(x)u2dx—|—/ Va(x)v*de,

RN

o)l = [ (I96P + Vi) + 9o +Va(opo?)ao > [

RN

o que tmplica

-0 (/ \/1(:E)u2dx+/ Vz(x)vgdm) > —6||(u,v)]|5. (1.8)
RN RN
Entao, de - @, obtemos
—2/ Mz)uvdz > —0]|(u, 0|2
RN

Somando ||(u,v)||%, em ambos os membros da expressio anterior, temos

I(u, )1 = Q/RN Mz)uvds > (1= 0)||(u, v)|[5,

mostrando assim o resultado. O]

Para provar a existéncia de solucao ground state, consideremos a variedade de Nehari

associada ao sistema (5,), dada por
N = {(u, v) € B\{(0,0)} : (I'(u,v), (u, v)) = o}.

Observamos que todos os pontos criticos nao-triviais de I pertencen a X e definimos a
energia ground state por

cx = inf I(u,v).
(u,w)en

Observe que se (u,v) € N, entao

12



ol —2 [ AMajuwde—u [ = [ ol =0
RN RN RN

I(u, )17 — 2 /RN A@)uvdr = plfullf + [Jo]g- (1.9)

implicando

O resultado seguinte a ser apresentado também serd importante para provar a existéncia
de solugdo ground state ndo negativa para o sistema (S,), quando (V;)-(V3) sao vilidos,
para 2 < p < ¢ < 2" e a existéncia de uma solu¢ao ground tate positiva quando, (V) é

valido para 2 < p < ¢ < 2*.

Lema 1.2. Eriste a > 0, tal que, ||(u,v)||g = «, para todo (u,v) € R. Além disso, R é uma
variedade C*.

Demonstragao: Seja (u,v) € X. De e temos

(1= ), )l < ll(w )l — 2/RN Az)uvdr = pl|ulff +[[o]g.
Desde que E; € imerso continuamente em LP(RYN) com p € [2,2*], obtemos

(1= 0)ll(u, v)Iz < pCillully, + CallvllE,-

Sendo 1
3
il = ([ 1vuar+ [ vieanar)
RN RN
entao )
5
il = ([ 1vupar+ [ vienear)
RN RN
logo,

g
|w&=(/|wfm+/'mmwm>
RN RN

13



Como 2 < p, entao 1 < g, dai seque que

ull, < (/ \Vu|2dx—|—/ Vl(x)UQda:—l—/ \Vv\de—i—/ ‘/2(.1')’02(1.1')
RN RN RN RN

Da definicao de norma no espaco E e nos espacos E; obtemos

P p

2 2
ey, < (llull, + 11003, )" = (I o)) = vl (1.10)
De forma andloga, mostra-se
o], < lI(w,v)|%- (1.11)

Logo,
(1 =), )5 < 1C:ll(w, )| + Call(w, ) ||

Escolhendo C' = mdx{uCy, Cy}, temos

(1= )l )z < C (I, ) + Nl (. v) 1)

Portanto,

1-9¢
0< —= < l(w )"+ lI(w, )l

Fizando (u,v) € X e escolhendo

(e, 0) 1 = ma { | (u, ) |5, 11w, 0) 157}

temos

0< —2 <20l

o que tmplica

< |[(w,v)l -



1—90

——, concluimos que

T

Tomando o =

|(u,v)[|g =2 a, ¥V (u,v) €. (1.12)

Agora, seja J : E\{(0,0)} — R o funcional C* definido por
J(U,U) = <II(U,U), (u7 U)> = ||<u7v)||2E - 2/VRN )\(I)U’de - /‘LHqu - ||U||g

Observe que, se (u,v) € N, entio J(u,v) = 0 = (u,v) = J10), 8 = JH0).

Observamos que
o) o) =2 (ol =2 | Awuods ) = pulul - alol
[Ver Apéndice B]. Assim,

e o)y = 2 (ol =2 [ Nauwds) pulllf - ol + plll - alol

= 2wl —2 [ Moz ) = plalully + [o1) + 0= ol
Seque de (@ que,

(J'(u,v), (u,v))y =2 (H(u,v)H%—Q/RN A(x)uvd:v)
= (Il -2 [ o) + o - ol

Portanto,
o) (w0l = @ =) (I ol =2 [ Awuods ) + 0= ol

Disso, de , e o fato de que 2 < p < q, obtemos
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(J'(u,0), (u,0)) < (2= p)(1 = 8)[[(w,v)]|5 < (2= p)(1 = d)a <0. (1.13)
Portanto, 0 é um valor reqular de J e R € uma variedade C*. 0

Observacao 1.4. Se (ug, vg) € N for um ponto critico do funcional I|x, entdo I'(ug,vg) = 0.
De fato, note que
I,J € CY(E\{(0,0)},R), (uo, vo) € E\{(0,0)}

N = {(u,v) e E\{(0,0)} : J(u,v) = J(uo,vo)},

PO1S
J(u,v) = (I'(u,v), (u,v)) =0 e J(ug,vo) = {I'(ug, vo), (ug,v0)) = 0. (1.14)

Assim, desde que

(J'(ug,vo), (uo,v0)) #0

e I é limitado sobre X, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange [ver Teorema ,
existe n € R, tal que

I'(ug, vo) = nJ' (ug, vo).

Tomando o produto escalar com (ug,vy) € usando e , concluimos que n = 0.

Nosso proximo resultado sera utilizado na demonstracao de trés dos principais resultados
deste trabalho, na prova de que o sistema (.5,,) possui uma solugao ground state nao-negativa
quando (V;)-(V3) sdo validos e 2 < p < g < 2%, possui ground state positiva quando (V) é
valido e 2 < p < ¢ < 2%, na prova de que o sistema (.5,,) possui uma solugdo ground state
nao-negativa quando (V7)-(V3) sdo vélidos e 2 < p < ¢ = 2%, possui ground state positiva
quando (V3) é vélido e 2 < p < ¢ = 2* e na prova da existéncia de solugao ground state

ndo-negativa para o sistema (S,) quando (V;)-(Vs) sio validos e de solucdo ground state
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positiva quando (V{) é verdadeira.

Lema 1.3. Suponha que (V3) seja vdlido. Assim, para qualquer (u,v) € E\{(0,0)}, eziste

um unico ty > 0, dependendo apenas de (u,v), tal que

(tou, tov) € X e I(tou, tov) = max I (tu, tv).

=

Demonstragcao: Vamos fizar (u,v) € E\{(0,0)} e considerar a funcao g : [0,00) — R

definida por

1 1
o(0) = 1(ewst0) = 5 (w0l 2 [ Awputuds) ~ Ejealy = e,
ou seja,
o) =5 (ol ~2 [ Nwywde) — 2 ulg - ol
2 7 g RN p P q ¢
Note que
90 = w0l =2t [ Az =l - 7 ol
RN
e
(It o) = o) =2 [ @) uds = el ~ ool
= ¢ (ool ~2t [ Moo — el = 7o)
Assim,
(1t t0), (t, 1) = 19'()
Do Lema[L]]

| (w, ) ||% — 2/]RN AMz)uvdr 20, V (u,v) € E.
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Desde que 2 <p < q e

t2

P A
o0 =5 (Il =2 [ Awyuwde) = Zauly - Epol

seque-se que g(t) < 0, para t > 0 suficientemente grande. Por outro lado, fazendo uso de
(1-3), das imersoes de Sobolev e de e , temos

2

o(t) > (1-0)% |

2 tr P t a
(u, )l = Cr—l(u, v)[p — Co—Il(w, v) |5,
p q
ou seja,

1—96 tp—2 _ 142 N
gw>mmm%(2 —QPHWM%24%7m%w@ﬁ>Q

desde que t > 0 seja suficientemente pequeno. Assim, g possui pontos de mdzimo em (0, 00).

Para provar a unicidade suponhamos que existem t1,to > 0 com t; < to tais que,
g'(t) = g'(t) = 0.
Como cada ponto critico de g satisfaz
mwmm%—%/NMwwm—#*mmg—ﬂﬂM@=a
R

entao,

I1(u, )15 = 2/sz AMz)uvde =772 pllullf + 77 Jv]|7.

De onde seque que

—2 -2 —2 -2
" pllul[p + 4ol = 8 pllully + 85 {|ollS.
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Assim,

-2 -2 -2 -2
0= " =t “pllully + @& =3 )|vllg,

desde que (u,v) # 0, concluimos que existe um unico ty > 0 dependendo apenas de (u,v),

tal que
(I'(tou, tov), (tou, tov)) = tog'(to) = 0.

Logo,

(tou,tov) € X e I(tou,tov) = g(ty) = max g(t) = max I (tu, tv).

t=>0 t=0

]

O proximo resultado, assim como os Lemas e serd importante para provar a
existéncia de solucao ground state nao negativa para o sistema (S,), quando (V;)-(V3) s@o
vélidos, para 2 < p < ¢ < 2* e a existéncia de uma ground state positiva quando (V) é

valido, para 2 < p < ¢ < 2.

Lema 1.4. Para (u,v) € R,
I(tu,tv) < I(u,v), V t>0.

Demonstragao: Da definicio de I e de (@

1 7 1
Hw) = 5 (Mol -2 [ Awhwde) = Sl - 2ol

1 i 1
= el +lllg) = Tl = Zl1vl;

1 1 1 1
= (5-3) uhal+ (5 3) ol

De maneira andloga temos

2t 2
I(tu,tv) = [ — — — p — - = q
(tu, tv) (2 p)nmmp+(2 q)nmu
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Assim,

1—t -1 1—¢t t1—-1
I — I(tu, tv) = p q
(u,0) = I(tu, tv) ( R )Mwm+( . )wm,

para todo (u,v) € R et > 0.

Set =0, entao

1 1 1 1
o) = 10,0 = (5 2l + (5= 2 ) el

Desde que 2 < p < q, temos que, 1(0,0) < I(u,v), V (u,v) €.

Agora para qualquer r € (2,2*], considere n, : (0,00) = R a func¢do definida por

_1—t2+t’"—1
2 ro

(1)
Para que I(tu,tv) < I(u,v), € suficiente provar que n,(t) > 0. Para todo t > 0, note que
n.(t) = —t +1"1
Assim, t =1 € o unico ponto critico de n,.. Desde que,
nW(t)=—-1+r -2 e n/(1)=-2+7r>0,
temos que t =1 € um minimo para n, e como n,.(1) =0 entdao,

n(t) >0, V t>0.

No que segue, consideremos os niveis de energia associados ao sistema S5,
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¢ (u,v)elEn\{(O,O)}I?gJX (tu, tw), ¢ ;relrtem[(% () e ex (ul,il)en (u,v),

onde

['={y e C([0,1], E) : 7(0) = (0,0), I(+(1)) < 0}.

A seguir iremos enunciar e demonstrar o ultimo resultado deste capitulo, que serd
importante na prova da existéncia de solucao ground state nao-negativa para o sistema

(S,) quando (V;)-(Vs) sao validos e de solucao ground state positiva quando (V{) é vélido

e os potenciais V;(z) e A\(x) s@o assintéticamente periédicos.

Lema 1.5. 0<cgy=c"=c.

Demonstragdo: Para qualquer (u,v) € R, usando temos

1 L 1
H(u,v) = 5 (ullully+10lF) - ey =il

= (5-3) (nwomz =2 [ Mawas) + (3= 2) ol

Desde que 2 < p < q, decorre de e que
1 1 1 1
Mo > (52 =l = (5-5) 1= 9a>o

implicando que cx > 0.

Do Lema
I?%X](tu,tv) = I(u,v), V (u,v) €N

Assim, seque que

" < rg%x](tu,tv) = I(u,v), V (u,v)€N.

Tomando o infimo sobre X, concluimos que c* < cy.

Por outro lado, do Lema[1.5 temos que para qualquer (u,v) € E\{(0,0)} eziste um dnico
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to > 0 de modo que (tou,tov) € V. Portanto,

ex < I(tou, tov) = max I(tu,tv) ¥V (u,v) € E\{(0,0)}.

Tomando o infimo sobre E\{(0,0)}, temos que cx < c*.

Para provar que ¢* = ¢, € suficiente mostrar que ¢ < ¢* e cx < ¢. Pela defini¢cao de c*,

existe uma sequéncia (tn,vy), C E\{(0,0)} tal que
k * 1
¢ <max I (tuy,tv,) <+ — ¥V nel. (1.15)
=0 n

Da prova do Lema temos que I(tu,tv) < 0 para todo t > 0 suficientemente grande.
Dai, seque do Lema que existe t,, > 0 dependendo de (un,v,) € S, > t,, tal que

I(tptn, tyv,) = max I (tu,, tv,) e I(spun, Spv,) <0 ¥V n e N. (1.16)

t=>

Para cada n € IN vamos considerar o caminho 7y, : [0,1] — E definido por

Yo (t) = tsp (U, vy).

Assim, v,(0) = (0,0) e usando temos que I(v,(1)) < 0, como consequéncia disto,
seque que v, € I'. Desde que

I(tyun, tyv,) = max I (tuy,, tv,),

=

entdo, max;so I (tun,, tv,) € uma cota superior para I1(v,(t)). Logo, de (1.15),
L 1
sup I(7,(t)) < sup I(7,(t)) < r?ax](tun,tvn) <c"+—-V nel\
n

t€[0,1] 20 20

Pela defini¢ao de c, existe uma sequéncia v,(t), tal que
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< (7, (1) = I(v,(1) < I(tu,, tvy,).
¢S mmax (7 (1)) Jup ((t)) < max I(tu, tu,)

Assim, ¢ é uma cota inferior para I(tun,tv,) e como ¢* < maxysg I (tun,tv,) € o infimo,

entao ¢ < c.

Agora, note que a variedade N separa E em dois componentes

HT = {(u,v) € E:(I'(u,v), (u,v)) > O} U {(0,0)}

H™ = {(u,v) e E:{I'(u,v),(u,v)) < 0}.

Usando (1.9), imersao de Sobolev e e temos

(' (w,0), (w,0)) = [l(u, )5 — Q/RN A )uvdr — pllullf — v
> (1= 0)l(u )5 = Cl(u )% + 1w, )]1%),

o que implica que existe uma pequena bola em torno da origem contendo H™. Além disso,

1 1
7w ) = 3 (1ol =2 [ Nauwds = all = o)
RN
Assim, temos

) = 50 @) (o) = 5 (Mol =2 [ Mauode) = Epuly = <ol

" 1
(Mol =2 | Ao ) + 1l - Sl

N~ N~

[ 1 1 1
= —EHuHZ - 5HUH?, + ullully + S0l

1 1 1 1
= (5-3) malz+ (5-1) etz >
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o que tmplica

I(u,v) = =(I'(u,v), (u,v)), V (u,v) € E.

N | —

Assim temos, I(u,v) = 0 para todo (u,v) € HT. Para qualquer v € T, temos que
7v(0) = (0,0) € H" e I(y(1)) <0, assim, y(1) nao pertence a H*.
Notando que

0> I(y(1) 2 5(I'(v(1)), (+(1))),

N | —

entao

(I'(v(1)), (v(1))) < 0.
Logo, v(1) € H~. Assim, todo caminho de I tem que atravessar a variedade Y. Logo, existe

ro € (0,1), tal que v(rg) € N. Portanto,

ex < I(7(ro)) < mmax I(~(t))

Assim, ¢y € uma cota inferior para I(y(t)), como ¢ € o infimo, entio cx < c. Assim

concluimos que

O<exn=c"=c
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para o Sistema

S

Neste capitulo serao apresentados e demonstrados dois dos principais resultados deste
trabalho. Aqui, serao apresentadas condices para a existéncia de solucoes ground states
para o sistema (S,), no caso subcritico 2 < p < ¢ < 2* e no caso critico 2 < p < ¢ = 2*.

Em ambos os casos, iremos trabalhar com os potenciais periddicos V;(z) e \(x).

2.1 Caso Subcritico

Nesta secao, mostraremos a existéncia de solugao ground state nao-negativa e positiva

para o sistema (.S,) para o caso subcritico 2 < p < g < 2%,

O resultado central dessa secao é o seguinte:

Teorema 2.1. Suponha que (V1)-(V3) sejam vdlidos, se 2 < p < q < 2%, entao existe uma

solucdo ground state ndo-negativa (ug, vo) € CL°(RN) x CLY(RN) para o sistema (S,,), para

todo > 0. Se (V5) € vdlido, entdo a solu¢ao ground state é positiva.
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Observagao 2.1. Pelo Principio Variacional de Ekeland [ver Apéndice A], observemos que,

eriste uma sequéncia (U, v,) C N de modo que
I(up,vn) = ex € I'(up,v,) = 0. (2.1)

Note que (uy,v,) € limitado. De fato, de , temos

1

I 1
) = 5 (Nl =2 [ Awnde) = 2l = 2ol

1 W 1
= 5 (pllunlly + loallf) = plundly = 2 llonllg

u 1 1 1 1 1
= gllunlly + S lenlly = Zlloalg = Sl + Zloallg = lenllg

1 I 1
= R p q - _ = q
(2 p) (llaall}y + Iloall) + (p q) vl

_ (% _ %) <||(umvn)||g - Q/RN )\(x)unvndx> + G? -~ %) [vnl5-

Assim, desde que, p < q, seque do Lema[l.T

) > (=3 ) (1= )

Desde que (I(uy,,v,)), € uma sequéncia limitada, deduzimos que (U, vy ), € limitada em E,

passando para uma subsequéncia, se necessdrio, temos
(U, Up ) — (ug,v9) em E.

Sendo I de classe C', seque que I é continuo, dai como (un,v,)n — (ug,v0) em E, entdo

I(tp, vp)n — I(ug,v0) = cx. Assim, temos que (ug,vo) € X e I'(ug,v9) = 0.

A sequir, mostraremos alguns resultados os quais precisaremos para demonstrar o

resultado central dessa secao.
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Proposicao 2.1. FExiste uma solucao ground state para o sistema

—Au+ Vi(z)u = pluP"?u + Nz)v, xRV,
(Su)

—Av + Vy(x)v = |v|7 %0 + A(x)u, =€ RV,

Demonstracao: Vamos considerar dois casos:

Caso 1: (ug,vo) # (0,0).

Neste caso, (ug,vo) € um ponto critico nao-trivial do funcional energia I. Assim,

(ug,v9) € . Nos resta provar que
](UO, U()) = (.

Por definicao

ex < I(ug, vo).

Por outro lado, pela semicontinuidade da norma, temos

cxton(l) = I(uy,v,) — %(I’(un,vn), (Un,Vp))

1 9 I 1

= 3 nsy Un -2 )\ n nd - — n P — n d
Q(II(U un) || /RN ()unv I) pllu 54 qllv g
1 9 L 1

- 5 nsy Un -2 )\ n nd a n h— = n L
5 (1)l =2 [ Ao ) + Sl = Sl

q 2 q

1 1 1 1
= (3-3) g+ (5-2) Il

Pela definicao de solucao ground state, temos

1 1 1 1 1 1 1 1
(5 3) wolz+ (5= 2) ol > (5= 2 Y bl + (5= ) ol

dat, seque que

7 1
= ——lually - 5||vn||
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1 1 1 1
actonl) > (31 )l + (5= 1) Il +ou()

= I(ug,vp) — %(['(uo,vo), (uo,v0)) + 0n(1)

= I(ug,vp) + on(1),

implicando que

ex = I(ug, vo).

Assim,

I(ug,vo) = ex.
Caso 2: (ug,vo) = (0,0).
Afirmacgao 2.1. Eziste uma sequéncia (y,), C RY e R,e > 0, tais que
liminf/ (u? +v2)dx > ¢ > 0. (2.2)
De fato, suponhamos que seja falsa. Assim, para qualquer R > 0, desde que,
ui <ui+vi e UfL gui—i-vfl,
pelo Lema[A.3, temos
limsup / uldr =0 e limsup / v2dr = 0.
n—oo yeRN J Bg(y) n—oo yeRN J Bg(y)

Segue do Lema de Lions, [ver Lema , que u, — 0 em LP(RY) e v, — 0 em LIYRY),
para quaisquer 2 < p,q < 2*. Desde que (up,v,) C R, seque do Lema e de

que
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0 < (1—d)a < (1= 0)(unva)lls < ll(un, va) |5 — /RN A(@)unvnde = pul|un|[p + |vallg = 0.

Logo,
0<(1=9)a<0.

O que é uma contradi¢ao, pois 6 € (0, 1), portanto ¢ vdlida.

Vamos assumir, sem perda de generalidade, que (y,), C Z~. Considere a sequéncia de

mudanca

(tn (), Un () = (Un(Z + Yn), n(T + Yn))-

Uma vez que Vi(.), Va(.) e X(.) sao fungoes 1-periddicas, o funcional energia I € invariante

por translacao da forma
(u,v) = (u(. — 2),v(. — 2)), 2 € ZV.
Tomando vy, = nz, temos

Vi(z) = Vi(z +nz),Va(z) = Va(z +nz) e ANz)= Az +nz), V nelN.

Assim, temos

|G, )l = / (Ve n2) P 4 Ve o+ nz)ug (o + n2)) da

+ / (|Vvn(z + nz) [ + Va(z 4+ nz)vi(z + nz)) dz.
RN

Fazendo a mudanca de varidavel w = x+nz, onde, para cadat =1, ..., N, temos w; = x;+nz;.

Assim, o jacobiano € a matriz identidade
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8w1 8w1

J = : : =
Ouy  Ouw 0 ... 1
8131 83:N

Portanto det(J) =1 e dw = dx.

Assim,

1
2

H%m@hz(AAWMWW+%WWWM+W%WW+%wWﬂMWQ

Desde que w € uma varidvel muda,

| (s V)| 2 = [ (s ) || -

Note ainda que

. [ 1.
A@+%MM®)—ﬂ%%—ﬁ%M

NN I ATV
1) = 5 (01 2 |

RN

Novamente fazendo a mudanga de varidvel, temos

1 1
) = 5 (10l =2 [ Mwhiidu ) = 2y - S ply
= 5 (Mol =2 [ M@punds ) = Eluall = 2ol
9 ny Un) || E - nUn D nllp q nllq
= I(up,vy).

Desde que I(up,v,) — cx, seque que I(uy,,v,) — cx. Como, I(uyvy,) = I(u,,v,), entao,

I'(u,vy) = I'(tup, v,) — 0.

Note que (i, Vy,) € limitado. De fato, de (@, temos
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I(tn,vy) =
p i p 1 |9
pllainlly + [19a117) — plinlly = el

1

2

1

g
= ( —) (|| Uy, )| 2/ (@)Y, dm) + (l 1) |0y, |2
a mIE T ey " p q) "

Assim, desde que, p < q, seque do Lema

A [N 1, .
Un,Un _2/ )\xunvndx)—— unp__ v, q
(1ol ~2 [ X Bl -l
1
2

) > (= 3 ) (1= s )

2 p

Como (I(ty,v,))n € uma sequéncia limitada, deduzimos que (Un,v,), € limitada em E.
Desta forma, existe um ponto critico (u,0) de I, de modo que, passando para uma
subsequéncia, se necessdrio,

(Un,v,) — (u,0) em E.

Assim das imersoes compactas de Sobolev,
(U, 1) = (4,0) em L3(Bgr(0)) x L3(Bgr(0)), V 1<s<2*

Logo,
(thn, ) — (2,0) em L*(Bg(0)) x L*(Br(0)).

Usando obtemos,

/ (4 + 9*)dx = liminf / (10,? + v,,%)dz = liminf / (u2 +v2)dr > > 0.
Br(0) Br(0) Br(yn)

n—oo n—oo

Portanto, (4,0) # (0,0). Procedendo de forma andloga ao caso 1, concluimos a

demonstracao. [

Proposicao 2.2. Eziste uma solu¢io ground state nao-negativa (u,0) € CZIOC'B(RN)
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CEB(RN) para o sistema (S,,).

loc

Demonstragao: Seja (ug,vg) € W a solugio de Ground State que obtemos na Proposi¢ao

2.4 Do Lema[1.§, existe t > 0 tal que (t|uo|,t|vo|) € N. Note que, se ug,vo > 0, temos

1 1 1 1
I(t t = I(tug,tvg) = (= — — | ¥ p ———)t? q,
(el o) = 2 ) = (5 = 1) elaalg+ (5= 1) ol
Se ug < 0 evg > 0, temos
1\, » L1\ , 4
I(tluol, tlvo|) = I(t(~uo), tvo) = { 5 - » tlluolly + | 5 — p tvoll§ = 1 (tuo, tvo).
Se ug > 0 e vy <0, temos
I 1\, » L1\ , 4
I(tluol, tlvo|) = I(tuo, t(—w0)) = { 5 — )t luoll; +{ 5 = )" [vol[§ = 1 (tuo, tvo).

Se ug,vg < 0, temos

ol tol) = (-0, tl=u) = (5 =5 ) (0l = wlf) + (5= 2) @l = wlly)
1

1 1 1
<§ B 23) tuolly + <§ - 5) t]Jvollg = 1 (tuo, tvo).

Assim, do Lema

N

I(t|ugl, tlvg|) < I(tug, tvg) < I(ug,vp) = cx.

Implicando que (t|uo|, t|vo]) também é um minimizador de I em N. Portanto (t|ug|, t|vo|)

€ uma solugdo ground state ndo-negativa para o sistema (.S,,).

Afim de provar a reqularidade da solucdo, vamos usar o arqgumento do tipo Bootstrap.

Inicialmente definimos

(@, 0) = (t[uol, t|vol),
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Pi(z) = plaP2a + Mz)d — Vi(z)a

Py(z) = |87 %0 + Mx)d — Va(z)0.

Note que, o sistema
—Au = Py(z), x € B(0),

(P) )
—Av = Pi(x), =€ B;(0),

onde B1(0) C RY, é um caso particular do sistema (S,). Assim, (i,0) é uma solugio
fraca do problema (P). Usando imersoes de Sobolev, temos Vi(x)u, Va(x)v, N(x)u, A(x)v €
L? (B1(0)), pois E; € imerso continuamente em LP(B1(0)) com p € [2,2*]. Além disso, note
que 1 < L < 2 < 2% assim, desde que B1(0) € de dominio limitado, se @ € LP(B1(0)) com
p € [2,2°], entdo @ € L5(By(0)) e, se @ € LP(B1(0)), entdo |a|P~2 € L2 (By(0)). Sendo g

e ]ﬁ expoentes conjugados, seque da desigualdade de Hélder, [ver teorema , que
|a|P~20 € L*(B1(0)).

Por outro lado, se i € LP(By(0)), com p € [2,2%], entdo |a[r~2a = &~ € Lv1, com
p € [2,2%], Logo,

g 2

|afP™*u € Lr-T.
Assim, seque das imersoes compactas de Sobolev que,

2*
g—1

2*
-1

afP%i € L'(B1(0)), V 1<7r< e 101920 € L*(By(0)), V 1<s<
p

Definimos
2*

r =

Com a condi¢ao de que p < q, temos
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Como consequéncia disto, temos

laP~2a € L™ (B,(0)).

Desde que Vi(z)a, Va(z)d, Nz)a, AM(x)0 € L* (B1(0)), 1 < 2* e B(0) é dominio
limitado, segue, por imersao de Sobolev que, Vi(x)u, Va(x)v, N(x)u, A(z)v € L™ (B1(0)), dai
temos

P (x), Py(x) € L™(B1(0)).

Por outro lado, para cadai = 1,2 seja w; o potencial newtoniano de Pi(x), pelo Teorema

temos w; € W™ (B1(0)) e
Awl = Pl(l‘>, T € Bl(O),

AU}Q = Pg(.’L’), T € Bl(O)

Tomando z; = Gi—wy € 29 = 0 —wy, seque que (1 —wy,d—wy) € HY(B1(0)) x HY(B1(0))

¢ uma solugao fraca do problema

Az =0 em By(0),
Azy =0 em B(0).

Assim,

(@ — wy, 0 — ws) € C%(By(0)) x C=(B,(0)).

Note que,
Aw; = —Au, =€ B1(O),

Awy = —Ad, x € Bi(0).
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Assim sendo,

(i, 8) € W21 (B,(0)) x W2 (By(0)).
Desde que q — 1 < 2" — 1, existe 0 > 0 tal que

(q—1)(1+6) =2 —1.

Note que,
2¢ 27(1+49)
g—1 2x—1"
assim,
_29(1+46)  2N(1+9)
T T T T T Nt2

Da imersao de Sobolev obtemos

Nr
W2 (B (0) <5 L (B(0), onde 51 = 02

Afirmamos que existe ro € (r1,$1) tal que

(4,0) € W»™(B1(0)) x W2"2(B,(0)).

s
De fato, definindo ry = —11, temos ro < sy, pois, ¢ — 1 > 1.
q —_—

Usando , obtemos

ro Nrq 1 Nrq q—1  Nry(N-2)

o (g-D(N—2r)r  (@—1)(N—2r) 2*  (N-—2r)2N’
ou seja,

rp  n(N=2)  2N(N—2)(1+0) _(N—2)(1+5)>1+5

ri 2(N—2r) 2N(N+2—-4-45) N—-2-46 '
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Logo,

To > (1+5)T1

implicando que ro € (r1,51). Sendo B1(0) dominio limitado, por imersao de Sobolev, temos
W2 (B1(0)) < L**(B1(0)) < L™(B1(0)).

Como consequéncia disto, temos py(x),p2(x) € L™(B1(0))

Fazendo uso dos mesmos
argumentos usados anteriormente, concluimos que

(4, 0) € W™2(B1(0)) x W2"2(B,(0)).

Da imersao de Sobolev, temos

Nr
2,19 52 — —2
W2 (B1(0) = L*(Bi(0)), onde s3= '~

Afirmamos que existe r3 € (ra, s9) tal que

(0, 0) € W"(B1(0)) x W23 (B,(0)).

De fato, definindo r3 =

2 T temos r3 < So, pois, ¢ — 1 > 1. Agora, note que

rs

- N’l“z 1
re (@ = DN =2r3) 7

Nro qg—1 Nry N —2r
(¢ =1N =2r2) s

N—QTQ NTl

(N — 27“1)’/“2
(N — 27"2)7“1
Desde que r1 < ro, seque que N — 2ry > N — 2ry, o que implia

N—Q’I“l
— > 1.
N—Z’I"Q

Assim, pelo fato de 2 > 149, obtemos
1
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T3 (N — 27’1)7’2
— =————"">1+40.
T9 (N — 27’2)T1 +

Logo,
ry > (]_ + 5)’["2,

implicando que 3 € (g, 82). Sendo, B1(0) dominio limitado, por imersao de Sobolev, temos
W22(B1(0)) — L**(B1(0)) — L™ (B1(0)).

Como consequéncia disto, p1(x),pa(x) € L™ (B1(0)). Fazendo uso dos mesmos argumentos

usados anteriormente, concluimos que

~ 2,7z 2,7

(u,v) € W="(B1(0)) x W="(B4(0)).
Prossequindo com 0s mesmos passos, apos a n-éssima iteracao obtemos

1 Nr,
Thnil = .
g1\ N =2,

Observe que 11 — 00, quando n — oo, portanto,

(,0) € W2 (RN) x W2I(RY), ¥V 2<7r < oo.

loc loc

Da 1mersao de Sobolev, temos
(@,0) € CYP(RN) x CYP(RN), para € (0,1).

]

Proposicao 2.3. Se (V§) € wdlido, entio a solu¢io ground state € positiva.

Demonstragao: Seja (u,v) € E\{(0,0)} a solu¢ao ground state nao-negativa que obtemos
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na Proposi¢ao[2.4 Como (4, 0) # (0,0), assumimos sem perda de generalidade que @ # 0

e supomos que 0 = 0. Assim,

0= (I'(q,0),(0,9)) = — /RN Mz)tnpdzr, ¥V € CP(RY).

Com a condi¢do de que \(x) seja positivo, temos 4 = 0, o que é uma contradigdo, assim,
0 # 0.

Tomando (p,0) como uma fungdo teste, temos

0 = (I'(@,0),(p,0)) = ((@0),(p 0))e - /RN(”WMW + M) op)dr

- / (Vi + Vilr)ip)ds - / (Ui + Ma)ip)de,
R

RN

o que implica que

VaVedr + /

RN

Vi(a)apds = /

plaP~ 2 apds —i—/ A(z)updr > 0,
RN

RN RN

para todo p € C°(RY). Assim, deduzimos que,

(—2)Vipdz - / V()] (—i)pdr <0, ¥ @3> 0,¢ € C(RY)

RN RN

Além disso, uma vez que Vi(z) = 0 para todo x € RY, temos
—/ Vi(z)pdz <0, ¥ ¢ > 0,9 € C°(RY).
RN

Para provar que (4,0) € positivo supomos que existe p € RY tal que i(p) = 0. Assim,
com a condicao de que — < 0 em RY, para qualquer R > 0, temos da definicdo de supremo

que

= sup (—1u) = sup(—a)
Br(p) RN
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Pelo principio do Maximo Forte, [Ver Teorema , concluimos que —u € constante. Logo,
como —(p) = a(p) = 0, entdo —i = 0 em todo ponto de RY, o que é uma contradigado.
Portanto @ > 0 em RY. Analogamente podemos provar que © > 0 em RY. Assim a solucdo

ground state (4, 0) € positiva. O

Demonstragao do Teorema [2.1: Na Proposi¢ao provamos a existéncia da
Solugao ground state para o sistema (S,). Na Proposi¢ao foi provado que a Solucao
ground state é nao-negativa com a condi¢ao de que (Vi) seja vdlido, para todo p > 0.
Por fim, provamos na Proposicao que se (V3) € vdlido, entdao a solugdo ground state é
positiva.

Portanto, o Teorema[2.1] seque das Proposigoes[2.1] - [2.3. O

2.2 Caso Critico

Nesta secao, mostraremos a existéncia de solugao ground state nao-negativa e positiva

para o sistema (.5,) para o caso critico 2 < p < ¢ = 2*.
O principal resultado dessa secao é o seguinte Teorema:

Teorema 2.2. Suponha que (V1)-(V3) sejam vdlidos. Se 2 < p < q = 2*, entao existe 9 > 0
de modo que o sistema (S,,) possui uma solugcdo ground state nao-negativa (ug,vo) € E, para
todo p = po. Se (V) € vdlido, entao a solu¢ao ground states € positiva.

Para provar este teorema, necessitamos do sequinte lema:

Lema 2.1. Existe py > 0 tal que cxy < %S%, para todo p = L.

Demonstracao: Vamos considerar (u,v) € E tal que, u,v > 0. Vamos denotar u, = pu e
v, = pv. Do Lema para qualquer p > 0, existe um unico t, > 0 tal que (t,u,,t,v,) € N.
Dai, seque-se de que,

It} =2 | Noypaatypevds = el + ol

39



O que implica que
(tu)? [l (s )15 — 2(tup0)? /RN A@)uvdz = (tup)pllullp + (Eu)?|v]|3-

Assim,

(ture)? [l (w, o)l = () uallulll + (tp)* 0113 + 2(tupe)? /N A@)uvdz, (2.4)

R

implicando

2*
2

00 = (a2l + (a0 20l +2 [ Moo > (2o

Assim, seque-se que, (t ), € uma sequéncia limitada. Passando para uma subsequéncia se
necessdrio, podemos assumir que t, o —t >0, quando p — oo.

Set >0, entdo

v

()P pal[ue][B + () ||vll3- + 2(tuu)2/ Ax)uvdr — 0o, quando p — .
RN

Como (t, 1), € uma sequéncia limitada, entdo este limite contradiz . Portanto, t,pu — 0

quando p — 0.

Desde que ¢y = inf(y vex I(u,v), existe o > 0 tal que

/N

I(t,pu, t,pv)

1 " 1
= 3 (n(tuw,tuw)u%—z / A(m)tuuutuuvdx) = Eltupully — 5 It
RN p

= B (ol -2 [ Awpwode ) - L gy - Lty

(EN

2%
2%

2%
2%

p
(tup)? I~
BV ) < 5%, ¥ i g

N
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Demonstracdo do Teorema [2.2: De forma andloga ao Teorema temos uma
sequéncia (U, v,), C N que satisfaz . Além disso, a sequéncia € limitada e (uy,,v,) —
(ug,v9) em E. Temos também que (ug,vo) € um ponto critico do funcional energia I.
Analogamente a prova do Teorema[2.1], dividimos a prova em dois casos
Caso 1: (ugy,vo) # (0,0).

A demonstracao deste caso € analoga a prova do caso subcritico na Proposicao |2.1

Caso 2: (ug,v) = (0,0).

Seja o > 0 o parametro que obtivemos no Lema [2.1. Afirmamos que se p > po, entdo
eziste uma sequéncia (y,), C RY e constantes R, > 0 de modo que

liminf/ (u2 +v2)dr > > 0. (2.5)
Br(yn)

n—o0

Vamos supor que nao seja vdilido. Assim, para qualquer R > 0, pelo Lema

limsup / uldr =0 e limsup / v2dr = 0.
n—oo yeRN J Br(y) n—oo0 yeRN J Br(y)

O que implica que

limsup / (uZ +v2)dr = 0.
Br(y)

n—oo yeRN

Do Lema de Lions [ver Lema temos que, u, — 0 em LP(RY), para 2 < p < 2*. Note

que
1 1 1 1 1
s tn) = (T ) me)) = (5= 3 )l + (5= ) ol
p—2 D B
= W#H“n”i + WH% 2
p—2 1 o
= W#”“n”i + NH% 9+

Por este fato, de e do Lema de Lions, obtemos
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Vot 0u(1) = NC0tnytn) = N (50000, (s} + 22l

9%
2* .

1 p—2
= 6 (Ha ) = 00, ) = 22l = o

Além disso,

Neg + o,(1) = ||vy,

8+ sl + (7 a0, G0} = W) =2 [ Ao

Seja S a melhor constante na imersio DY?(RY) — L2 (RN)

2
*

2
/ |Vul?dz > S (/ |u|2*dx) ,
RN RN

DY (RY) = {u e L* (RY) : |Vu| € L*(RM)}.

2
2*
o = (/ |V, | dx) .
RN

onde

Se v, C L* (RY), entao

|

O que implica que

Sllvn

2
=29 (/ ]vn]?dx) < / |Vu,|*dz.
RN RN

1
Jonlfe < g [ Ve,
RN

Assim,

o que fornece

o*

. 1 2
vnllae < —5 (/ |an|2dx) :
ST \Jr¥

Logo,
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2N 2N

ggwﬂ(/lvmmﬂ :SQQK/!VMHQ] = 7% ||V, |3
RN RN

Note ainda que

|

2N

N-2

2 e 2 > ’
S¥=2 ||V, < SF=2 | (s, vn) |2 — 2 M2 )upvyde
]RN

|

2

2

=‘9Q(M%m0%—2/ me%w)-
RN
Assim,

-N
N—

N
_ 2N N3
Neg +op(1) = ||vy, % < SN1V2HVUHH2N’2 < SF=2 (H(un,vn)HQE = 2/ )\(:U)unvndx) .
RN

Concluimos que

N
N N3
Neg + on(1) < (%) +on(1).
N (NCN)% _2 ) s [ N
Logo, S¥—2 < New — (New)v—2. Assim, V S¥=2 < Ney. Portanto,
Cn

1 ~
cr 2 N577

o que contradiz o Lema . Uma vez que ¢ valido, podemos considerar a sequéncia

de mudanca

(tUn (), Un(7)) = (Un(® + Yn), Un(T + Yn))-

Agora, basta repetir os mesmos argumentos que usamos na prova do Teorema (2.1 para

concluir a demonstracao. O
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Capitulo 3

Existéncia de Solucao para o Sistema

AN

S

Neste capitulo mostraremos a existéncia de solugao ground state nao-negativa e positiva
para o sistema (5,) para o caso subcritico 2 < p < ¢ < 2* e para o caso critico

2<p<q=2"
O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que (Vi) — (Vg) sejam vdlidos. Se 2 < p < q < 2%, entdo existe uma

solugdo ground state ndo-negativa (ug, vo) € CLP(RN) x CLY(RN) para o sistema (S,,), para

A

todo 1 > 0. Além disso, se 2 < p < q = 2*, entdo existe iy > 0 de modo que o sistema (.S,,)
possui uma solug¢do ground state nao-negativa para todo p = po. Se (V) € vdlido, entdo as
ground states sao positivas.

Recordemos o sistema

(5.) —Au+ Vi(x)u = plufP%u + Mz)v, zeRYN,
g —Av 4 Vy(x)v = [v]920 + N(z)u, =RV,

Para a prova deste Teorema, estudaremos a existéncia de solu¢ao ground state para
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0 caso asintoticamente periddico, onde a diferenca entre Vi(z), \z) e Vi(z),A(z) € a 1-
periodicidade, necessdria para Vi(x) e A(z). Assim, se Vi(z) e Mx) sio potenciais periddicos,

podemos proceder de forma andloga aos Teoremas e para consequir uma solucdo

~

ground state para o sistema (S,). Suponhamos que eles ndo sejam periddicos. Associado ao

A

sistema (S,,), temos o funcional energia
Huo) = 5 (Mol —2 [ Aeuwde ) = jully - 2ol
’ 2 ’ E RN P p q q
A Variedade Nehari associada ao sistema (SL) ¢ definido por
R = {(w0) € EA{(0,0)} : ('(w,0), (u,0)) = 0
e a energia de Ground State é dada por

cq = inf I(u,v).

R
De maneira andloga ao Lema[1.5, temos
fo) > (5 -2 ) 0=l o)l > (5-3) 0 -8a>0. ¥ (wv) e
wo) > 5= woll >\ 5= a >0, u, v :

Como consequéncia, temos cg > 0.

A segquir mostraremos um resultado que estabelece uma relagao entre os niveis cy e cx.

Lema 3.1. ¢g < e

Demonstragdo: Seja (ug,v9) € W a solugao ground state nao-negativa para o sistema
(S,). Realizando um processo semelhante ao que foi feito no Lema para Ie k:l, existe
um unico to > 0, dependendo apenas de (ug,vo), de modo que (toug, tovy) € N. Usando (Vi)

obtemos
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~ ~

/R (V@) = Va(@))u + (Va(a) = Va(@))ud + (M) = Aw)uowo ) dz < 0.
Assim,

~

/RN(VI(JJ)u% + Vg(x)vg — A(x)ugvg)dx — /RN(Vl(x)ug + Va(2)vg — M@)ugve)dz < 0.

. 1~ 1
Como Vi(x) < Vi(z), entdo §Vi < 5%(@ Logo,

[ Aieng + Ve [

1
o 5 (Vi(@)ug + Va()eg)de

S\(x)uovodx — /

RN

+ / A(x)upvodz < 0.
RN

Assim,

1 - 1 - N
/ —(|Vup|* + Vl(a:)ug)dx—i-/ —(|V7JO]2+V2(x)U§)dx—/ A(x)uguodx
]RN 2 ]RN 2 ]RN
1
- [ 30wl + Vi - [

RN
+ / A(x)upvodx
R

N

1
§(|VU0|2 + Vé(f)vg)d1‘

O que implica

1 < 1
= || (o, vo)[1% — / AMz)ugvodr — = || (uo, vo)||% —i—/ A(x)upvodz < 0.
2 RN 2 RN

Assim,

1 . 1
= { I (uo, vo) I — 2/ Mz)ugvodzr ) — = | || (uo, vo)||5 — 2/ A(x)ugupdr | < 0.
2 RN 2 RN

Multiplicando por t%, a expressao acima, obtemos
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t2 < t2
50 (||(u0,vo)||2E - 2/ )\(x)uovodx) - 50 (||(u0,vg)||2E — 2/ )\([L‘)U(ﬂ)gdl’) < 0.
RN RN

Logo,

](toUQ, t()’Uo) — ](tOUO, t(ﬂ)()) < 0.

Como (tyug, tovg) € R, entdo cq < f(tguo, tovo) < I(toug,tovo)
Uma vez que (ug,vo) € uma solu¢do ground state para o sistema (S,) e to > 0, usando o

Lema 1.4 temos

](toUo, toU(]) < I(UO, Uo) = CR.-
Concluindo a demonstracao do Lema. [
Observagao 3.1. Seja (uy,, v,)n C N q sequéncia minimizante que satisfaz

I(tn,v,) = ¢y € f\;t(un,vn) — 0. (3.1)

Note que (up,v,) € limitado em E. De fato, de , temos

. 1 . L 1
) = 5 (Wl =2 [ Mahunde) = Al = 2ol

1 7 1
- = P qy _ p_ q
5 (pllunll} + llonllf)  lenlly = llenllg

_ (% _ %) <||(un,vn)||% - 2/sz X(x)unundx> + Gg - é) [[onllg-

Assim, desde que, 2 < p < q, seque do Lema|[I.]]

) > (5= 3) (1= 9w

Desde que (I(tn, vy))n € uma sequéncia limitada, deduzimos que (up,v,)y € limitada em E,

passando para uma subsequéncia, se necessdario, temos
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(Un, Vp)n — (Uo, o) em E.

Proposicao 3.1. O limite fraco (ug,vo) da sequéncia minimizante (u,,vy,), € nao-trivial.

Demonstragao: Suponhamos que (ug,vo) = (0,0). Das imersoes compactas

U, —0 e v, -0 em LP

loc

RY), V 2<p<2*
e dos resultados de medida
Un(z) =0 e vy(x) =0 qtp em RV,
Resulta da condi¢ao (Vy) que, para qualquer € > 0, existe R > 0 tal que
Vi(z) — Vi(2)| <&, |[Va(z) — Va(z)| < &,[A(z) — A(z)| <&, para |z| >R, (3.2)

pois, ‘llim Vi(z) = Vi(z)] =0 e lim |A(z)— Az)| = 0.
xr|—o0

|z]—o0

Note que,

[ @) = Viopie

< / Vi (x) — Vi(a)|ulde + CE/ udz.
Br(0) Br(0)°

Desde que E; ¢ imerso continuamente em LP(RN) com p € [2,2*], temos
cg/ dr < CE/ w2z = C gl By, < Cellunll,
Bgr(0)¢ RN

Uma vez que Br(0) é compacta e Vi(z),Vi(z) € CYRY), existe Cy,Cy > 0, tais que
Vi(z)] < Cy e [Vi(z)] < C1, V 2 € Br(0). Da defini¢io de norma em L2, temos

locr

Villzg, = imnf{Cy; Vi(2)| < Cr,z € Br(0)} e |[Villize, = inf{Cy; |Vi(2)] < Cr. & € Br(0)}.
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Usando a desigualdade triangular, temos
Vi(z) = V()| < [Va()] + Vi)
Assim, seque que

/ Vi(e) - Vi(@)|u2de < / (IVi(@)] + Vi) ilde < / (€, + Cr)ude
Br(0) Br(0 Br(0)

= [ (Wil Wil ) v

Br(0

- (||v1||Llo;c+||va||Llogc) J
Br(0)

= (IVillezs, + IVillsge,) luallz

EON

Logo,

/<v1<> Vi(a))uda </ \%(x)—‘%(x)!uidw+05/ W2da
RN Br(0) Br(0)¢

< (IMillsge, + 1Villeg, ) ln 2oy + Celunll,

Como (Up,vn)n € uma sequéncia limitada em E entao u, € limitada em El, logo, existe
C > 0 tal que Hun||2E1 < C. Assim, Cs||UnH2 < C.. Desde que u,, — 0 em L} (RY), dado
e >0, existe ng € N tal que |Juy|p <&,V n=mng, em particular [|u, || 2@~y < €. Usando

, imersao de Sobolev e convergéncia local, existe ng € N tal que

< (IVillegs + Villegs ) e+ Cei ¥ o,

[ W@ = Va@)ude| <

Analogamente, obtemos

< (Mallags, + 1Vallegs, ) e + Ce

| Wil = Va(onuiaa| <
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Note ainda que,

/R (@)~ M@t

g/ |;\(x)—/\(x)||un||vn]dx+05/ i [0 .
Br(0)

Br(0)°
Pela desigualdade de Holder,
Co [ ualloatds < C. [ funllonlds = Collumtnllsguny < Collun s oz
Bgr(0)¢ RN
Desde que E; ¢ imerso continuamente em LP(RN) com p € [2,2*], temos
Cellunll 2@ lonll 2y < Cellunl| g, [lonll g,
Recordando que u,, € limitada em El e v, ¢ limitada em Ez, obtemos

Cellunl| 2@y lonll 2@y < Cellunll g, llvall g, < Ce

Pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente, concluimos que

/B oy M@ =A@ lwlnlde < (e + sz, ) lnllzzcau0y o200y
r(0

loc loc

< (WM + sz, ) =

Usando novamente ,

/R N(&(x) — () upvnda

< (Mg, + IMllzzs, ) e+ Ces ¥ 10> o,

loc

Assim, concluimos que

50



) = Hunvn) = 5 (1ol =2 [ M) =2l = < oI
— (Mol =2 [ Mauaonda) + Efunll + < ol
= 5([ i@ ~Viide+ [ (i) = Vala))vida)
%—%@AJM@—M@mwwﬂzmﬂ)

(1 0. (0,0 = (P 0) (a0 0)) =m0 =2 [ A ntnds = sl

~

—H%m—m%w@@+2/ Ao da
RN
+ pllunll? + ol = /R (Vila) ~ Vi(a)udda
+ / (Va(x) — Va(2))vida

RN

+2/(M@—mm%%@—%u%
RN
que juntamente com implicam
I(tn, vy) = cg +0n(1) € (I'(tn,vn), (tn,v,)) = 0n(1). (3.3)

Desde que (un,v,) C E\{(0,0)}, do Lema[1.3, existe uma sequéncia (t,), C (0,00) de modo

que (tpty, tav,) C N,

Afirmacgao 3.1. limsupt, <1
n—oo
Suponhamos que existe g > 0 tal que, passando a uma subsequéncia, temos t, > 1+ &g,

para todo n € IN. Assim, usando e o fato de que (t,u,, t,v,) C RN, seque de que
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| (tntin, tvn) || % — 2 /N ANz tpupt,vpde — u||tnun||§ — ||tnvn||g =0.
R

Passando o limite com n — oo, temos

[ (tnttns tva) |5 — 2/1\1 A@)tnuntvndz — plltpunlly — [ltnvallq = on(1).
R

O que implica

()l =2 [ Ahtvnde ) =t = 2ol = o),
R

Novamente usando , temos

tuttllunll} + 2 lloall§ — thpllually — thllvall = 0a(1).

t

1
Multiplicando essa expressao por (——), tem-se
—pllunllp = vallp + 2 pllunllh + 52 vall§ = 0n(1).

Logo,
(7 = Dpllually + (#572 = Dlvall = 0a(1).

Como t,, > 1+ &g, temos
(T+e0)" 2 = Dpllunllb+ (1 +e0)T7% = Dlfoallg < (8572 = Dpllun|lp + #2721 [Jva |2 = 0n(1)
(3.4)

De maneira andloga a prova dos Teoremas 2 existe uma sequéncia (y,), C RY e

constantes R,e > 0 tais que

liminf (u2 +v2)dx > ¢ > 0. (3.5)

oo Br(yn)
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Observe que, quando q = 2%, € wvalido para os parametros | = o, onde g foi
introduzido no Lema [2.].

Definimos (tn(x),Vn(z)) = (un(® + yn), vn(x + yn)). Segue-se da hipdtese (Vi) que
Vi, Vy € L®(RYN), fazendo uso da imersio continua E; — HYRYN) deduzimos que (i, U,)
¢ limitada em F. Assim, passando a uma subsequéncia se mecessdrio, podemos considerar
(i, V) — (00, 0) em E.

Logo,

lim (1n? + 0,2)dx = lim (u2 +v2)dr > > 0.
=% JBr(0) "% J B (yn)

implicando que (4,v) # (0,0). Assim, ao usar e a semicontinuidade da norma obtemos

0 < ((1+e0)"* = Dplally + (1 +e0)** = D[o§ < on(D).

q

O que € um absurdo, pois teriamos 0 < 0. Logo,

limsupt, < 1.

n—o0

Afirmacao 3.2. FEuxiste ng € IN de modo que t, > 1, para n = nyg.

Vamos supor que t, < 1, Desde que

(tatn, thv,) CR e cx= inf I(u,v),
(u,w)ER

Seque-se

(&N < ](tnuna tnvn) -

1
(H(tnumtnvn)“% - 2/ )‘(I)tnuntnvndip) - Hthun”g - _thvn“g‘
RN p q

N | —

De temos
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N

1 L 1
. tnnp tnnq__tnnp__tnnq
e 5 (Blltnwnlf + litnvallg) HIUHP quHq

1 1 1 1

= (53 utllz+ (55 ) el
p—2 q—2

= (552) wtlly + (152 e

Desde que, t, <1, concluimos

p—2 q—2
o< (252 g+ (552) el

Note que,
p—2 q—2 11 11
(22 ) uwly + (22 ) hoakt= (5= 3 ) btz + (5 = =) ol
7 7 1
= Sllually = il + 3ol = el
= 2 (w2 —2/ A untadz ) = Eunllp = [l

1 . 1
— 5 (e =2 [ Awunds) + Sl - 1ol

~ ~

= ](un7 Un) - §<Il(una Un)a (una Un))
Assim, de seque que
~ 1 -
ex < I(up,v,) — 5(]’(un,vn), (Un, Un)) = cg + 0,(1).

Portanto, cx < cg, contradizendo o Lema[3.1. Logo, a Afirmagdo ¢ verdadeira.

Observe que,
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1

I(tptin, tyvg) — I(up,v,) = 3 (||(tnun,tnvn)HfE -2 /]RN )\(x)tnuntnvndx> — g”tnunHz

1 1
= Lol = 5 (M)l =2 [ Mo
RN

1
+ = lunlly + 5||vn||3

Assim, de temos

1 W 1
I(tptn, tavn) — I(up,v,) = B} (M||tnun||g + ||tnUan) - Ethunng - a“tnvan

1 1

tﬁ—l_i_l—tﬁ n? + t%—l_i_l—t% |2
Unp, Un |l ;-
2 P H p 2 q q

Combinando as Afirmacoes e vem que

0 < I(tpun, tyu,) — I(uy, v,) <0,

1sto €,

I(tptun, tyvy) — I(Un, v,) = 0,(1)

Dai, seque da defini¢cao de cy e de que
ox < I (tun, tyvn) = (U, vy,) 4+ 0, (1) = cg + 0n(1).
O que contradiz novamente o Lema[3.1], portanto, (ug,vo) # (0,0). O

Demonstracao do Teorema : Desde que (ug,vg) € um ponto critico nao-trivial
do funcional energia f, seque que (ug,vg) € N. Portando, ¢y < f(uo,vo). Por outro lado,

usando a semicontinuidade da norma, temos

55



1

e Fon(1) = I(up,vy) — §(f’(un,vn), (U, vp))

1 . W 1

= 5| Mun, va)ll% — 2/ /\(x)unvndl) = —lunlly = =llvallg
2 ( P ey pr T g
1 9 : I 1

~ 5 (e =2 [ A@uaonds) + Sl + ol

L 1 W 1
= Ml = Cloallg + S lunlly + S lealls

1 1 1 1
= (53 g+ (5 - ) Il

Pela definicao de solucao ground state,

11 1 1 1_1
(5-3) stttz + (5= 2 ) onlly> (5= 3 ) wluall + (5 = ) ol

Dai, seque que

1 1 1 1
G toul) > (——5)mmwg+(§—5)wmm+omn

= I(ug,vo) — (I'(ug, vo), (10, v0)) + 0n(1)
(

\)

~>

= I(ug,vp) + on(1).

Como consequéncia disto, temos, cy = f(uo,vo). Portanto, f(uo,vo) = cy3. Agora,
podemos usar os mesmos argumentos da prova do Teorema [2.1) para concluir que existe
to > 0 tal que (tolug|, tolve|) € R € uma solugio ground state do sistema (S,,), para o caso

subcritico 2 < p < g < 2*.

Para o caso critico 2 < p < q = 2*, decorre dos Lemas e que, existe g > 0 tal
que

1
C&<N5% Vo> po.
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Agora, podemos usar os mesmos arqumentos da prova do Teorema para concluir que

existe pg > 0 de modo que o sistema (SAM) possut uma solug¢ao ground state para todo p > .

]
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Capitulo 4

Resultado de nao Existéncia de

Solugao para o Sistema S|,

Neste capitulo apresentaremos o nosso ultimo resultado deste trabalho e usaremos a
identidade de Pohozaev para mostrar que o sistema (S,) nao possui solucao classica positiva

quando p = q = 2*.

O principal resultado deste capitulo é

Teorema 4.1. Assuma p = q = 2*, Além disso, considere as sequintes hipoteses:
(V7) 0 < (VVi(z),2) < CVi(x);
(Va) [(VA(z), z)| < CIA=)| e (VA(z),2) <0.

Entao o sistema (S,,) ndo tem solugao cldssica positiva para todo ji = pig.

Recordemos o sistema (S,,):

—Au+ Vi(2)u = pluf* 2u+ Nz)v, xRV,

(S) .
—Av + Vo(z)v = |v]* 20 + Mz)u, z€RY,
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Para obtermos um resultado de nao existéncia, iremos provar a sequinte identidade de

Pohozaew.

Lema 4.1. Suponha que (V7),(Vs) sejam vdlidos e N > 3. Se (u,v) € E é uma solugdo

cldssica de (S,), entdo satisfaz a sequinte identidade de Pohozaev:

2 4 2 \(z)uw)dx

/ (Vaf? + [VoP)de = / (ulul® + v
RN RN
2*

+ % /R{N<V)\(x),x>uvdx -5 RN(V1(5€)U2 + Va(z)v*)dz

1

N3 /RN((VVl(x),x)Qf + (VVa(2), 2)v?)dx.

Demonstragao: Seja (u,v) € E uma solugao cldssica do sistema (S,). Denotemos

flz,u,v) = =Vi(x)u + plul* ut+MNa)v e glo,u,v) = =Va(x)v + [v]* 20 + A(@)u.

Consideremos a fungao ¥ € C§°(R) definida por

n2

tal que |¢'(t)] < C, para algum C > 0. Definimos v, () = @/}(ﬁ> Note que

1 se |z|<n,
0 se |z| >+/2n.

Assim, temos

lim ¢, (x) = 1.
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Multiplicando a primeira e a sequnda equagoes de (S,) pelos fatores (Nu, z), e (Vv,x)i,

respectivamente e integrando-as, obtemos

—/ Au(Vu, z)i,dx = f(z,u,v)(Vu, x)t,dx (4.1)
RN RN
e
—/ Av(Vv,x>wnda::/ g(z,u,v)(Vv, x),dx. (4.2)
RN RN

Somando e , temos

—/RN(AU(Vu,x)—I—AU(VU,x>)@bndx :/ (f(x,u,v)(Vu,z)+g(x,u,v)(Vv, x))p,dx (4.3)

RN

Note que, pela defini¢ao de divergente, temos
N N
. 0 Ju ou

Assim,

(K9 [Ou du
realizando as operacoes necessdrias, obtemos

div((Vu, )1, Vu) = (V((Vu, 2)1h,), Vu) + (Vu, )b, div(Vu).

Pela regra do produto de derivadas e propriedade de produto interno, temos
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div((Vu, z),Vu) = (,V((Vu,x))+ (Vu,z)Vib,, Vu) + (Vu, 2)1),Au
= Un(V((Vu,2)), Vu) + (Vu, 2)(Vipn, V) + (Vu, 2)thp Au.

Além disso,

(V((Vu, ), Vi) = < (5—;‘13:1 T %IN),VU> - <v (f: g;$i>,Vu>

I
—

Desde que
N N N
S (8- £ () S ()
i—1 axl 8 7 i1 85131 8@3 8:1:1 8372
N N N
0 ou 0 ou 0 ou
; Dy (89@’1%) B ; Dy (&u) nit ; dry (8:1:1)
Fazendo N N
0 ([ Ou 0 ou
‘ N
0 ou 0 ou
temos,
N N
0 ou 0 ou
(Z:18_$1<093@ 1)7""2%(5‘%%‘,}32)) w—+ z
Note que,
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Assim,

V(Y 2)), V) = <<Z::a% (%) - ﬁj% (g;j‘) :1:) +Vu, Vu>.

Por propriedade de produto interno, temos

(V((Vu,2)), Vu) = <<Z a% (g;‘) i 2; % (gg) xi>,Vu> (Y, V)

ou\ Ou Y9 [ou\ ou ,
(30) et -+ 2 g () e +170

Il
I

[
)=
)=
¥

o,

Sla
5|2

N——
Q| v
S <

K
o
_|_
<
IS
T

Ju\ du oL ou du Ou_Ou
i—1 j—1 %I Ox; alh'xj B 2 \ 0z, 0x;" 7 Oxn On T

)

(V((Vu, 2)), V) — <v ('V;‘z),x> -Vl

<

Assim,

de onde deduzimos que

[Vul?
2

div((Vu, )1, Vu) = b, <V ( >,:B> + Y |Vul? + (Vu, 2)(Vih,, Vu) + (Vu, 2)1b, Au.

O que implica que,

[Vul?
2

(Vu, 2)tnAu = div((Vu, 2)1h, Vi) — U, <v ( )x> — | Vul? = (Vu, ) (Vib,, V).
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Uma vez que,

, |Vu|2 o ou Ou du  Ou
div (% = dw v O0xy Oxy +m+3xNaxN v

Pela regra do produto de derivadas, temos

! 1 0u N1 0udu) 0
(ZT@(ML ) (Z¢”28zxzaxl> 8:16] )

=1

~ 0 ([ 10udu (=, 10udu) 0
- Z<237(¢§a_xa_x>> Z<Z¢"zaﬂax,> 5,

7j=1 i=1

div (%‘V;Px> = Z
7=1

N
N
1sto ¢,

VuP \ _ A 1 Ou Ou 9 1 Ou Ou
div <¢" 2 N ZZI 0, ¢n2 Ox; Ox; S ZZ1 Orn ¢”2 oz; Ox; TN

N
1 0u Ou 0 0
+ <Z¢”28xzax,) (a LR +%”)

_ < (%W ’2) >+¢n|v E diva).

Assim,

div (@bn@x) — <¢nv (|V2U|2) |VU|2vwm > N lbn Vu|2 Z )

2 2
= (v (550} + Junlvap + ‘V“‘ )
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ou seja,

2 2 2
Uy, <V <|VTU|),Z‘> = div (¢H|V2u| x) — g¢n|Vu|2 — @(an,x}

Logo,

[Vul®

[Vul®
x
2

) - ot - e, a)

(Vu,x)tp,Au = div((Vu, z),Vu) — (div <¢n
Vu|Vul? — (Vu, ) (Vip,, Vu)

1sto €,
[Vul?

2

(Vu, 2)p,Au = div({(Vu, x)1p,Vu) — div (wn SL’) + gwn\Vu\z

+ —W;'Q(V%,@ — | Vul|® — (Vu, 2) (Vb V).

Pela propriedade da soma do divergente, temos

(Vu,2)p,Au = div <¢n <<Vu, z)Vu — |V2u|2x)) + ¥wn|vm2

2
+ |V2u| (Viby, ) — (Vu, ) (Vib,, Vu).
Definindo
2
H(z,u) = (Vu,z)Vu — |V2u| x,
temos que,
[Vul?

(Y, 2 A = div(iy H (x, 1)) + %%JVUF + VU 2) — (Y, 2y (T, V)

(4.4)

2

Denotamos H'(x,u) a coordenada i de H(w,u) para 1 < i < N, pelo Lema
uw € H (RY) e desde que supp(,) C Ban(0), usando a definicio de derivadas fracas
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concluimos que

N

/RNdiv(wnH(a:,u))da: _ Z/ O g i u))de

=1 B2n (0) 83:2

- Z/B%(O) (a—le (x,u) +wnaxi (H (:C,u))) dz

=1

N

_ Z/an(o) <ZZ?HZ'($,U) _ %(H%m,u))) dz = 0.

x.
i=1 ¢

Desde que, 1, <1 elim, 1, =1 e da defini¢do do espaco H(RY) temos que,

o [Un|Vul| < [Vul? € LY(RY) e ¥n|Vul* = [Vul?, g.t.p em RY;

9 2
- | <vwn,x>‘ = {(Tna)[Vul? < CIVa € LR ¢ SEH (V0,000 0. g
em RY;

o [(Vu,z)(Vipn, Vu)| = (Vu, Vu)(Vip, 2)| = [(Vibe, 2)|Vul’| < C|Vul* € LHRY) e
(Vu, 2)(Vip,, Vu) — 0, q.t.p em RY.

Assim sendo,

Vu, z)1h, Au| < uVuQ—i—CquZ+C’2Vu2 e LY(RY
2

N -2
(Vu, z)pAu — T\VUF.

Dai seque que, integrando e passando o limite, obtemos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, [ver Teorema ,

N —2
— lim (Vu, ), Audr = —T/ |Vul*dz. (4.5)
RN

n—oo RN

De forma andloga, deduzimos o limite
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N —2
— lim (Vou, ), Avdr = ——/ |Vo|*dx.
RN

n—0o0 RN 2

O limate do lado esquerdo de seque das convergéncias e @, 1sto €,

— lim (Au(Vu, z) + Av(Vv, z)),de = —M/ (|Vul* + |Vv|?)dz
RN

n—oo RN 2

Defina

1
Flo,u,0) = =3 Vi@)? + 2 fu

2* g + )\(ZL‘)U’U,

Observe que,

div(nF (z,u,v)z) =

—) ©i + U F (@, u, v)a%(x))

O F(z, u, al 0
(—¢ 8(; 4 U)) i + ;wnF(:ﬂ, u,v)axi (z)

Vo F(z,u,v)), ) + U, F(z,u,v)div(x).
Pela regra do produto de derivadas e propriedade de produto interno,

div(P F(z,u,v)z) = (W, VF(x,u,v)+ F(x,u,v)Vib,, x) + N, F(z,u,v)
= Y (VF(z,u,v),x) + F(x,u,v){(Vib,, z) + N, F(x,u,v).

Além disso,

1 *
VF(z,u,v) = V —§V1(x)u2 + %|u|2 “2u? 4 A(x)uv)

(
- v (—%Vl(:v)uQ) +V (2ﬂ|u

2*_2u2> + V(A(x)uw).
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Pela propriedade do gradiente do produto, temos

1 .
VFE(z,u,v) = —§V‘/1(x)u2 — Vi(z)uVu + plul* uVu
+ Ax)vVu+ VA(z)uw + A(z)uVu
1 *
= —§VV1(3:)u2 + (=Va(z)u + plul* "2u + M2)v)Vu + VA (2)uv + A(z)uVo

_ —%VVl(x)uQ + F( 1, 0) Vi + VA@)uw + A@)uVo.
implicando,
(VF(z,u,0), 1) = —%(V‘/l(x), D2 + f(z, 1, 0)(Vi, 2) + (VA(x), 2)uv + (Ax)uVo, z).
Assim,

div(Y, F(x,u,v)r) = —%(V%(m),x)u%ﬁn + f(z,u,v)(Vu, x)th, + (A\(z), z)uvi,
+ (AMx)uVv, 2), + F(x,u,v)(Vih,, ) + N, F(x,u,v).

Logo,

flz,u,v)(Vu,2)tp, = div(,F(z,u,v)x) — F(z,u,v)(Vi,, z)
+ <%<VV1($), zyu? — NF(z,u,v) — (M), 2)uv — ()\(ac)qu,x)) U,

Assim, concluimos que

flz,u,v)(Vu, x)tp,de = / (div(p F(z,u,v)x) — F(x,u,v)(Vib,, x))dx

RN RN

-+ /RN (%(V‘fl(x),x)'zf — NF(z,u,v) — (A\(z), x)uv — (A(x)qu,ac)) Ypdr.

1 1 .
De forma andloga, denotamos G(x,u,v) = —§V2(x)v2 + §|v|2 + Ax)uv, assim,
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deduzimos que

/]RN g(z,u,v)(Vou, x)th,dx = /RN(div(wnG(x, u,v)x) — G(z,u,v)(Vib,, x))dx

+ /R ) <%<vv2(x), 200 — NG, u,0) — (\(x), z)uw — (A(m)vVu,x)) nd.

Dat,

/R () (Vu,2) + g, 0) (Vo2 = /R (iv(n(F(,u,0)7 + G, u,0)2)
— (Fow,0) + G, u,0)) (Vi 2))da
[ GUVAG), 2+ (TVala) )0
— NF(z,u,v) — NG(z,u,v)
—AVAR), )uv
@) (a0 + oV, ) )inda

Denotamos F'(x,u,v) a coordenada i de F(z,u,v) paral <i < N. Desde que u € HE (RY)

e supp(ty) C Bo,(0), usando a defini¢ao de derivadas fracas concluimos que

N

/RN div(Y (F(z,u,v)z)dr = Z/ i(l/)nFi(%u,v)x)dx

i=1 Y B2n(0) I
N

O, .
= F'(x,u,v)x + 1, F’x,u,vx)dw
S (Gerewne v ren

N
= Z/ (aw"Fi(a:,u,v)x — %Fi(:v,u,v)as) dxr = 0.
1 Ban(0) 8:62 (9xl

De forma andloga obtemos,

/RN div(y (G (z, u,v)z)dx = 0.
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Assim,

/RN dw(?/)n(F(x, Uu, U)ﬂ? + G(LL’, U, U)f))dx =0.

Desde que, 1, <1 e lim, ,o ¥, = 1, temos

o |(F(x,u,v) + G(z,u,v)))(Vibp, z) — N(F(z,u,v) + G(x,u,v)),| = |(F(x,u,v) +
G, u,0))((Vn, 2) = Noo)| < |F (2,0, 0)[((Vin, 2) = N) + |Gz, u,0)[((Vipn, ) —
N) < C(Va@)] + Juf* + A@yun] + [Va(e)o?] + o + A@yu]) € L'RY) e
(F(z,u,v) + G(z,u,v)){(Vip,,x) — N(F(x,u,v) + G(x,u,v))y, - —NF(z,u,v) —
G(x,u,v), q.t.p em RY;

S(TVila), 2o + (VVa(a), )| < SHVVAG) D)l + SHTVa(e), )l <

ClJuf? + [of?) € LHRY) ¢ S(VVi(a), 22 + (VVa(a), 2)o2 )b — 5((VVala), ohu +

(VVa(x),2)v%), ¢.t.p em RY;

o [2(VA(2), z)uvibn] < 2(VA(@),2)||ullv] < Clullv] € LYRY) e 2(VA(z), z)uv, —
2(VA(z),z)uv, ¢.t.p em RY;

o A@)((uVv+oVu,z))pn = [M2)(uVo,2) + (0Vu,2))dn] < [A@)[[(uVv, 2)] +
A@)[[{vVu, 2)| < CIM(@)| € L'(RY)

—/ Ax)(uVv + vVu, z)ip,de = —
RN

Pela regra do produto de derivadas, temos
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uv) T pdx.

—/ Az)(uVv + vVu, ), de = —/ A
RN Bz, (0)

Usando integragao por partes, obtemos

N G(UU) N )\wnl‘z
_/B%(O))‘(m); 9z, ripdr = —Z/ ANz )Pn; Z/B% B — uvdz

(6%%)\@) + @Sﬁﬂﬁn + szn)\(x)) uvdw.
(0) : ’

i—1 Bo a$2 8$
Logo,
N o
nh_)nolo » Az)(uVv 4+ vVu, x)tp, = —7111_{1;02/8% o (axZ )\(m)) uvdx
— lim Z/ ( )uvdx
n—oo B 'L
—  lim Z/ (N A(x))uvdz
n—o00 =/ Bsn(0)
= —/ (VA(z), z)uvdr — N Az )uvdz.
RN RN
Assim,

(f(z,u,0) + g(a,u,0)(Vu,2)ypn < (Cr ([Vil@)u?| + Jul* + 2\ @)uv| + [Va(z)o®] + [v]*)
+ Collul® + [0") + Cslullo] + CulA()]) € L} (RTY),

(f(z,u,v) + g(x,u,v))(Vu,z)thp, — —NF(z,u,v)— NG(z,u,v)
+ 1((V‘/l(:zr),an)uQ + (VVa(z), z)v?)
— (VX(z),z)uv + NX(x)uv
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim (f(z,u,v){(Vu,z) + g(z,u,v)(Vv,z)),de = —-N F(z,u,v)dz

- N G(z,u,v)dr + %/ (VVi(z), 2)u® + (VVa(z), 2)v?)dz

RN RN

_ /N<V)\(;1;)7 r)yuvdr + N Az)uvdz.

RN

Substituindo F(x,u,v) e G(z,u,v) na equagdo acima, seque de que

——/ (|Vul]® + |[Vou|*)de = —N —~Vi(2)u* + %\u|2 + Ax)uw | dx
2 RN RN 2 2

1 1 .
- N (—5‘/2(56)112 + §|v\2 + )\(:c)uv) dx

RN
1

+ 5 /RN(<VV1(:U)7 2)u® + (VVa(), 2)v*)do

- / (VA(z), z)uvdr + N Az)uvdz.
RN RN

Assim,

N_2 * ]_ *
——/ (Va2 + [VoP)dz = —N/ Pl + 2 1 a@)uw ) de
2 ]RN RN 2* 2*
N

+ = (Vi(z)u® + Va(z)v*) do — N | A(z)uvdz

2 RN RN

- % /RN(W%(xL Tyu’ + (VVa(x), 2)v*)da

_ /N<V)\(x)7x>uvdx + N AMz)uvdz.

RN

Logo, temos
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* 1
2 —_—
u +2*|v

/RN(|VUI2 + | VoPdr = N3 /. (% 24 /\(x)uv) dx

by [ N = 5 [ ) da
- 3 LT + (Vi) ),

Portanto,

/(|Vu|2+!Vv\2)dx _ / (ulaf* + [0+ 2°A(@)uv) da
RN RN

n L/RNWA(I),@mdx—g (Vi(w)u? + Va(x)v?) do

N - 2 RN
1
— —/ (VVi(z), 2)u® + (VVa(z), 2)0?)da.
N - 2 RN
Provando assim a identidade. O

Demonstracao do Teorema Seja (u,v) € E uma solugdo cldssica positiva de

(Su), pela definicao de solugdo fraca, temos
((u,v), (u,v)) = / (plu|P~2uu + 0|7 200 + A(z) (wv + vu))dz.
RN

O que implica

o)l = [ Gl 20 4 o2+ 27 (@)

Assim,

/ (V> + Vi) + Vol + Va(e)o?)da = / (P + Jof* + 2\ (@)uv)de,
RN RN

logo,
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/RN(|VU|2+|VU|2)dx = /RN(;L|U|2*+|v|2*)dx—/]RN(I/l(x)u2+\/'2(x)v2—2)\(x)uv).dx (4.7)

Combinando com a identidade de Pohozaev obtida no Lema temos

[l 1o = [ G+ VaGopet = 23 @) = [l + o o

+ 2% . Az)uvdr — % RN(Vl(x)UQ + Va(z)v?)dw
2
+ m/RN<V)\(:C),x>uvdx
s [TV + (Tate), 2y
Assim,
— /RN(Vl(x)uQ + Va(z)v? — 2X(z)uwv)dr = —%* RN(Vl(a:)UQ + Va(z)v? — 2X\(z)uv)dx
+ %/RN<V)\(33),LE>UUdQS
1 2 2
- s /RN«vvl(:c),m T (VVa(a), 2)o?)dz.
O que implica
0= —<%> /}RN(Vl(x)u2 + Va(x)v? — 2\ (@)uv)dx + % RN(V)\(x), r)uvds
— ﬁ/RN ((VVl(a:),x)uQ + <V\/2(x),x>v2>da:. (4.8)

Multiplicando pelo fator %, temos
0= —/ (Vi(z)u* + Va(z)v® — 2X(z)uw)dx +/ (V(z), r)uvdz
RN R

- 3 /RN«vvl(x), yu + (VVa(), 2)?)da.
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Assim,

/RN(Vl(x)u2 + Va(2)v® — 2\ (@)uv)dx :/ (VA(x), x)uvdz

RN

- %/RN((VVl(:U),x)uZ + (VVa(x), 2)v?).
De (V7) e (Vg), seque-se
/RN<V)\(:B),x)uvd:r - %/RN (VVi(x), 2)u? + (VVa(x), v)v*dr < 0

Logo,
/]RN(Vl(:zt)u2 + Va(z)v? — 2X(2)uv)dr < 0. (4.9)

Por outro lado, temos

0< (VA@I ~ VTE@R) = Vi) — 23/ Vi@l Ta@)le] + Va(a)e

Agora, desde que,

[A@)fullv] = Ala)uv,

temos

—2/ Az)uvds > —2/ A(@)[ul|o|de.
RN RN

Usando (V3) otemos

—Z/RN ANz)uvdr > —25/RN V VA () [u|/Va()|v|da

—5 ( /R Vileptde + /R i Vg(w)Ude) .

WV

Como 6 € (0,1), entao
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=5 ( /R Vilayidd + /R ) Vg(x)dex) > /R (@) + Va(a)?)da.

Assim,
—2/ Az)uvdzr > —/ (Vi(z)u? + Va(z)v?)da,
RN RN

implicando que

/ (Vi(z)u? 4 Va(z)v? — 2X(2)uv)dz > 0. (4.10)
RN
Desta forma, obtemos de e
/ (Vi(2)u? + Va(z)v* — 2\ (z)uv)dw = 0.
RN
Agora, note que
Vo(z
/RN )
/ r)u — 24/ Vi(x)Va(z)uv + Vg(x)vz)dx.
RN

De (Vy),

v < 20/ Vi(x)Va(z)uv
o que implica
=20/ V1 (2)Va(x)uv < =2 (x)uv.
Assim,

0< /RN <V1(x)u2 + Va(z)v? — %A(m)uv) dx < /RN <V1 (z)u? + Va(z)v? — 2)\(93)uv> dx = 0.

0 que ndo € possivel, pois teriamos 0 < 0, logo, o sistema (S,) nao tem solugdo cldssica

positiva para todo p = 0. [
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Apeéendice A
Resultados Utilizados

Aqui, exibiremos alguns dos resultados utilizados no decorrer deste trabalho, bem como
algumas defini¢coes importantes que foram necessarias para a demonstracao de parte dos

mesmos.

Definicao A.1. Um espaco de Hilbert é um espacgo vetorial H equipado com um produto

interno tal que H € completo para a norma ||.|.

Definigao A.2. Representa-se por LP(Q2), 1 < p < 00, o espa¢o de Banach das fungoes

numéricas u definidas em ), mensurdveis cuja poténcia p, |ulP, € integravel em ), equipado

ll ey = ( / |urpda:)
Q

No caso p =2, L*(Q) € um espaco de Hilbert com o produto interno

com a norma

(u, )20 :/uvdw.
Q

Por L>®(Q) o espago de Banach das fungoes numéricas w, mensurdveis e existe uma

constante C' tal que |u(x)] < C q.t.p em Q com
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|u|| L = Inf{C; Ju(x)| < C qt.p em Q}.

p
loc

Definigao A.3. Denota-se por L} (), 1 < p < o0, o conjunto das fungoes mensurdveis

f:Q =R tais que f € LP(K) para todo K compacto de Q.

Definicao A.4. Representa-se por W™P(Q) o espago de Sobolev, que é o espago vetorial
de todas as fungoes u € LP(Q) tais que, ¥V |af < m D% € LP(Q), sendo D*u a derivada

de u no sentido das distribuicoes, isto €,
WmP(Q) ={ue LP(Q);V |a] <m, D% e LP(Q)}.

Para cada u € W™P(Q) defini-se a norma de u por

P
[ullmp = { Y /\Dau|pda; 1< p<oo.
Q

laf<m

O caso particular p = 2, o espago de Sobolev W™?2(Q2) é representado por H™(Q), e é
denominado espaco de sobolev de ordem m.
Assim, o espaco

HY(Q) = WH(Q) = {u € L*(Q); Du € L*(Q)},

3
Q Q

Teorema A.1l. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(2), ondep > 1 e

1 1 .
];4_ p =1. Entao fg € L' e |fgly <|flpl9lq-

com

€ um espaco de Hilbert.

Demonstracao. Ver [7] pag. 57. ]
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Teorema A.2. (Teorema de Imersdo continua) Sejam Q um subconjunto limitado do RY,

(N >2), Q de classe C™ e 1 < p < oo, entdo

Np

P () L), 1<qg< ———
W) Wmo(@) = L), 1< 0 < 7=

=p* semp < N
b) WmP(Q) — Li(Q), 1 <g<ooemp=N
c) WmP(Q) < C**Q) se mp > N

N
No caso ¢), k é um inteiro verificando k < m — — < k+ 1 e X um real satisfazendo

N
O<As<m—-k——=Xseld<lelO<A<1lsel=1.
p

Demonstracao. Ver [22] pag. 76. ]

Teorema A.3. (Teorema de Imersio compacta) Seja Q aberto limitado do RY, Q de classe
C™, el <p<oo. Entdo as sequintes imersoes sao compactas:
Np
N —mp
b) WmP(Q) — L), 1 < g < oo semp=N

a) WmP(Q) — LI1(Q2), 1 < ¢ <

semp < N

- N
c) WmP(Q) — CH(Q). k <m—— < k+1semp> N ondek é um inteiro nao negativo.
p
Demonstragao. Ver [22] pdg. 84. O

Teorema A.4. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espago de Banach,
F.JeCY{X,R)e

M={reX:Jx)=0}y=J"0) comn J(u)#0, ¥ u€ M.
Se F' € limitado sobre M e existe u € M tal que
F(up) = inf F(u),

ueM
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entao existe n € R (multiplicador de Lagrange) tal que
F'(ug) = nJ' (up).
Demonstragao. Ver [17] pag.55. O

Lema A.1. (Lions) Sejar >0 e2 < q < 2*. Se (uy), C HY(RY) é uma sequéncia limitada

de modo que

lim sup / |u,|%de =0,
Br(y)

n—oo yeRN

entdo u, — 0 em LP(RY), para 2 < p < 2*

Demonstracao. Ver [26] pag. 16. ]

Lema A.2. Sejam A, B C R tais que, para todo x € A e todo y € B se tenha x < y. Entdo
sup A < inf B. Afim de ser sup A = inf B € necessdrio e suficiente que, para todo € > 0

dado, existamxr € A ey € B comy—x <e¢

Demonstragao. Ver [20] pag.117. O

Teorema A.5. Seja f € LP(Q2), onde Q CRY € de dominio limitado, 1 < p < oo e seja w

o potencial newtoniano de f. Entio w € W?P(Q), Aw = f. q.t.p em Q e
ID*wll, < cll.flp,

onde ¢ depende apenas de N e p. Além disso, quando p = 2 temos

/ |D2w|2:/f2dx.
RN Q

Demonstragao. Ver [15] pag. 230. O
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Definigao A.5. Seja Q um aberto de RY. Suponha que u € CY(Q) é uma fungdo real

continuamente diferencidvel. Se p € C§°(2) € uma fungao suave com suporte compacto em

Q, seque da formula de integracdo por partes
0 0
/ uvdx:/ uvnid:c—/u Y dz
o Ox; l9) o Oz

/Q w(Osp)dz = — /Q (D) pdz

que

parai=1,...,N.

Definicao A.6. Seja Q C RY um subconjunto aberto e u € L} ().

loc

1

Le(2) € a derivada parcial fraca de u em relagao a x;, se

/u(@igo)dx: —/Uigodx,
Q 0

para todo p € C§°(Q2). Neste caso, denotaremos

fungao v; € L

V; = @u

Dizemos que uma

Lema A.3. Seja Q C RY um aberto e suponha que V€ L>(Q) e que u € H'(Q) € uma

solugao fraca do problema

—Au+V(x)u=f em Q,

onde f € L*(Q). Entao u € Hf

loc

(62).

Para uma versao mais geral e sua demonstragdo, veja [14] Teorema 1 na se¢do 6.3.1

Teorema A.6. (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia

de funcoes em L' que satisfaca

o (a) fulz) = f(x) g.t.p em Q,
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e (b) Existe uma fungio g € L'(QY) tal que para todo n € N, | f.(x)| < g(x) ¢.t.p em Q.

/ fdy = lim / fm

Demonstracao. Ver [7] pag.44. ]

Entio f € L'(Q) e

Teorema A.7. (Valor Médio) Seja f : [a,a + h] — R continua, derivdvel em (a,a + h).
Eziste um nimero 6, 0 < 0 <1 tal que f(a+ h) = f(a) + f'(a + 6h)h.

Demonstracao. Ver [20] pag. 96. ]

Teorema A.8. (Vaimberg) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em LP(QQ) e seja f tal que

\fn — flor) — 0. Entdo existe uma subsequéncia f,, e uma funcao h € LP(Q) tal que

(a) fn,(x) — f(x), quase sempre em 2;

(b) |fu.(2)| < h(x), quase sempre em ().

Demonstracao. Ver [8] pag. 94. O

Teorema A.9. (Principio do Mdzimo Forte) Seja L um operador satisfazendo as sequintes

condicoes.

(Z) ai’j(x)fi{“j 2 )\|§’27 V T € Q,f - RN,'

(ii) Para algumas constantes A,v > 0, temos para todo x € €2,

Dol (@) AP AT Y (6 ()P + e (@) ) + AT d ()] < v

(i) [,(dv—b'Dy)dz <0, V v>0,veCHRQ).
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e seja u € WH2(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q. Entdo, se para alguma bola B CC Q, temos

supu =supu = 0
B Q

a fungdo u deve ser constante em Q e a igualdade é vdlida em (iii) quando u = 0.

Demonstracao. Ver [15] pag. 198. O

O préximo resultado trata-se de um Teorema provado por Ekeland em 1972. A

demonstracao deste Teorema e de suas consequéncias podem ser encontradas em [13].

Teorema A.10. (Principio Variacional de Ekeland) Seja X um espaco métrico completo
ed: X — (—o0,+00) um funcional semicontinuo inferiormente. Suponha que ® seja

limitado inferiormente e sejam e, X\ >0 e u € X dados tais que
O(u) < inf b + =
u) < i 5

Entao existe v. € X tal que

() @(v.) < 2(w);
1
() du,v2) < 5

(¢) Para cada w # v. € X, ®(v.) < ®(w) + eAd(ve, w).

Uma consequéncia importante deste Teorema é o seguinte:

Corolario A.1. Sejam E um espago de Banach e ® : E— R um funcional semicontinuo
inferiormente que seja limitado inferiormente. Suponhamos que ® seja diferencidvel no

sentido de Frechét em todo uw € E. Entao dado 6 > 0, existe us € E tal que

5
B(us) < inf @(u) +5 e [|¥'(us)]lm < 0.

uekE
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Para enunciar a segunda consequéncia do principio variacional de Ekeland, vamos

precisar da seguinte definicao:

Definigao A.7. (Sequéncia Palais-Smale e condi¢ao Palais-Smale) Seja E um espago de

Banach e ® : E — R um funcional de classe C*. Se existirem ¢ € R e (u,) C E tais que

O(u,) —c e 9(u,) — 0.

Dizemos que (u,) € uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para ®, ou de forma resumida,
(un) € uma sequéncia (PS). para ®. Se tal sequéncia possui uma subsequéncia convergente,

diz-se que ® satisfaz a condigao Palais-Smale no nivel ¢ ou que ® satisfaz a condi¢ao (PS)..

Corolério A.2. Sejam E um espaco de Banach e ® : E — R um funcional de classe C*
que seja limitado inferiormente. Entdo, existe (u,) uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢

para ®, onde ¢ = inf,cg P(u).

Corolério A.3. Sejam E um espaco de Banach ¢ ® : E — R um funcional de classe C*
que seja limitado inferiormente. Se ® satisfaz a condi¢io (PS). com ¢ = inf,cp ®(u), entdo

¢ € atingido em um ponto uy € E e ug € um ponto critico de ®
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Apeéendice B

Funcionais Diferenciaveis

Neste apéndice nosso objetivo é mostrar que o funcional energia I associado ao sistema
(S,) é de classe C*(E, R), para isso precisamos enunciar definigoes e apresentar algumas

propriedades sobre funcionais diferenciaveis.

Definicao B.1. Considere o funcional I : X — R, onde X ¢é um espagco normado. O
funcional I é Fréchet Diferencidvel em u € X, se existir L : X — R funcional linear

continuo verificando
Tt ) — T~ (o)

—0.
ol —0 el

Definicao B.2. A derivada de Gateaux € definida por

Py — tim L0 19) = 1]

t—0 t

Definigao B.3. Dizemos que o funcional I € CY(X,R) se a derivada a Frechét I' é continua

sobre X.

Observe que todo funcional Frechét-Diferenciavel é também Gateaux-Diferenciavel,

porém, a reciproca nao é verdadeira, no entanto temos a seguinte proposicao:
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Proposicao B.1. Seja X um espaco de Banach e I um funcional definido em X, se I tem
derivada de Gateauz continua em X, entao I € C'(X,R).
Demonstragao: Ver [18] O

Agora vamos mostrar que o funcional energia I é de classe C? através do seguinte Lema:

Lema B.1. O funcional energia I definido por

1 W 1
o) = (Mol -2 [ Awpuode) = £l - 2ol

¢ de classe C*(E,R).

Demonstracao: Consideremos os funcionais Iy, I, I3, I, : E — R, definidos por

1 1
h(u0) = ol Tl o) = [ Moyurdss B, o) = 2l e Tiwo) = 2ol

Primeiramente vamos mostrar que I estd bem definido.

Note que

I (u,v) = % (/ |Vul*dz +/ Vl(:v)u2dx) —|—% (/ |Vo|*dx +/ Vg(a:)Ude) :
RN RN RN RN

Pela defini¢ao do espago E;, temos que I1(u,v) < +00. Logo, I estd bem definido
L(u,v) = / AMz)uvdzr < / IA(2)||u]|v|dz.
RN RN

Por (V3) temos

I(u,v) < 8 / V@l Tl

Note ainda que,

0< (VI = V@) = V@) — 2 Ta@luly/Vaallel + Va(a)?,
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o que tmplica que

5/RN SV @l ulda < g/RN (Vi(2)d? + Va(a)e?) dz < +oc.

Logo, Iy estd bem definido.

1ip
Iy(u,0) = Efullp = £ (/ |u|de)p - ﬁ/ ulPdz < +oo.
p p RN D JrN

Assim, I3 estd bem definido.

174
1 1 a 1
Li(u,v) = —|l[|I = - (/ ]v\qu) = —/ |v|%dx < +o0.
q q RN q Jrw

Portanto, 1, esta bem definido e consequentemente I estda bem definido.

Afirmagao B.1. [ € CY(E,R).

Vamos calcular a derivada de Gateaux

ol (u,v)
W = DIl(u,v)-(cb,@b)
_ liH(l) Il((uvv) + t(¢£¢)) — ]1(uav)
t—
_ lir% [1(u+t¢,v+tt¢)—fl(u,v)
gy Al 004 W — 001
o 1(IIU+t¢||%1+||v+t¢|l2E2—IIUI|%1—||v||%2>
= lim-
t—0 2 t

B /RN (VuVe + Vi(z)ud + VoV + Va(z)oy) de = ((u,0), (6, ¢))

Vamos verificar agora se Iy € Frechét Diferencidvel

/ _ im ’Il((uvv)—i_(gbaw)) _Il(uﬂv) - ((Uav)(¢=¢))|
hi{u,0)(@:9) = ||<¢71w)||+0 (0, 0)]|
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Vamos calcular I ((u,v) + (¢,v)). Temos da defini¢do

L(0) 4 (6.9) = Lt ov+v) = o0+ o)l
1 1
= §HU+¢H2E1+§HU+¢H%E2
= 1@ O+ 50l + (), (6,6)
= NGO+ Do) + (w0, (6, 9).

Observe agora que

|[1((U,U) + (GZMD)) — Il(uvv) — ((U,U), (¢7¢)) l
1(¢, )l 2

1
=Sl 9l 0

Portanto I, € diferencidvel com

I (u,0)(¢,9) = ((u, ), (¢, ).

Vamos mostrar que I} é continuo.
Seja (uy,v,) uma sequéncia em E, tal que (u,,v,) — (u,v) em E. Devemos mostrar que
I (uy, v,) = I{(u,v)

Note que para cada (¢,0) € E, com ||(¢, )] < 1 temos

| (L3 (tn v ) = 11 (u, 0)) (0, 0)| = [((ttms 0 ) (@,90)) = (w1, 0), (,90))] = [((tn, vn) = (u, 0)), (6, 90)]-

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e das imersoes continuas, existe C > 0 tal que

| (13 (tn, vn) = Iy (1, 0)) (6, 9)] < Cll(un, vn) = (w, )]l (¢, )2 < Cll(tn, vn) = (u, v) |-

Deste modo, podemos concluir que
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113 (uny vn) = L (w,0)|le = sup (1] (un, vn) — 11 (u,v)) (9, ¥)]|
(&)1

< C sup ||(un,va)l[ll(9,¥)] 2
I.)ll<1

= O (un,vn) — (u,v)||g — 0.
Mostrando assim que quando (un,v,) — (u,v) em E temos I|(un,v,) — I{(u,v) em E.
Portanto, o operador I] é continuo, e deste modo I, € C*'(E,R)

Afirmagao B.2. I, € C'(E, R).

Vamos calcular a derivada de Gateaux

by (u,v) _ o D((uv) + 89, ¢)) — Ir(u, v)
gy - Dllwvov) =i ;
~ lim I(u+tp,v ‘|‘tt¢) — Ir(u, 0)7
1sto €,
0Ly (u,v) i Jan A@) (u+td) (v + th)dx — [on Az )uvdz
g, y) =0 t
~ lim (Ax)uv + A(x)tuy + Nx)tvd + X(z) 3¢ — N(z)uv)dr
t—0 RN t
_ lin&tfRN r)uy + Nz t)vqb + t\(x)p))dx
= / (A(z)uy + A(z)vg)dr = / MNz)(up + vo)dx
RN RN

Assim, [on A(x)(u¢ +vo)dx € candidato a ser derwada de Iy no sentido de Frechét, basta

verificar se,

i [ I((u,v) + (¢,0)) = Ir(u,v) = [pw Ma)(ug) + v¢)dx|
111
[[CXDIEE H( , )H
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Vamos calcular Ir((u,v) + (¢,v)). Temos da defini¢do

B(0) +(0.0) = (it ,0+0)= [ M@+ o)+ v)ds
= /RN(/\<ZB)UU + AMz)uy + Mx)vp + Nx)py)dx
= DL(u,v)+ /RN()\(:c)uw + A@)vd + A(z)p)dx

Agora observe que

112((,0) + (8,0)) = Do(1,0) — o M@)(utp +v0)dz| _ | fu Mz)ov)
|r< >|| Gl

Assim,

[Lo((u;0) + (6, 9)) = Lo(u,v) = Jon A@)(utp +v)dz| _ Jen [M2)I|0||¢|dz
||( )II h (A0 -

De (V3) temos

S P@) Il [0lds fRNVl (2)¢" + Va()y?)dz
ol S 16,91
D fus (V6 + V@) + VP + Vi)
[eXE]
5 (0, 0) 13

N

Portanto I € diferencidvel com

L(u,v) (¢, ) = /RN Ax)(up + vo)dx

Vamos mostrar que I} é continuo.

Seja (un,v,) uma sequéncia em E, tal que (up,v,) — (u,v) em E. Devemos mostrar que
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L(uy, v,) = I5(u,v)

Note que para cada (¢,v) € E, com ||(¢,¢)| <1 temos

(I3 (tn vn) = I3 (u, 0)) (6, 9)] =

| @+ o)z = [ Mo + ooy

/RN M) (un — u)pdr + / M) (v, — v)odz

RN

< [ M@l = wltvlde+ [ 3@, = olields

Novamente por (V3), temos

) 4]
| (T2 (e, o) = I3(u, 0)) (6, )] < Sl =, 00 = 0) [ + 1@, )1

para algum 6 € (0,1)

On,
Note que, indexando 6, = ——, temos E||(¢>, V1% = 0,(1) quando n — oo.
n

+1
Assim,

On On
= 0,00 = )%+ 2 (6,8) % = 0

quando n — co. Logo,

Ly (up,v,) = Io(u,v).

Portanto, o operador I, € continuo, e deste modo

I, € C*(E,R).

Afirmagao B.3. I3 € C'(E,R).

Vamos calcular a derivada de Gateaur DI3. Para cada t € R com 0 < |t| < 1, para
cada v € RY e para cada u,¢ € Ei, consideremos a fungdo h : [0,1] — R dada por
h(s) = |u+ sto]P.

Observe que I (s) = plu + stg|P~2(u + stp)td, h(1) = |u+teP e h(0) = |uP. Desde que h
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¢ continua em [0, 1] e diferencidvel em (0,1), seque do Teorema do Valor Médio que existe

€ (0,1), tal que h(1) — h(0) = K (c), o que implica que

u+ 1o]” — |uf”
t

= plu + cto[P~*(u + ctg)o. (2.1)

Assim,

[u +to[P — [ul?
lim

=1 p=2 = p—2
lim ; lim plu + o'~ (u + ctd)d = plul”“ug.

Agora, usando a desigualdade triangular em [2.1) temos

|+t — |ul?
t

< p (Jul + [etg))' ™ [u + cto||g).

De onde seque que
|u+to]" — Jul?
t

< pllul + [elltlleD)4l.

Agora, usando o fato de que |c| <1 e |t| < 1, obtemos

|u+ " — |ul?

L < plul + 1679l

Vamos mostrar que ([u| + |¢|)*~|¢| € L*(RY).
Temos u, ¢ € LP(RY), dai u+ ¢ € LP(RY), o que implica que, (Ju| + |¢])P~* € Ly-1(RY).

Agora, usando a desigualdade de Hdélder com expoentes P 1 e p, temos

(lul + 9D |g] € L'(RY).

Assim,
|u+ " — Jul?

" pllul + |9 ¢l € L'(RY).

Aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque, temos

tolP — lulp
/ plulP2ugdz = lim / [ut 191" = Ju dx
RN t—0 RN t

91



Portanto,

lim I3((u,0) + 1(9, ¥)) — Is(u,v) lim I3(u+td, v+ ) — Iz(u, v)

t—0 t t—0 t

tolP — |ulP
_ hmg(/ [u+toP — |ul )dx
=0 p RN t

= u/ lulP~?upda.
RN

Assim, fRN plulP~2uedr é candidato a ser derivada no sentido de Frechét. Portanto,
¢ suficiente mostrar que I} seja continuo. Seja (un,v,) uma sequéncia em E, tal que
(U, vy) = (u,v) em E.

Assim,

u, —u em LP(RY).

Vamos mostrar que

/ \un\pQundx%/ u|P~*udz.
RN RN

De fato, pelo Teorema de Vaimberg, passando a uma subsequéncia, temos que u,(x) — u(x)

quase sempre em RY e que existe h € LP(RY), tal que
lun(z)| < h(z) quase sempre em RY.

Portanto,

[ (2) P20 (2) = |u(x)|P2u(z) quase sempre em RN,

[[un (2) [P~ *un ()] < W7 () € L= (RY).

Portanto h € LY(RY). Do Teorema da Convergéncia Domonada de Lebesque

lim \un\pQUde:/ lu|P~2udz.
n—oo RN RN
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Agora note que,

Bty 00) = Ty, )6, 0)| = T3 (utm, o) (6, 00) — Ty(o1,0)(6,0)
N W
RN RN

< u / etnP 2, — uf? =0 8z
RN

Da desigualdade de Holder para os expoentes P 5 e p, temos

|(I§(un7vn) - [:la(uav)(¢aw)| < MHun‘p_zun - |u|p_2u‘p%1‘¢|p'
Para |¢|, < 1, temos
|(T3(n, vn) = T3, 0) (0, 90)| < pollunP " — [P ul o

Portanto,

’[:;(unavn) - I£/’><U7U>|E’ < N|‘un|p72un - ‘u|p72u|ﬁ'

Passando o limite na expressao acima, obtemos
!/ !/
|15 (tp, vy) — I3(u,v)| g — 0.

Consequentemente

I; € CY(E,R).

Afirmagao B.4. I, € C'(E,R).
De forma andloga ao que foi feito para I3, para cada t € R com 0 < |t| < 1, para cada

x € RN e para cada v, € By, mostra-se que

93



I, € C*(E,R) com L’L(u,v)(gb,@/)):/ [v]|72vapda.
RN

Das afirmagoes -[B4) segue que
Ie€CYE,R)
com

(I'(w,0), (6,0)) = ((u,0), (6, ¢)) — / (ulul”™?ug + [v]" vt + A@) (utp + vg))d,

RN

onde (¢,9) € Cg°(RY) x C5°(RY).

Agora, vamos definir J : E — RN por

J(u,v) = (I'(u,v), (u,v)) = [[(u,v) [} - Q/RN A@)uvdz — pully — [[vll3.

Para mostrar que I € C*(E,R) basta mostrar que J € CY(E,R). Para tal, consideremos

os funcionais Jy, Jo, J3, Jy : E — R, definidos por

Jl(uw):II(u,v)II%;Jz(u,v)=2/ M )uodz; Js(u, v) = pllullf e Ja(u, v) = [o]lg.

RN

Agora basta proceder de forma andloga ao que foi feito para o funcional I para concluir que
J e CYE,R) com
(J'(u,v), (¢, 0)) = 2((u,v), (¢, ¥)) — / (upluP~?ud + qlv]*™? vy + 2X(x) (w) + vo))da.

RN

Portanto I € C*(E,R) O
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