
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARÁ
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Resumo

A Imagem funcional por Ressonância Magnética (fMRI) é uma técnica cujo objetivo
e a detecção de regiões ativa do cérebro em resposta a uma atividade neural. Quando
um paciente ou voluntário é submetido a um peŕıodo de estimulo ocorrem mudanças nos
ńıveis de oxigenação sangúınea cerebral. Com intuito de encontrar valores quantitativos
das mudanças do fluxo sangúıneo cerebral, volume sangúıneo cerebral e quantidade de
deoxihemoglobina no sangue cerebral, usaremos o Modelo Hemodinâmico de Buxton-
Fristron. Como o Modelo Hemodinâmico não tem solução anaĺıtica, foi aplicado o método
de Runge-Kutta de 4a ordem para a sua aproximação numérica gerando, assim, o sinal
BOLD (Blood Oxygenation Level Dependent) que foi contaminado com o rúıdo branco
gaussiano. Foi empregado o Filtro de Kalman Estendido (EKF) e o Filtro de Kalman
Estendido Suave (EKS) para fazer a assimilação de dados do Modelo em dados Simulados
e Reais. Para dados simulados os resultados obtidos pelo EKS apresentam uma melhora
na recuperação das variáveis de estado e dos parâmetros fisiológicos do modelo, mas a
melhora na estimação não foi significante em relação ao EKF. Para dados reais tanto o
EKF quanto EKS tiveram resultados parecidos, mas com pouca alteração para a estimação
das variáveis de estado, para os parâmetros do modelo observou-se que o EKF fez uma
melhor estimação em comparação ao EKS, pois apresentou um melhor resultado.

Palavras-chave: fMRI, Modelo hemodinâmico, Filtro de Kalman, Assimilação de da-
dos.



Abstract

Magnetic Resonance Imaging (fMRI) is a technique that shows the detection of a neural
activity. When a patient or volunteer undergoes a stimulation period changes in cerebral
blood oxygenation levels occur. In order to find quantitative values of cerebral blood
flow changes, cerebral blood volume and amount of deoxyhemoglobin in cerebral blood,
we will use the Buxton-Fristron Hemodynamic Model. As the Hemodynamic Model has
no analytical solution, the Runge-Kutta 4th order method was applied to its numerical
approximation, thus generating the BOLD (Blood Oxygenation Level Dependent) signal
that was contaminated with Gaussian white noise. The Extended Kalman Filter (EKF)
and the Soft Extended Kalman Filter (EKS) were used to assimilate model data into
simulated and real data. For simulated data the results obtained by the EKS showed an
improvement in the recovery of the state variables and the physiological parameters of
the model, but the improvement in the estimation was not significant in relation to the
EKF. For real data both EKF and EKS had similar results, but with little change for the
estimation of the state variables, for the parameters of the model it was observed that the
EKF made a better estimation in comparison to the EKS, because it presented a better
result.

Key words: fMRI, hemodynamic model, Kalman filter, data assimilation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A técnica de imagens por ressonância magnética, explora um fenômeno quântico, que

ocorre em escala nuclear, foi descoberto pelos grupos de pesquisa independentes do súıço

Felix Bloch e o americano Edward Purcell [18]. Porém, os desenvolvimentos que levaram

a aplicação desse fenômeno quântico à geração de imagens tomográficas só aconteceram

na década de 1970, e os principais responsáveis por esses desenvolvimentos, são Paul

Lauterbur e Peter Mansfield. Em 1971 Raymond Damadian [10] revelou que há diferença

entre os tempos de relaxamento magnético nucleares dos tecidos normais e os dos tumores,

iniciando a ideia do uso da ressonância magnética como instrumento para a detecção de

doenças.

No ińıcio da década de 90, foi descoberto que se poderia utilizar essas imagens

para detectar pequenas alterações hemodinâmicas localizadas naquelas regiões predomi-

nantemente envolvidas com determinadas funções cerebrais e, assim produzirem imagens

funcionais do cérebro, tendo como base as propriedades magnéticas de oxigenação e desoxi-

genação do sangue [23], essa técnica é conhecida na literatura especializada como Imagem

Funcional por Ressonância Magnética-fMRI, e atualmente é bem estabelecida no domı́nio

da investigação em neurociência cognitiva e cĺınica, por ser não invasiva e ter uma boa

resolução espaço - temporal.

A fMRI é um método para obter as imagens de uma atividade cerebral durante a

execução de uma tarefa/estimulo, quando detectado a ativação de determinada região cere-

bral responsável por um determinado estimulo, ocorre mudanças na oxigenação sangúınea

cerebral, havendo a troca da deoxihemoglobina pela oxihemoglobina e o aparelho de res-

sonância magnética detecta tais mudanças. Essas alterações ocorridas no ńıvel de oxi-

genação do sangue é um fenômeno conhecido como efeito BOLD (do inglês, Blood Oxy-

genation Level Dependent), e é constitúıdo por medidas de efeitos hemodinâmico e me-

tabólicos podendo ser representado por modelos matemáticos.
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O sinal BOLD possui diversos modelos matemáticos que o representam, no entanto,

não há um consenso de um modelo espećıfico para a sua representação. Um dos modelos

mais utilizados é o modelo hemodinâmico desenvolvido por Buxston-Friston, tal modelo

busca representar os fenômenos fisiológicos que ocorrem na ativação cerebral durante o

estimulo, como o aumento do volume sangúıneo cerebral, do fluxo sangúıneo cerebral e a

quantidade de deoxihemoglobina nas veias cerebrais. Desta forma, pode-se, então, fazer

uma análise quantitativa do sinal BOLD. Para a assimilação das variáveis de estado e dos

parâmetros do modelo de Buxton-Friston, a partir de um sinal Bold, deve-se aplicar uma

técnica de filtragem, como o filtro de Kalman.

O Filtro de Kalman, desenvolvido por Rudolf kalman em 1960 [20], que publicou um

artigo introduzindo o modelo de espaço de estados, que é baseado na revisão do problema

clássico de filtragem e predição utilizando a representação de processos aleatórios de Bode-

shannon e o método de transição de estado de análise de sistemas dinâmicos. Surgi então

um algoritmo recursivo de estimação que resolve, com o critério de mı́nimos quadrados, o

problema de estimação de um sinal a partir de observações ruidosas lineares, obtendo-se

um estimador ótimo de menor erro quadrático de sistemas lineares. Em 1961 kalman com

contribuições de Richard Bucy [19] adaptaram o filtro para uma versão de tempo cont́ınuo.

Mas devido a não linearidade de alguns processos, como a representação do sinal Bold em

fMRI, representado pelo modelo hemodinâmico, deve-se aplicar as variações do filtro de

kalman.

Para a aplicação do filtro de Kalman, o modelo tem que ser linear. No entanto, muitas

equações fogem dessa regra quando: as matrizes são estocásticas, a equação de medição

não é linear [4]. Para esses casos de sistemas não-lineares discretos pode ser utilizada uma

variação do filtro adaptada por Andrew Jazwinski (1970) [17] e Peter Mayback(1979) [21]

que fazem uma implementação ao filtro de Kalman. A técnica consiste na linearização do

modelo e é denominada de filtro de Kalman Estendido (EKF).

Mas como a maioria das técnicas de estimativa de estado de modelos de fMRI é

usada apenas no sentido de filtragens, e o cálculo das análises de dados hemodinâmico de

Buxton-Friston pode não ser é realizado em tempo real. Com de técnicas de suavização, a

estimativa do estado e dos parâmetros dos sistemas hemodinâmicos podem ser melhorada,

essa técnica é conhecido como filtro de Kalman Estendido Suave (EKS)[5].

A realização do nosso estudo pode ser aplicada em pesquisas com pacientes que apre-

sentam doenças neurológicas graves ou desenvolvem complicações neurológicas. Alguns

Armando Paiva PPGME/UFPA



3

dos fatores envolvidos na lesão neurológica relacionada as alterações da dinâmica cerebral

incluem hipertensão intracraniana, regulação do fluxo sangúıneo cerebral, formação de

edema cerebral e alterações no ĺıquido que banha o sistema nervoso e se encontra dentro

das meninges (ĺıquor). Uma grande parte destas complicações resulta de hipoperfusão ce-

rebral. Por isso, o conhecimento da fisiologia do fluxo sangúıneo cerebral e do consumo de

oxigênio cerebral é importante para aqueles que trabalham em unidades de terapia inten-

siva, pois uma compreensão fisiopatológica plena dos prinćıpios subjacentes à dinâmica

cerebral é essencial para o manejo adequado dos pacientes neurológicos graves [25].

O objetivo deste trabalho é utilizar o modelo hemodinâmico de Buxton-Friston para

representar o sinal BOLD e aplicar o Filtro de kalman Estendido e o Filtro de Kalman

Estendido Suave para a estimação das variáveis de estado e dos parâmetros do modelo he-

modinâmico em dados Simulados e Reais e, assim, realizar uma interpretação quantitativa

dos dados de fMRI e depois comparar os resultados obtidos pelos dois métodos.

Armando Paiva PPGME/UFPA



Caṕıtulo 2

Imagem funcional por ressonância
Magnética

2.1 Introdução

A Imagem Funcional por Ressonância Magnética (do Inglês, functional Magnetic Res-

sonance Imagem, fMRI) é uma técnica de neuroimagem que utiliza a ressonância magnética

(MR) aplicada no monitoramento da atividade cerebral para o diagnóstico e controle de

doenças cerebrais, mapeamento pré-cirúrgico, monitoramento de tumores, cronometria

mental, dentre outros.

Atualmente a fMRI é um dos principais métodos de monitoramento da atividade

cerebral por ser segura, não invasiva, ou seja, o paciente ou voluntario não precisa tomar

nenhum tipo de medicamento para fazer o exame, não emiti radiação e por ter uma boa

resolução espaço-temporal. Essa técnica produz imagens tomográficas e faz o mapeamento

de regiões cerebrais responsáveis por determinadas atividades espećıficas, tornando esse

método um dos mais empregados para a visualização das funções normais do cérebro. Du-

rante a última década, forneceu uma nova visão para a investigação de como as memórias

são formadas, linguagem, dor, aprendizagem e emoção, para citar apenas algumas áreas

de pesquisa, e também está sendo aplicada em ambientes cĺınicos e comerciais [1].

A aquisição de imagens é feita através de exames com um voluntário ou paciente

que é posto no aparelho de ressonância magnética, ao iniciar o exame ele é submetido

a um peŕıodo de estimulo (como por exemplo, mexer os dedos de uma das mão) e um

peŕıodo de repouso, para ativação da parte cerebral a se estudada, a Figura 2.1 ilustra

um voluntário ou paciente em uma máquina de ressonância magnética. Quando ocorre

o estimulo, há a troca do sangue venoso, denominado deoxihemoglobina (deoxyHb - he-

moglobina desoxigenada), pelo sangue arterial, a oxihemoglobina (oxyHb - hemoglobina

oxigenada), ou seja, há uma diminuição da oxyHb e um aumento da deoxyHb. Tendo um
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aumento do fluxo sangúıneo cerebral, proporcionando um excedente de hemoglobina oxi-

genada, fazendo com que os tecidos cerebrais sejam preenchidos de oxigênio [7],conforme

Figura 2.2.

Figura 2.1 Aparelho de Ressonância Magnética

fonte:[1]

Figura 2.2 Recebimento do estimulo,causando alterações no ńıvel sangúıneo

fonte:[1]

Como o sangue tem propriedades magnéticas diferentes, o sangue desoxigenado tem

propriedade paramagnética e o sangue oxigenado tem propriedade diamagnética, e o apa-

relho de ressonância magnética detecta quando acontecem as mudanças de fluxo sangúıneo

cerebral podendo assim gerar as imagens [7]. conforme Figura 2.3.
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Figura 2.3 Imagem de ressonância magnética funcional com zonas de ativação.

fonte:[1]

A ativação do cérebro é detectada pela maquina de ressonância magnética (MR) através

do efeito BOLD (do Inglês, Blood Oxygenation Level Dependent, BOLD).

2.2 Efeito BOLD

O efeito (ou sinal) BOLD é um contraste natural que dependente do ńıvel de oxi-

genação do sangue, e foi descrito primeiramente por Seiji Ogawa na década de noventa,

em estudos com ratos, verificou que o fenômeno tem origem nas propriedades magnéticas

de oxigenação e desoxigenação do sangue [23] e é estruturado nos ńıveis de oxigenação

baseado nas diferenças regionais de fluxo sangúıneo, ou seja, na quantidade de deoxihe-

moglobina na região do cérebro responsável pela ativação ao est́ımulo aplicado. Não sendo

uma medida direta da atividade neural, o sinal é constitúıdo por medidas de efeitos he-

modinâmicos e metabólicos [12][18].

Após três segundos a partir de um est́ımulo o ińıcio da resposta hemodinâmica pode

ser observado. Após cinco segundos um pico é alcançado seguido de uma queda mais lenta

atingindo a base em 10 segundos aproximadamente. Seguindo então de uma resposta

negativa com aproximadamente 15 segundos como apresentado na Figura 2.4 [9].
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Figura 2.4 Representação do sinal BOLD

fonte: Imagem retirada e adaptada de [22]

A resposta hemodinâmica do sinal BOLD detectado no decorrer do tempo é cha-

mada de função resposta hemodinâmica (do inglês, Hemodynamic Response Function,

HRF).Quando o exame de fMRI é aplicado não há apenas um, mais vários est́ımulos si-

multâneo (como batimentos card́ıacos, respiração, interferência do sinal pela MR e algum

movimento involuntário). A resposta hemodinâmica do sinal BOLD detectado no decorrer

do tempo é chamada de função resposta hemodinâmica (do inglês, Hemodynamic Response

Function, HRF). A variação pode ser observada de formas diferentes em distintas áreas

do cérebro [18][9][8]. Tal variabilidade compromete a análise dos dados então, para uma

melhor inspeção adota-se a não linearidade para o sinal BOLD [11].

Como não há possibilidade de fazer uma análise direta das imagens pela a baixa

relação sinal rúıdo (SNR), é necessário um pré-processamento das imagens utilizando algo-

ritmos computacionais para a identificação de áreas ativas através de métodos estat́ısticos.

Estes métodos, como o modelo linear generalizado (GML) [11], correlação cruzada [6], e

o teste t de Student [16], buscam fazer análises qualitativas da HRF.

2.3 Modelo Hemodinâmico de Buxton-Friston

A maioria das abordagens atuais de analise de fMRI tem sido usada principalmente

para a detecção de ativação, em vez da exploração da fisiologia subjacente com base

em uma análise detalhada da resposta BOLD. No entanto é importante ter a análise

quantitativa dos fatores fisiológicos.

Friston [13] com o intuito de buscar métodos quantitativos para simular o efeito

BOLD, criaram o modelo hemodinâmico de Buxton-Friston que descreve o acoplamento

dinâmico da atividade sináptica dos sinais de fMRI. A partir desse modelo é posśıvel obter
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um entendimento quantitativo de fatores fisiológicos do processo, tais como a mudança

no fluxo de sangue, a extração de oxigênio, o volume de sangue e seus efeitos combinados,

os quais são diretamente ligados à atividade neural.

Este é um modelo constitúıdo em três fases: a entrada do sistema (tarefa/est́ımulo),

as variáveis de estado que são: o fluxo sangúıneo cerebral, volume sangúıneo cerebral e

a quantidade de deoxihemoglobina nas veias cerebrais, e o sinal de sáıda que é o próprio

sinal BOLD. O modelo de Buxton-Friston é apresentado no sistema de equações [15].



f̈ = εu(t)− ḟ

τs
− f − 1

τf

v̇ =
1

τ0

(
f − v 1

α

)
q̇ =

1

τ0

(
f

(
1−(1−E0)

1
f

)
E0

− v 1
α
q

v

) (2.1)

sendo f o fluxo sangúıneo cerebral, v o volume sangúıneo cerebral; q a quantidade

de deoxihemoglobina nas veias cerebrais; u(t) a entrada externa; τs reflete o sinal de

decaimento; τf a constante do tempo de auto regulação de retorno; τ0 o tempo de transição;

ε a eficácia neuronal ; E0 representa a extração e fração de oxigênio ; α o parâmetro de

rigidez.

No sistema temos uma equação de segunda ordem, para facilitar a sua resolução,

introduzirmos uma nova variável s [15]. Assim, teremos um sistema de quatro equações

de primeira ordem: s = ḟ



ṡ = εu(t)− s

τs
− f − 1

τf
ḟ = s

v̇ =
1

τ0

(
f − v 1

α

)
q̇ =

1

τ0

(
f

(
1−(1−E0)

1
f

)
E0

− v 1
α
q

v

) (2.2)

Além disso, a sáıda do sinal BOLD pode ser expressa por:

y (t) = V0

(
k1 (1− q) + k2

(
1− q

v

)
+ k3 (1− v)

)
(2.3)
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sendo k1 = 7E0, k2 = 2, k3 = 2E0 − 0.2; os distúrbios da maquina de ressonância

magnética e V0 a fração do volume sangúıneo em repouso.

O modelo hemodinâmico de Buxton-Friston e sáıda do sinal BOLD podem ser es-

critos como os seguintes vetores e com seus respectivos erros:

ẋ = g(x, β, u, n), n ∼ N(0, Rn) (2.4)

y = h(x, β, w), w ∼ N(0, Rw) (2.5)

sendo g e h equações não lineares, x(t) = [s, f, v, q]T o sistema das variáveis de estado,

β = {ε, τs, τf , τ0, E0} o sistema de parâmetros com os valores definidos pelas médias, u o

sistema de entrada, n o processo de rúıdo causado por distúrbios e erros de modelagem,

y o vetor de observação, w o rúıdo no sinal medido, Rn a covariância do processo de

rúıdo, Rw a covariância do rúıdo de medição, a Tabela 2.1 mostra os valores t́ıpicos dos

parâmetros do modelo hemodinâmico utilizados para a resolução do sistema de equações.

Tabela 2.1 Valores t́ıpicos dos parâmetros do modelo hemodinâmico

Parâmetros ε τs τf τ0 α E0

valores t́ıpicos 0.54 1/(1.54) 1/(2.46) 0.98 0.33 0.34

fonte: Retirado e adaptado de [15]

Como o sistema de equações do modelo hemodinâmico não possui solução anaĺıtica,

para a sua resolução é necessária a utilização de um método de aproximação numérica,

foi aplicado o método de runge-kutta de 4a ordem, para simular o sinal BOLD, que é

usado para aproximações de soluções de EDO’s de primeira ordem. Utilizando os valores

t́ıpicos dos parâmetros fisiológicos e o sinal de entrada. O método consiste na utilização

das propriedades do método de expansão de Taylor eliminando o cálculo de derivadas [26],

fazendo várias avaliações da função a cada passo. Este método pode ser constrúıdo para

qualquer ordem a? [29].
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Caṕıtulo 3

O Filtro de Kalman

3.1 O Filtro de Kalman

O filtro de Kalman tornou-se uma das ferramentas de estimação mais utilizadas em

estudos cient́ıficos por ser um estimador ótimo para modelos lineares estocásticos. Por

minimizar o erro quadrático, o conjunto de equações, que constituem o filtro de Kalman,

forma um processo recursivo eficiente de estimação. Este procedimento é aplicado em

modelos na forma espaço-estado, que é a estimação da variável de estado (não observável),

pela medida da variável de observação. Pode-se, também, com o filtro de Kalman estimar

parâmetros desconhecidos do modelo através da estimação por máxima verossimilhança

através da decomposição do erro de previsão [4].

O filtro é utilizado em inúmeras aplicações, como na estimação de cursos de rios,

de trajetórias de corpos celestes, em GPSs (Global Positioning System), em sensores, na

predição de commodities e em grande parte dos dispositivos de telecomunicações [14].

E tem como objetivo estimar o estado de um sistema linear corrompido com incertezas,

incluindo rúıdos e imprecisões na medição. Uma das principais vantagens do filtro de

Kalman é a capacidade de estimar estados de um sistema deturpado por rúıdo Gaussi-

ano branco [3]. Ele utiliza um método recursivo capaz de reduzir a soma dos quadrados

das diferenças entre os valores reais e os estimados, considerando duas fases: predição e

atualização.

A predição, também conhecida como estimativa a priori, estima o estado atual ape-

nas com dados estimados até o passo anterior, não incluindo dados observados no tempo

atual. Na sequência, o estado atual é incrementado com a atualização, na qual a estima-

tiva a priori é corrigida com a observação do tempo atual, resultando em uma estimativa

combinada, conhecida como estimativa a posteriori [4]. A Figura 3.1 mostra a estrutura

geral do Filtro de Kalman e suas duas fases: (a) predição e (b) atualização
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Figura 3.1 Fases do Filtro de Kalman

O modelo para o filtro de kalman assume que o estado real no tempo k é obtido

através do estado no tempo k − 1 de acordo com o sistema[27]:

{
xk = Akxk−1 +Bkuk + nk

zk = Hkxk + wk

(3.1)

sendo xk o estado no tempo k, Ak a matriz de transição de estado, Bk a matriz

de entrada de controle, uk vetor de entrada de controle, nk o rúıdo de processo, zk a

observação do estado no tempo k, Hk a matriz de observação e wk o rúıdo das medidas.

Importante ressaltar que para grande parte das aplicações de sistemas dinâmicos li-

neares, incluindo a desejada, os rúıdos nk e wk são considerados rúıdos gaussianos brancos

não correlacionados, oriundos de erros de modelagem e dos sensores da medição, respec-

tivamente. Com isso, tais rúıdos tem média zero e covariância Qk e Rk:

{
nk ∼ N(0, Qk)

wk ∼ N(0, Rk)
(3.2)

sendo Qk a covariância do rúıdo de processo e Rk a covariância do rúıdo de medição.

A prinćıpio, uma vez que a única informação dispońıvel é a média, µ0 , e a covariância,

P0, do estado inicial, em seguida, a primeira estimativa ideal x̂0 e covariância de erro é:

x̂0 = µ0 = E[x0] (3.3)

P0 = E[(x0 − x̂0) (x0 − x̂0)T ] (3.4)
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3.1.1 Fase de Predição

Nessa fase são estimados os valores do sinal de interesse, x̂−k , e a matriz de covariância

de erro, P−k , no tempo k, baseado nos valores do passo anterior, no tempo k − 1.

Estimativa a priori do estado :

x̂−k = Akx̂k−1 +Bkuk (3.5)

Estimativa a priori da covariância:

P−k = AkPk−1Ak
T +Qk (3.6)

3.1.2 Fase de Atualização

Nessa fase são realizados os cálculos de correção, na qual são novamente estimados

os valores do sinal de interesse, x̂+k , e a matriz de covariância do erro, P+
k , porém com

a atualização dos mesmos a partir do ganho de Kalman, Kk, que é baseado no valor

estimado da matriz de covariância do erro, P−k , encontrado na fase de predição.

ganho de Kalman:

Kk = P−k Hk
T
(
HkP

−
k Hk

T +Rk

)−1
(3.7)

Estimativa a posteriori do estado atualizado :

x̂+k = x̂−k +Kk

(
zk −Hkx̂

−
k

)
(3.8)

Estimativa a posteriori da covariância atualizada:

P+
k = (I −KkHk)P−k ) (3.9)
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3.2 Filtro de Kalman Estendido

Para a aplicação do filtro de Kalman, o modelo tem que ser linear. No entanto, muitas

equações fogem dessa regra quando: as matrizes são estocásticas; quando a equação de

medição não é linear, dentre outros. Para esses casos de sistemas não-lineares discretos é

utilizada uma variação do filtro chamada: Filtro de Kalman Estendido (do inglês, Extended

Kalman Filter,EKF).

O filtro de Kalman Estendido (EKF) é uma extensão do método do filtro de Kalman

para a resolução de problemas não lineares. Nesse caso, ele pode ser utilizado como um

estimador para estimar os parâmetros referentes ao modelo hemodinâmico de Buxton-

Frinston.

A técnica do EKF consiste na linearização do modelo composto em duas fases: a

fase de previsão (estimativa precedente), e a fase de assimilação (estimativa predita) e da

integração de suas observações para a correção da estimativa e das covariâncias [24].

Segundo Terejanu [28] o filtro de Kalman estendido pode ser dado pela seguinte

estrutura similar ao filtro de Kalman: Dado o seguinte sistema não-linear, descrito pela

equação de diferenças e o modelo de observação com rúıdo aditivo:

{
xk = M (xk−1) + nk

yk = h (xk) + wk

(3.10)

O vetor x0 é um vetor inicial aleatório onde o valor esperado é x̂0 = m0 = E[x0]

e a covariância é P0 = E[(x0 − x̂0) (x0 − x̂0)T ] são conhecidos, nk captura incertezas no

modelo e wk é a medição do rúıdo, ambos são rúıdos branco e não correlacionados.

E[nk] = 0

E[nkn
T
k ] = Qk

E[nkn
T
j ] = 0 (3.11)

para k 6= j E[nkx
T
0 ] = 0,∀k
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E[wk] = 0

E[wkw
T
k ] = Rk

E[wkw
T
j ] = 0 (3.12)

para k 6= j E[wkx
T
0 ] = 0,∀k

Também os vetores aleatórios nk e wk não são correlacionado: E[nkw
T
j ] = 0 para

todo k e j. A Tabela 3.1 apresenta a dimensão e a descrição das variáveis do filtro de

kalman estendido.

Tabela 3.1 Dimensão e descrição das variáveis do filtro de kalman estendido

Variável Dimensão descrição da variável

xk n× l Vetor de estado

nk n× l Vetor do processo do rúıdo

yk m× l Vetor de observação

wk m× l Vetor de medida do rúıdo

M(.) n× l Vetor da função não linear do processo

h(.) m× l Vetor da função não linear de observação

Qk n× n Matriz de covariância do processo do rúıdo

Rk m×m Matriz de covariância da medida do rúıdo

fonte: Retirado e adaptado de [28]

3.2.1 Fase de Previsão

A fase de previsão do EKF é dada primeiramente pela estimativa inicial da média e da

covariância [28]:

x̂0 = m0 = E[x0] (3.13)

P0 = E[(x0 − x̂0) (x0 − x̂0)T ] (3.14)

Assumindo que a estimativa ótima x̂k−1 ≡ E[xk−1|yk−1] com covariância Pk−1, no

tempo k − 1. A parte previśıvel de xk é dada por:
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x̂−k ≡ E[xk|yk−1]

≡ E[M (xk−1) + nk|yk−1]

≡ E[M (x̂k−1|yk−1)] (3.15)

Aplicando as propriedades de esperança e a série de Taylor sobre M(.) expandindo

em torno de x̂k−1:

M (xk−1) ≡M (x̂k−1) + JM (x̂k−1) (xk−1 − x̂k−1) +H.O.T (3.16)

sendo JM o jacobiano de M(.) e H.O.T( do inglês, Higher Order Terms) é a ordem do

erro de trucamento. O jacobiano é definido como:

JM ≡


∂M1

∂x1

∂M1

∂x2
· · · ∂M1

∂xn
...

...
. . .

...
∂Mn

∂x1

∂Mn

∂x2
· · · ∂Mn

∂xn


sendo M (x) = [M1 (x) ,M2 (x) , ...,Mn (x)]T e x = [x1, x2, ..., xn]T .

A equação anterior é dada por:

M (xk−1) ≈M (x̂k−1) + JM (x̂k−1) ek−1 (3.17)

Tomando a esperança em ambos os lados, condicionada por yk−1:

E[M (xk−1) |yk−1] ≈M (x̂k−1) + JM (x̂k−1)E[(ek−1) |yk−1] (3.18)

em que E[(ek−1) |yk−1] = 0

substituindo a equação (3.18) na (3.15), o valor previsto de xk fica:

x̂−k ≈M (x̂k−1) (3.19)

e o seu erro predito é

Armando Paiva PPGME/UFPA



3.2 Filtro de Kalman Estendido 16

e−k ≡ xk − x̂−k
= M (xk−1) + nk −M (x̂k−1)

≈ JM (x̂k−1) ek−1 + nk (3.20)

A covariância prevista do erro é

P−k ≡ E[e−k
(
e−k
)T

]

= JM (x̂k−1)E[ek−1e
T
k−1]J

T
M (x̂k−1) + E[nkn

T
k ]

= JM (x̂k−1)Pk−1J
T
M (x̂k−1) +Qk (3.21)

sendo Qk = E[nkn
T
k ]

3.2.2 Fase de Atualização

Nessa fase, se tem duas parte de informação no tempo k: O valor previsto x̂−k com

covariância P−k e a medida yk com covariância Rk. O objetivo agora é encontra a melhor

estimativa não tendenciosa, no sentido dos mı́nimos quadrados x̂k de xk.

Uma maneira é assumir que a estimativa é uma combinação linear de x̂−k e yk :

x̂k = a+Kkyk

Considerando que a estimativa não é tendenciosa:

0 = E[xk − x̂k|yk]

= E[
(
x̂−k + e−k

)
− (a+Kkh (xk) +Kkwk) |yk]

= x̂−k − a−KkE[h (xk) |yk]

a = x̂−k −KkE[h (xk) |yk] (3.22)

substituindo o valor de a na combinação, encontramos o valor estimado de x:

x̂k = x̂−k +Kk (yk − E[h (xk|yk)]) (3.23)
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Aplicando as propriedades de esperança e expandindo em série de Taylor h(.) em

torno de x̂−k , tem-se:

h(xk) ≡ h(x̂−k + Jh(x̂−k )(xk − x̂−k )) +H.O.T (3.24)

sendo Jh o jacobiano de h(.), definido por:

Jh ≡


∂h1

∂x1

∂h1

∂x2
· · · ∂h1

∂xn
...

...
. . .

...
∂hm
∂x1

∂hm
∂x2

· · · ∂hm
∂xn


sendo h (x) = [h1 (x) , h2 (x) , ..., hm (x)]T e x = [x1, x2, ..., xn]T .

Tomando a esperança dos dois lados da equação de h(xk) condicionada por yk:

E[h (xk) |yK ] ≈ h
(
x̂−k
)

+ Jh
(
x̂−k
)
E[e−k |yk] (3.25)

sendo E[e−k |yk] = 0

Substituindo a equação (3.25) na (3.23), obtém-se o estado estimado dado por:

x̂k ≈ x̂−k +Kk

(
yk − h

(
x̂−k
))

(3.26)

O erro no valor estimado de x̂k é

ek ≡ xk − x̂k

= M (xk−1) + nk − x̂−k −Kk

(
yk − h

(
x̂−k
))

≈M (xk−1)−M (x̂k−1) + nk −Kk

(
h (xk)− h

(
x̂−k
)

+ wk

)
≈ JM (x̂k−1) ek−1 + nk −Kk

(
Jh
(
x̂−k
)
e−k + wk

)
≈ JM (x̂k−1) ek−1 + nk −KkJh

(
x̂−k
)

(JM (x̂k−1) ek−1 + nk)−Kkwk

≈
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
JM (x̂k−1) ek−1 +

(
I −KkJh

(
x̂−k
))
nk −Kkwk (3.27)

E a covariância a posteriori da nova estimativa é:
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Pk ≡ E[eke
T
k ]

=
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
JM (x̂k−1)Pk−1J

T
M (x̂k−1)

(
I −KkJh

(
x̂−k
))T

+
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
Qk

(
I −KkJh

(
x̂−k
))T

+KkRkK
T
k

=
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k
(
I −KkJh

(
x̂−k
))T

+KkRkK
T
k (3.28)

= P−k −KkJh
(
x̂−k
)
P−k − P

−
k J

T
h

(
x̂−k
)
KT

k +KkJh
(
x̂−k
)
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
KT

k +KkRkK
T
k

Essa fórmula é valida para qualquer Kk

Como no filtro de Kalman, Kk é descoberto por minimizar o tr(Pk), temos:

∂tr (Pk)

∂Kk

= 0

= −
(
Jh
(
x̂−k
)
P−k
)T − P−k Jh (x̂−k )+ 2KkJh

(
x̂−k
)
P−k J

T
h

(
x̂−k
)

+ 2KkRk

logo, o ganho de kalman é:

Kk = P−k J
T
h

(
x̂−k
) (
Jh
(
x̂−k
)
P−k J

T
h

(
x̂−k
)

+Rk

)−1
(3.29)

Substituindo novamente em Pk, tem-se:

Pk =
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k −

(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
KT

k +KkRkK
T
k

=
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k −

(
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
−KkJh

(
x̂−k
)
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
−KkRk

)
KT

k

=
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k −

[
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
−Kk

(
Jh
(
x̂−k
)
P−k J

T
h

(
x̂−k
)

+Rk

)]
KT

k

=
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k −

[
P−k J

T
h

(
x̂−k
)
− P−k J

T
h

(
x̂−k
)]
KT

k

Pk =
(
I −KkJh

(
x̂−k
))
P−k (3.30)

O filtro de Kalman Estendido é amplamente aplicado em estimativas de sistemas não

lineares, técnica é de fácil implementação, aplicação em tempo real, sequencial e recursivo

[2].
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3.3 Filtro de Kalman Estendido suave

Na literatura a maioria das técnicas de estimativa de estado é realizada apenas no

sentido de filtragem, mas em quase todos os casos de análise de dados hemodinâmicos, o

cálculo não é realizado em tempo real. Através de técnicas de suavização, a estimativa do

estado e dos parâmetros dos sistemas hemodinâmicos podem ser melhorada, essa técnica e

conhecida como Filtro de Kalman Estendido Suave(do inglês, Extended Kalman smoother,

EKS)[5], o EKS aproxima a estimativa do estado filtrado p(xk|y1:k) e a estimativa do

estado suavizado p(xk|y1:N),(com N > k) por funções de densidade de probabilidade

gaussianas(pdf). Como as pdfs são gaussianas, os dois algoritmos atualizam iterativamente

a média e a covariância das estimativas de estado.

Usando o algoritmo EKF, o estado xk é previsto a partir da sequência observada y1:k.

A partir dos dados futuros, uma estimativa de estado mais precisa pode ser realizada. O

algoritmo EKS também é fácil de implementar. A recursão é feita retrocedendo no tempo

e começa de k = N − 1.

Primeiro, o estado é previsto como:

x̂k+1 = M (x̂k) (3.31)

A covariância é prevista por:

Pk+1 = JM (x̂k)PkJ
T
M (x̂k) +Qk (3.32)

O ganho de Kalman Kk pelo mais suave é:

Kk = PkJ
T
M (x̂k)P−1k+1 (3.33)

As estimativas mais suaves para a média e covariância do estado x̂k|N e Pk|N são

encontradas usando o ganho de Kalman Kk e serão representadas aqui por x̂Nk e PN
k as

estimativas de filtro do estado é x̂k e a covariância de estado Pk:

x̂Nk = x̂k +Kk

(
x̂Nk+1 − x̂k+1

)
(3.34)

PN
k = Pk +Kk

(
PN
k+1 − Pk+1

)
KT

k (3.35)
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Caṕıtulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados encontrados após da aplicação do Filtro de

Kalman Estendido (EKF) e o Filtro de Kalman Estendido Suave (EKS) para assimilação

de dados de fMRI, em dados Simulados e Reais.

4.1 Dados Simulados

Para simular o sinal BOLD, foi utilizado o modelo hemodinâmico de Buxton-Friston, que

foi solucionado pelo método de Runge-Kutta de 4a ordem, utilizando os valores t́ıpicos dos

parâmetros do modelo e o sinal de entrada. Foi adicionado ao sinal o rúıdo branco gaussi-

ano para a estimação das variáveis de estado e dos parâmetros do modelo hemodinâmico,

e o sinal BOLD. A partir do sinal com rúıdo, o processo de assimilação de parâmetros

com o EKF e o EKS foi empregado.

Foram simulados os est́ımulos, função de entrada u(t), recebidos por um paciente na

maquina de ressonância magnética, como mostrado na Figura 4.1, em que 1 representa

o est́ımulo recebido e 0 o repouso. E a partir dos sinais de entrada foram simulados as

variáveis de estado do modelo hemodinâmico, observado na Figura 4.2. E em seguida foram

gerados o sinal da função resposta hemodinâmica sem rúıdo branco gaussiano, conforme

Figura 4.3 e com rúıdo branco gaussiano, como visto na Figura 4.4.
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Figura 4.1 sinal de entrada u(t) com peŕıodo de 12 segundos

Figura 4.2 Variáveis de estado do modelo hemodinâmico

Figura 4.3 Função resposta hemodinâmica
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Figura 4.4 Função resposta hemodinâmica com ruido branco gaussiano

4.1.1 Resultado do Filtro de Kalman Estendido

Após o sinal ruidoso, o processo de assimilação das variáveis de estado e dos parâmetros

fisiológicos foi executado. Estimou-se primeiramente as variáveis de estado do modelo he-

modinâmico através do filtro de kalman Estendido, que como esperado, recuperou o fluxo

sangúıneo cerebral, como visto na Figura 4.5. Recuperou o volume sangúıneo cerebral,

como observado na Figura 4.6. A quantidade de deoxihemoglobina nas veias cerebrais,

conforme Figura 4.7 e o sinal BOLD, como mostra a Figura 4.8. Na Figura 4.9, foi feita

estimação o erro do sinal BOLD, este desvio da ordem de 10−4.

Figura 4.5 Estimação do sinal f pelo EKF
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Figura 4.6 Estimação do sinal v pelo EKF

Figura 4.7 Estimação do sinal q pelo EKF

Figura 4.8 Estimação do sinal BOLD pelo EKF
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Figura 4.9 Erro de estimação do sinal BOLD pelo EKF

Na assimilação dos parâmetros do modelo hemodinâmico de Buxton-Friston, tais

como a eficácia neural (ε), o sinal de decaimento (τs), a constante do tempo de auto

regulação de retorno (τf ), o tempo de transição (τ0), a extração e fração de oxigênio

(E0), a estimação pelo filtro de kalman Estendido não foi muito eficaz, pois não conseguiu

recuperar de forma eficiente esses parâmetros. como podemos ver nas Figuras 4.10, 4.11,

4.12, 4.13, 4.14.

Figura 4.10 Eficácia neural (ε)
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Figura 4.11 Sinal de decaimento (τs)

Figura 4.12 Constante do tempo de auto regulação de retorno (τf)

Figura 4.13 Tempo de transição (τ0)
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Figura 4.14 Extração e fração de oxigênio (E0)

Após isso, foram plotados os histogramas dos erros aleatórios do sinal BOLD esti-

mado e das variáveis de estado, junto com a função Gaussiana, de acordo com as Figuras

4.15, 4.16 , 4.17 e 4.18.

Figura 4.15 Erro do sinal BOLD pelo EKF
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Figura 4.16 Erro do fluxo sangúıneo cerebral pelo EKF

Figura 4.17 Erro do volume sangúıneo cerebral pelo EKF

Figura 4.18 Erro da quantidade deoxihemoglobina nas veias cerebrais pelo EKF
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E também foram plotados os histogramas dos erros aleatórios dos parâmetros fi-

siológico, junto com a função Gaussiana, visto nas Figuras 4.19, 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23.

Figura 4.19 Erro da eficácia neural (ε) pelo EKF

Figura 4.20 Erro do sinal de decaimento (τs) pelo EKF
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Figura 4.21 Erro da constante de tempo de auto regulação de retorno (τf ) pelo EKF

Figura 4.22 Erro do tempo de transição (τ0) pelo EKF

Figura 4.23 Erro da extração e fração de oxigênio (E0) pelo EKF
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4.1.2 Resultado do Filtro de Kalman Estendido Suave

A partir da simulação do sinal com ruido, como visto na Figura 4.4, e a estimação

pelo EKF, foi empregado filtro de kalman Estendido Suave no processo de assimilação das

variáveis de estado do modelo hemodinâmico, que como observado nas Figuras 4.24, 4.25,

4.26 , 4.27 e 4.28, estimou como esperado, pois recuperou o fluxo sangúıneo cerebral, o

volume sangúıneo cerebral, quantidade de deoxihemoglobina nas veias cerebrais, o sinal

BOLD e foi feita estimação o erro do sinal BOLD, este desvio da ordem de 10−4.

Figura 4.24 Estimação do sinal f pelo EKS

Figura 4.25 Estimação do sinal v pelo EKS
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Figura 4.26 Estimação do sinal q pelo EKS

Figura 4.27 Estimação do sinal BOLD pelo EKS

Figura 4.28 Erro de estimação do sinal BOLD pelo EKS
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Verificou-se também que o EKS conseguiu recuperar os parâmetros do modelo, como

visto na Figura 4.29, a eficácia neural (ε), na Figura 4.30, o sinal de decaimento (τs), na

Figura 4.31, a constante do tempo de auto regulação de retorno (τf ), na Figura 4.32, o

tempo de transição (τ0) e na Figura 4.33, a extração e fração de oxigênio (E0).

Figura 4.29 Eficácia neural (ε)

Figura 4.30 Sinal de decaimento (τs)
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Figura 4.31 Constante do tempo de auto regulação de retorno (τf)

Figura 4.32 Tempo de transição (τ0)

Figura 4.33 Extração e fração de oxigênio (E0)
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Em seguida, foram plotados os histogramas dos erros aleatórios do sinal BOLD

estimado e das variáveis de estado, junto com a função Gaussiana, de acordo com as

Figuras 4.34, 4.35 , 4.36 e 4.37.

Figura 4.34 Erro do sinal BOLD pelo EKS

Figura 4.35 Erro do fluxo sangúıneo cerebral pelo EKS
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Figura 4.36 Erro do volume sangúıneo cerebral pelo EKS

Figura 4.37 Erro da quantidade deoxihemoglobina nas veias cerebrais pelo EKS

E também os histogramas dos erros aleatórios dos parâmetros fisiológico, junto com

a função Gaussiana, visto nas Figuras 4.38, 4.39, 4.40, 4.41 e 4.42.

Armando Paiva PPGME/UFPA



4.1 Dados Simulados 36

Figura 4.38 Erro da eficácia neural (ε) pelo EKS

Figura 4.39 Erro do sinal de decaimento (τs) pelo EKS

Figura 4.40 Erro da constante de tempo de auto regulação de retorno (τf ) pelo EKS
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Figura 4.41 Erro do tempo de transição (τ0) pelo EKS

Figura 4.42 Erro da extração e fração de oxigênio (E0) pelo EKS

4.2 Dados Reais

A análise de dados reais de um exame de fMRI foi apresentado por Campelo [7] em seu

trabalho sobre Mapas auto-organizáveis, cujo, objetivo era encontrar regiões de ativações

cerebrais a partir de um estimulo. O experimento foi realizado com um scanner Siemens

de 1.5 T (Magnetom Vision, Erlangen, Germany), para aquisição das imagens usou-se a

imagem eco-planar (EPI) com os seguintes parâmetros: TE = 60 ms, TR = 4.6 s, FA =90◦,

FOV = 220 mm, espessura das fatias de 6.25 mm, e dimensão do voxel = 1.72×1.72×6.25

mm. Foram adquiridos 64 volumes cerebrais com 16 fatias cada, e tamanho da matriz

128× 128.

No decorrer do procedimento, o paciente ou voluntario foi submetido a um peŕıodo
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de est́ımulo (est́ımulo auditivo) e um peŕıodo de repouso, sendo 6 blocos em repouso

(27.5s cada) intercalados com 5 de atividade (27.5s cada). Durante a tarefa o paciente ou

voluntario ouviu uma história complexa com uma estrutura narrativa padrão. Que logo

após o exame, o mesmo teve que relatar o conteúdo da narrativa.

Para o nosso trabalho foi considerado a fatia 9 dos dados processados por Campelo

[7] com mapas auto organizáveis, conforme mapa de ativação mostrado na Figura 4.43.

Para a aplicação dos filtros estudados aqui, foi selecionado o voxel ativo (80,40) desse

mapa de ativação (Figura 4.43), cujo sinal Bold é apresentado na Figura 4.44, com os 10

primeiros dados sendo retirados para a aplicação do filtro de Kalman. Foram gerados os

est́ımulos, função de entrada u(t), do paciente ou voluntario na maquina de ressonância

magnética, como mostrado na Figura 4.45,

Figura 4.43 Mapa de ativação dos dados reais

Figura 4.44 sinal bold dos dados reais
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Figura 4.45 sinal de entrada u(t)

4.2.1 Resultado do Filtro de Kalman Estendido

E após isso foi feita a assimilação das variáveis de estado do modelo hemodinâmico

pelo EKF no voxel (80, 40) dos dados reais processados por Mapas auto-organizáveis apre-

sentado em Campelo [7], em que recuperou o fluxo sangúıneo cerebral, volume sangúıneo

cerebral, quantidade de deoxihemoglobina nas veias cerebrais e o sinal BOLD., conforme

Figuras 4.46, 4.47, 4.48 e 4.49.

Figura 4.46 Estimação do sinal f pelo EKF
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Figura 4.47 Estimação do sinal v pelo EKF

Figura 4.48 Estimação do sinal q pelo EKF

Figura 4.49 Estimação do sinal BOLD pelo EKF
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Mas o EKF não conseguiu recuperar de forma eficaz os parâmetros do modelo, pois

os resultados da estimação não estabilizaram, como visto na Figura 4.50, a eficácia neural

(ε), na Figura 4.51, o sinal de decaimento (τs), na Figura 4.52, a constante do tempo de

auto regulação de retorno (τf ), na Figura 4.53, o tempo de transição (τ0) e na Figura 4.54,

a extração e fração de oxigênio (E0).

Figura 4.50 Eficácia neural (ε)

Figura 4.51 Sinal de decaimento (τs)
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Figura 4.52 Constante do tempo de auto regulação de retorno (τf)

Figura 4.53 Tempo de transição (τ0)

Figura 4.54 Extração e fração de oxigênio (E0)
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4.2.2 Resultado do Filtro de Kalman Estendido Suave

Após a estimação pelo EKF em dados reais, o filtro de de kalman estendido suave

foi empregado no processo de assimilação do modelo, que como esperado recuperou as

variáveis de estado: o fluxo sangúıneo cerebral, volume sangúıneo cerebral, quantidade de

deoxihemoglobina nas veias cerebrais e o sinal BOLD., conforme Figuras 4.55, 4.56, 4.57

e 4.58.

Figura 4.55 Estimação do sinal f pelo EKS

Figura 4.56 Estimação do sinal v pelo EKS
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Figura 4.57 Estimação do sinal q pelo EKS

Figura 4.58 Estimação do sinal BOLD pelo EKS

Mas na assimilação dos parâmetros do modelo o EKS não estimou como esperado,

pois não conseguiu recuperar,os mesmos e os resultados da estimação não convergiram,

como visto na Figura 4.59, a eficácia neural (ε), na Figura 4.60, o sinal de decaimento

(τs), na Figura 4.61, a constante do tempo de auto regulação de retorno (τf ), na Figura

4.62, o tempo de transição (τ0) e na Figura 4.63, a extração e fração de oxigênio (E0).
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Figura 4.59 Eficácia neural (ε)

Figura 4.60 Sinal de decaimento (τs)

Figura 4.61 Constante do tempo de auto regulação de retorno (τf)
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Figura 4.62 Tempo de transição (τ0)

Figura 4.63 Extração e fração de oxigênio (E0)
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Conclusões e Considerações Gerais

No processo de assimilação de dados do modelo hemodinâmico de Buxton-Friston com

Filtro de Kalman Estendido para dados simulados, a estimação das variáveis de estado

do modelo foi boa, por ter recuperado: fluxo sangúıneo cerebral f , volume sangúıneo

cerebral v, quantidade deoxihemoglobina nas veias cerebrais q e o sinal BOLD. Para os

parâmetros a estimação foi razoável, pois os resultados não convergiram totalmente para os

valores esperados. Na assimilação dos dados reais a estimação das variáveis de estado pelo

EKF foi aceitável, o fluxo sangúıneo cerebral f , volume sangúıneo cerebral v, quantidade

deoxihemoglobina nas veias cerebrais q e o sinal BOLD. Mas para os parâmetros do modelo

não estabilizou.

Ao empregarmos o Filtro de Kalman Estendido Suave no processo de assimilação

das variáveis de estado do modelo para dados simulados, os resultados foram satisfatórios,

pois verificou-se que o EKS recuperou: o fluxo sangúıneo cerebral f , volume sangúıneo

cerebral v, quantidade deoxihemoglobina nas veias cerebrais q e o sinal BOLD. E para

os parâmetros do modelo a estimação não mostrou a mesma eficiência, pois os resultados

não convergiram para os valores esperados. Para os dados reais a estimação das variáveis

de estado pelo EKS teve resultados aceitáveis, pois recuperou o fluxo sangúıneo cerebral

f , volume sangúıneo cerebral v, quantidade deoxihemoglobina nas veias cerebrais q e o

sinal BOLD. Mas para os parâmetros do modelo não fez a estimação almejada, pois não

recuperou os mesmo e os resultado da estimação não convergiram.

Observou-se que o Filtro de Kalman Estendido Suave fez uma melhor estimação

em comparação ao Filtro de Kalman Estendido para dados simulados, mas a melhora na

estimação não foi significante. Nos dados reais o EKF e o EKS apresentaram resultados

parecidos, mas com pouca alteração para a estimação das variáveis de estado, para os

parâmetros do modelo observou-se que o EKF fez uma melhor estimação em comparação

ao EKS, pois apresentou um melhor resultado.
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Para trabalhos futuros, é sugerida a utilização de outros métodos de estimação das

variáveis e dos parâmetros do modelo hemodinâmico. Alguns dos métodos que podem ser

utilizado é uma outra variação do Filtro de kalman, o filtro de Kalman estendido suave

iterativo IEKS, o filtro de Kalman Unscented UKF e o filtro de Kalman Unscented Suave

UKS .
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FAL Aiube. Modelagem dos preços futuros de commodities: abordagem pelo filtro de
part́ıculas. Rio de Janeiro: PUC-Rio, Departamento de Engenharia Industrial, 2005.
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