UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Dissertacao de Mestrado

SOLUCAO NAO-CLASSICA DE EQUACOES
ELIPTICAS TOTALMENTE NAO LINEARES VIA
ALGEBRAS NAO ASSOCIATIVAS.

Mayara Silvia Brito da Silva

BELEM
2019



\I\VERSMAQ RAL DO PAR
v - & !-—'1

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Mayara Silvia Brito da Silva

SOLUCAO NAO-CLASSICA DE EQUACOES
ELIPTICAS TOTALMENTE NAO LINEARES VIA
ALGEBRAS NAO ASSOCIATIVAS.

Este exemplar corresponde a redacao final da
dissertagao, devidamente corrigida e, defen-
dida por Mayara Silvia Brito da Silva como
requisito parcial para obtencao do titulo de

Mestre em Matemaética.

Orientadora: Profa. Dra. Joelma Morbach.

BELEM
2019



Dados I nter nacionais de Catalogacdo na Publicacdo (Cl P) de acordo com | SBD
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Para
Gerada automaticamente pelo médulo Ficat, mediante os dados for necidos pelo(a) autor (a)

S586s  Silva, Mayara Silvia Brito da
Solucgao ndo-cléssica de equagdes el ipticas total mente ndo
lineares via a gebras ndo associativas/ Mayara Silvia Brito da
Silva. — 2019.
X, 97 f. 1 il. color.

Orientador(@): Prof2. Dra. Joelma Morbach

Coorientador(a): Prof. Dr. Juaci Picanco da Silva

Dissertacéo (Mestrado) - Programa de Pos-Graduagdo em
Matematica e Estatistica, Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais,
Universidade Federal do Parg, Belém, 2019.

1. Equagdes Elipticas. 2. Algebras ndo associativas. 3.
Solugéo ndo-classica. |. Titulo.

CDD 510



http://www.tcpdf.org

Mayara Silvia Brito da Silva

SOLUGAO NAO-CLASSICA DE EQUACOES
ELIPTICAS TOTALMENTE NAO LINEARES VIA
ALGEBRAS NAO ASSOCIATIVAS.

Esta dissertagao foi julgada e aprovada para a obtencao do titulo de Mestre em
Matemaética no Programa de Po6s-Graduagdo em Matemaitica e Estatistica da

Universidade Federal do Para, pela seguinte banca examinadora:

mcifw Mm?oao&

Prof*, .Dr*. IfO( *lma Morbach - Ol/enl.ddnia (PPGME/UFPA)

Ry
_’;‘/,’_/ L B

r—

Prof. Dr. Juaci Picanco da Silva - Co-orientador (PPGME/UFPA)

Q:oo,u\,@m c.Qol ? KE

Pr{) Dr. Joao Rndrlgues dos Santos Janior - (mbro Interno (PPGME,/PDM/UFPA)

Prof*. Dr*. Suellen Cristina Queiroz ﬁm"uda Membro J:}\terno (UFPA /Campus

Abaetetuba)

Belém, 27 de setembro de 2019

Resultado: /q /)"»"1«@*4/ &,Cg/&.




il

A minha familia.



AGRADECIMENTOS
Primeiro a Deus, pelo dom da vida.

Minha familia, pai Adriano Rocha, mae Maria José e a irma Marcela Syanne por todo
apoio, carinho e paciéncia. Por cada palavra de incentivo, por acreditarem no meu sonho e
ajudar a torna-lo possivel. Ao meu namorado Fabio Leite, por toda paciéncia, compreensao
e todas as palavras e cuidado comigo para tornar essa trajetoria menos pesada. A minha

gata Bibi por todo amor transmitido nas horas de estudos.

Aos amigos que colaboraram com o trabalho: Gabriela Coelho, Jeffersson Macedo,
Harlen, Julio Flor. Meu muito obrigada pela disponibilidade em ajudar e esforco para

entender o que nem eu sabia explicar.

Aos amigos da sala de estudo Romario, Igor, Stefania, Willson, por me alegrarem nos
momentos de tristeza e por todos os cafés compartilhados para recarregar as energias para
realizar este trabalho. Agradeco em especial a amizade da familia Wanessa, André Renan

e Artur (Tutu) por todo apoio e carinho que recebi.

As minhas amigas de infancia Vanessa Santos, Taina Tamires Barros, Ana paula Tavares,

por sempre me incentivarem a acreditar no meu sonho e compreensao com toda essa jornada.

Agradego a Professora Joelma Morbach pela confianga no meu trabalho e por acredi-
tar em mim mesmo quando eu nao acreditei que seria possivel, meu muito obrigada. Ao
professor Juaci Silva pela co-orientacao em &lgebra e pelos seminarios realizados, minha
gratidao pelo excelente conhecimento transmitido. Ao professor Ashish pela disponibilidade
em ajudar a entender alguns conceitos de algebra. Aos professores Joao Rodrigues e Suellen

Cristina pelas consideragoes do trabalho.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior-Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento 001.

v



"Até mesmo a mator das caminhadas comeca
com primeiro passo”

Gandhi.



Resumo

Neste trabalho abordaremos o problema da existéncia de solu¢des nao suaves para
equagoes elipticas totalmente nao-lineares, usando algebra nao associativa, mais especifi-
camente, estudaremos o Processo de Cayley-Dickson motivado pelo Problema de Hurwitz,
para mostrar que toda &algebra com composi¢ao tem dimensao 1, 2, 4 ou 8. Usando um
resultado de Algebra que diz que toda R-Algebra com composicao de dimensao finita ¢ uma
R-Algebra de divisao, obtemos quatro Trialidades, que serdo utilizadas para a construcio das
solugoes nao suaves. Em particular, estudaremos uma solucao para uma Equagao Diferencial

Parcial Eliptica totalmente nao linear em dimensao 12 que depende somente da hessiana.

Palavras-Chaves: Equacgoes elipticas; Algebras nao associativas; Solug¢ao nao classica.
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Abstract

In this paper we discuss the problem of the existence of non-smooth solutions for ellip-
tic equations entirely non-linear, using non-associative algebra, more specifically study the
Cayley-Dickson process driven by Hurwitz problem, to show that all Algebra composition
has dimension 1, 2, 4 or 8. Using an Algebra result that says that all R - Finite Dimension
Algebra is a R - Division Algebra, we get four Trialities, which will be used for the con-
struction of non-soft solutions. In particular, we will study a solution for a fully nonlinear

12-dimensional elliptic partial differential equation that depends only on the hessian.

Key-words: Elliptic equation; Nonassociative Algebras; Non-classical solution.
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NOTACOES

Symn,(R) — Conjuntos das matrizes simétricas de ordem n.
#ng — Derivada parcial de segunda ordem de u com relacao az; e ;.
Q — Dominio aberto de R".
Au — Operador Laplaciano da fun¢ao wu.
D?u — Matriz Hessiana da funcao wu.
Du — Vetor gradiente da funcao u.
Vu — Vetor gradiente da fungao u.
Q(R™) — Espago das formas quadraticas em R™.
C — Conjunto dos niimeros complexos
@) — Conjunto dos nimeros quatérnios
H — Conjunto dos nimeros octénios
B,(a)  — Bola aberta de centro a e raio r > 0

lu,v]  — gerado por u e v.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo estudar uma area que contém algumas aplicacoes de
algebras nao comutativas e nao-associativas para construir solugoes fracas incomuns (nao-
classicas e singulares) para equagoes diferenciais parciais elipticas totalmente nao-lineares

de segunda ordem.

Usar algebras para construir estruturas exoticas ou especificas, analiticas e geométricas
nao € algo novo. Pode-se mencionar aqui, por exemplo, as construgoes de esferas exoticas de
Milnor [12], de solugbes singulares para sistemas de superficies minimas por Lawson e Osser-
man [8], a ADHM construgao de instantons (solugao classica para equagoes de movimento
com uma acao finita, diferente de zero, tanto na mecanica quéntica ou na teoria quantica de
campos) por Atiyah, Drinfeld, Hitchin e Manin [17], a construgao de variedades singulares
co-associativas de Harvey e Lawson [27], todos os quatro usando quatérnios, bem como as
recentes construgoes de solugoes incomuns do sistema de Ginzburg-Landau por Farina e
Ge-Xie [3], [11], usando polindmios isoparamétricos e, portanto, implicitamente algebras de

Jordan ou Cliford.

No livro Nonlinear Elliptic Equations and Nonassociative Algebras by Nikolai Nadi-
rashvili, Vladimir Tkachev, Serge Vladut, [22|, sdo estudadas aplica¢bes de quatérnios,
octonios e algebras de Jordan para equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda or-
dem que sao relativamente novas (sugiram em 2013). Elas permitem resolver um problema
de longa data, a saber, existéncia de solugoes de viscosidade verdadeiramente fracas, ou
seja, que nao sao suaves (= classicas), algo que até dez anos atras nao se sabia se exis-
tia. Além disso, em algum sentido, elas ddo (embora junto com alguns outros argumentos)

uma descricao quase completa de solugoes homogéneas para equagoes elipticas totalmente



nao-lineares a partir das dimensoes dos espagos.

O capitulo 4 do livro [22] trata sobre as solugoes a classe mais simples de equagoes uni-
formemente elipticas totalmente nao-lineares do tipo F(D?*u) = 0 definidas em um dominio
de R™ onde D?u é a matriz Hessiana da funcao u. Usando um resultado de algebra que diz
que toda algebra de divisao tem dimensao 1, 2, 4 ou 8, os autores mostram a existéncia de

uma solugao nao classica para uma EDP em R", com n =12 e n = 24.

O objetivo deste trabalho é estudar o caso de solugao nao classica para o problema
citado acima no caso n = 12 e para isto foi usado como referéncia principal o artigo [21]
dos autores do livro onde eles tratam especificamente do estudo de solugao nao classica de

equagoes elipticas totalmente nao linear em dimensao 12.

Para isto o texto esta dividido em trés capitulos, em que o primeiro ¢ destinado ao
estudo das algebras nao associativas e é apresentado o processo de Cayley-Dickson para
garantir que as algebras de divisao sao tnicas a menos de isomorfismos e tem dimensao
1,2,4 ou 8. Além disso, fazemos uma breve abordagem sobre as algebras dos quatérnios e
dos octonios, que servirao para exibir a solucao nao classica da EDP em questao. O capitulo
2 é um apanhado sobre as Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas totalmente nao lineares
apontando os estudos feitos até agora e comentarios sobre a importancia da nossa pesquisa.
No capitulo final é apresentado um breve resumo sobre as solucoes citadas no capitulo 4 do
livro [22] e o estudo sobre a solugao néo classica da EDP eliptica totalmente nao linear em

dimensao 12.



Capitulo

ALGEBRAS DE DIVISAO E TRIALIDADES

Este capitulo é destinado ao estudo de algebras de divisao, dentre as quais estudamos
as Algebras com composicio, a partir do processo de Cayley-Dickson, para classificar todas
as R—algebras com composi¢ao. Os conceitos e propriedades destas algebras serao usados
no capitulo 3 na construgao de solugoes singulares de certas equagoes elipticas nao-lineares.
Apresentamos aqui também as trialidades que servirao para construir os polindémios ctibicos

da solucgao apresentada.

1.1 Algebras de Divisao

Consideremos A um espago vetorial de dimensao finita sobre o corpo dos reais R.

Definicao 1.1. Uma funcao f: Ax A — A € uma forma bilinear se para todos x,y,z € A

e a € R for verdade que:

1) f(x,y—l—z):f(x?y)—i-f(x,z);
11) f(a:—l—y,z):f(a:,z)—i—f(y,z);
iii) f(ox,y) = f(z, ay) = af(z,y).

Defini¢do 1.2. (Algebra) A ¢ dito uma dlgebra sobre R se existe um produto bilinear
AxA — A _
, ou seja,
(,y) — wy



i) (21 + 22)y = 21y + 22y, para todos x1,x9,y € A,
ii) x(y1 +1y2) = 2y1 + wY2, para todos x,y1,ys € A,

iii) (ax)y = x(ay) = a(zy), para todos x,y € A e a € R,

Uma &lgebra ¢é dita comutativa se para todos z e y for verdade que ry = yx, e € nomeada
uma algebra associativa se quaisquer x, y e z satisfazem a igualdade (zy)z = x(yz). Neste

trabalho, as algebras A consideradas nao sdo necessariamente comutativas e/ou associativas.

Admitiremos que A é unitaria, ou seja, existe um elemento 14, € A chamado unidade
tal que 14a = aly = a, para todo a € A. Sendo assim, podemos identificar R com a sua
imagem

1R = {CL EA; a=14) A ER}

Defini¢ao 1.3. Uma aplicacao ||.| : A — [0,00) € dita norma se todo a, b € A e A € R

satisfaz as sequintes propriedades

i) |la|]| = 0 se e somente se a = 0;
i) [[Aall = Allall;

iii) [a+ 0l < lall +[|]-

Consideremos que a algebra A é uma algebra de divisao, isto é, todos os elementos nao
nulo de A possuem inverso multiplicativo. Assumiremos também que A é normalizada, ou
seja, A é um espago vetorial com uma norma multiplicativa ||zy|| = ||z||.||y| para todo z,

y € A. Logo, A é uma algebra de divisao onde ||14] = 1.

Dizemos que a algebra A é uma alternativa se 2’y = z(zy) e zy*> = (vy)y. Em outras
palavras, a algebra A é alternativa se a subalgebra gerada por quaisquer dois elementos for

associativa.

Definimos a aplicagao multilinear [.,.,.] : A x A x A — A, chamada associador de z,
Yy, z € A, como

(2,9, 2] = (vy)z — 2(y2). (1.1)



Note que se [z,y, z] = 0 a &lgebra é associativa, e se [x,y,y| = [z,z,y] = 0 a algebra é

alternativa. Além disso, o associador da algebra alternativa A é anti simétrico, pois:

0 = [z+yv+y, 2
= [z, 2]+ [z,y,2) + [y, 2, 2] + [y, y, 2]

= [|z,y,2]+ [y, 2]

Portanto, [z,y, z] = —[y, z, z]. E usando essa propriedade do associador, mostremos que

a lei reflexiva z(yx) = (zy)z ¢é valida. Com efeito,

Tendo apresentado alguns conceitos basicos de algebra, apresentaremos a seguir um
estudo sobre dlgebras com composicao. Para isto iniciaremos definindo o que é uma forma

quadratica em um espaco vetorial.

Definicao 1.4. Seja A um R-espago vetorial, dizemos que n : A — R € uma forma

quadrdtica se:

i) n(Ax) = N*n(z), para todo x € A e A € R;

ii) f,: Ax A— R definida por f,(x,y) =n(x +y) —n(z) —n(y) € uma forma bilinear.

Definimos que 7 é estritamente nao-degenerada se f,, ¢ nao-degenerada, isto é, se f,(z,a) =
0 para todo z € A entdo a = 0. E dizemos que 7 é nao-degenerada se n(a) =0 e f,(z,a) =0
para todo x € A implicar em a = 0. Observe que caso 7 é estritamente nao-degenerada logo

seréd nao-degenerada, porém a volta somente é vélida se a caracteristica do corpo é diferente
de 2, pois, 0 = fy(a,a) = 1n(2a) —n(a) — n(a) = 4n(a) — 2n(a) = 2n(a).
Dizemos que 1 admite composigao se existe um produto bilinear zy em A tal que n(zy) =

n(x)n(y).

Vejamos um exemplo de forma quadratica e as condigbes sobre esta para ser degenerada.

Exemplo 1.1. Admitindo A = R?, aqui fizaremos k, t € R e tomaremos n : R> — R



definida como n(x,y) = x* + kxy + ty?, provemos que n é uma forma quadrdtica. De fato,

Nz, y) = (\2)® + kdzdy + t(\y)?
= N(2? + kay + ty?)

= Nn(z,y)

fol(zr, ), (@2,92)) = n((z1, 1) + (22,92)) — 0z, 1) — n(@2, y2)
= (z1+22) + k(x4 32) (11 + y2) + t(y1 + 12)* — (2] + by + ty7)
— (25 + kxays + ty3)
= 274+ 2019 + 25 + kxyy + kxiys + kxoyr + kxoys + tyS 4 2ty
+tyy — af — kayyn — ty; — x5 — kaays — ty;

= 2x119 + kx1Yys + kxoyr + 2ty1ys.

Queremos saber agora sobre quais condi¢oes an € nao-degenerada. Assim, fixado (a,b) €

R? se para todo (x,y) € R? tem-se que f,((x,y), (a,b)) = 0, isto €, 2za+kxb+kya+2tyb =0,

tomando (z,y) = (1,0) resulta em 2a + kb = 0 e (z,y) = (0,1) seque que ka + 2tb = 0.
2 k

Assim, obtemos um sistema que gera a sequinte matriz cujo determinante €

k2t
dado por 4t — k2, logo 1 depende das constante k e t para ser classificada como degenerada

ou nao-degenerada. Contudo, se definirmos o produto em R? dado por (x1,y1)(xa,y) =

(2129 — ty1y2, T1Y2 + Y12 + k¥1y2), N admite composi¢ao, como podemos observar abaizo:

n((w1,y1)(@2,92)) = 0122 — ty1ye, T1y2 + Y172 + ky1y2)

= (2122 — ty1y2)” + k(122 — ty19a) (2192 + Y122 + kyaye) +
t(r1ys + yiz2 + kyrye)?

= 2wl — 2tz Toynys + Y05 + k[iaays + mixiyn + kT moy1ye — t2iy1ys
—tytyaws — thyiys] + tlatys + yias + Kyiys + 20120y1y2 + 2kT1y1y;
+2kyyaas)]

= ai(25 + kways + ty3) + kriyi (23 + kways + tys) + tyi(a) + kaays + tys)

= (4} + kxyyr + ty7) (25 + kaays + ty3)

= 7](',1:17 311)77(1727 yQ)



A seguir definimos algebra com composicao e involucao sobre uma algebra. Estes dois

conceitos serao utilizados na proxima segao referente ao processo da Cayley-Dickson.

Definigao 1.5. Seja A uma dlgebra sobre R e n uma forma quadrdtica, dizemos que A é

uma dlgebra com composicao se:

i) n admite composi¢ao,
ii) n € estritamente nao degenerada;

ii) Existe um elemento identidade em A.

Podemos dizer que uma dlgebra com composi¢ao € um par (A,n).

Definigao 1.6. Seja A uma R-dlgebra, dizemos que p : A — A é uma involugao da dlgebra

A se p € linear, p(p(a)) = a e p(ab) = p(b)p(a).

Exemplo 1.2. Seja A = C como espago vetorial sobre R e com o produto usual. Definimos
p:C — C por p(z) = Z, desse modo p é uma involugdo da dlgebra C. De fato, para todo

AeER ex,yeC temos que

pAT+y) = Arty= r+7=2T+7=M(x)+p(y),
plp(r)) = p(@) = (7)==,

pley) = 7y = (@)(Y) = @) (@) = p(y)p(z).

1.2 O Problema de Hurwitz e o Processo de Cayley-

Dickson

O problema de Hurwitz, em homenagem a Adolf Hurwitz, é o problema de encontrar
relagoes multiplicativas entre formas quadraticas que generalizam somas de quadrados em
certos nimeros de variaveis. Sejam z; = a1 + b7 € 25 = as + byi niimeros complexos, uma
das mais importante propriedade dos niumeros complexos é dado por |z12;| = |21]|22/, onde

utilizando a definicao da norma podemos reescrever essa igualdade como sendo

(af + b7)(a3 + b3) = (araz — bibs)® + (a1by + bras)*.



Isto mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de
dois quadrados. Uma pergunta natural que surge é: Podemos generalizar para soma de n
quadrados? O problema de Hurwitz para um corpo [F é encontrar relagoes gerais da forma
(@34 ... +a®) (V2 +...+b}) = A2+ ...+ A% em que cada A, é uma forma bilinear em a; e b;,
isto ¢, Aj ¢ uma combinacao linear dos termos da forma a;b;, comi =1,...,7re j=1,..,s.
Exemplos de identidades para a soma de quatro quadrados ja eram conhecidos por Euler e

Lagrange. Em 1818, Degen construiu um exemplo para n = 8, porém nao foi publicado.

Em 1843, Hamilton construiu um exemplo para n = 4 (quatérnios). Este deu a funda-
mentacao definitiva dos nimeros complexos como pares ordenados de niimeros reais, impli-
cando no desenvolvimento de uma &lgebra que permitia trabalhar com os vetores do plano.
Isto o fez pensar na seguinte questao: como desenvolver uma &algebra de ternas que daria
a linguagem para trabalhar com vetores do espac¢o? Trabalhou neste problema durante 10
anos, até que entendeu a dificuldade da questao. Um dia quando estava a caminho da
reuniao do Conselho da Real Sociedade da Irlanda, Hamilton finalmente descobriu o que
precisava ser acrescentado e tomou a liberdade de gravar com um canivete numa pedra da
ponte Brougham, a férmula fundamental dos simbolos ¢, 7, & que contém a solugao do prob-
lema. Com a multiplicacao definida, o conjunto dos quatérnios constitui o primeiro exemplo
de anel nao comutativo com divisao. Hamilton reconheceu imediatamente a importancia de
sua descoberta, especialmente pelas suas implicagoes para o desenvolvimento da fisica. Ele
observou que a existéncia de uma identidade para a soma de n quadrados é equivalente &
existéncia de uma algebra de divisao de uma forma definida com dimensao n sobre o corpo

dos numeros reais.

Graves e Cayley construiram um exemplo para n = 8 (octénios), baseado no trabalho
de Hamilton. Os mateméaticos Arthur Cayley e Leonard Eugene Dickson publicaram um
trabalho em que apresentaram um algoritmo para as algebras de dimensao 2", e provando
que as tnicas algebras com composigao (a menos de isomorfismos) sao os R(reais), C (com-

plexos), H (quatérnios) e @ octénios. Tal processo sera descrito na subsegao a seguir.

1.2.1 Processo de Cayley-Dickson

Sejam A uma algebra unital, p(a) = @ uma involugao em A tal que a + @, aa € R, e

a € R, com «a # 0 fixo e considere o conjunto (A, ) = {(ay,a9); ay,ay € A}. Para todos

8



ai, as, az, ag € A e A € R definimos:

a) (a1, as) + (as,aq) = (a1 + az, as + ay),
b) (a1,a2)(as, as) = (a1a3 + aaqaz, aras + azas);

c) Aay,as) = (Aay, Aag).

(A, @) com (a), (b) e (¢) é uma algebra com unidade (14,0).

Considere o conjunto A" = {(a,0); a € A} e vejamos que A’ & uma subélgebra de (4, o).

Com efeito, dados (a,0), (b,0) € A’ temos
(a,0)(b,0) = (a+ b+ a0,0+0) = (ab,0) € A".

Temos que A = A’ pela funcao

p: A — A

a — (a,0)

De fato, ¢ é linear, pois para quaisquer a, b € A e A € R obtemos
d(Aa+0b) = (Aa+b,0) = A(a,0) + (b,0) = Ap(a) + ¢(b).

Agora cada (a,0) € A" é imagem do elemento a € A pela ¢, logo ¢ ¢é sobrejetora. Vejamos
que ¢ é injetora, sejam a, b € A tal que a # b entao (a,0) # (b,0) implica ¢(a) # ¢(b).
Portanto, ¢ é bijetora. E segue também que a ¢ preserva o produto, pois ¢(ab) = (ab,0) =
(a,0)(b,0) = ¢(a)p(b). Desse modo, a fungao ¢ leva a algebra A na subalgebra A’ de
(A, ). Agora, considere v = (0,1), note que v* = a(1,0) e v(a,0) = (0,a). Logo, vA' =
{(0,a); a € A} é subespago mas nao ¢ subalgebra, visto que se (0,a;), (0,a2) € vA’ resulta

em (0,a1)(0,a2) = (cvasay, 0) € A. Além disso,
(A, o) = A ®vA = {a; + vay; ar,a9 € A}.

Portanto,

(a1 + vas)(as + vay) = (a1a3 + aaqaz) + v(aray + azas).

Dado um elemento (aj,as) € (A, «) temos que (aj,az) = (a1,0) + (0,a2) = a1 + vas.
Sejam = = a; + vay e T = a3 — vas ambos em (A, «), isso define uma fun¢do z — T que é

uma involugao.



Sejam R um corpo e A uma algebra com composi¢ao. Entao existe n : A — R uma
forma quadratica estritamente nao-degenerada em A. Tomando f : A — R a forma
bilinear associada, temos que a — @ = f(1,a) — a ¢ uma involu¢do com a + @, aa € R, e
a forma quadréatica n(a) = aa. Aplicando o processo de Cayley Dickson, obtemos a éalgebra
(A, ), a involugao x — T e a forma quadratica n(x) = a2, queremos saber se n admite

composigao, a resposta encontra-se no lema abaixo.

Lema 1.1. A forma quadrdtica n admite composi¢ao, ou seja, n(xy) = n(x)n(y), se e

somente se o produto em A € associativo.

Demonstragao. De fato, sejam z, y € (A, «) com = = a; + vay e y = ag + vay, note que

n(z) = aya; — aasas = n(ay) — an(asg) e analogamente n(y) = n(as) — an(ay). Assim,

n(xy) —n(@)n(y) = n((ar +waz)(as + vas)) — [n(ar) — anlaz)][nlas) — anlas)]
= n(aas + aasaz + v(aras + azasz))
—(n(ar)n(as) — anlar)n(as) — anlas)n(as) + a’nlaz)n(as))
= n(aiaz + aagaz) — an(@ias + azaz) — (n(a1)n(as)

—am(ar)n(as) — an(az)n(as) + a’nlaz)n(as)).

3

Observe que n(a) = aa = aa = aa = n(a) desse modo f(z,y) =n(z +y) —nlz) — n(y),

assim

flaras, vagaz) = n(aras + aagaz) — n(aras) — n(aasaz)

rearrumando os termos da igualdade obtemos

n(arasz + aas@y) = —nlaraz) + o’nlasay) + af(aias, asd)
= nla)n(as)e’n(a)n(@) + af(aras, asas)

= nla)n(as)a’n(as)n(as) + of (aras, asaz)

portanto,

n(zy) —n(z)nly) = na)nlas) + o?n(as)n(as) + af(aras, asaz) — oof (@as, asaz) — an(ar)n(as)

—an(as)n(az) — n(ay)n(as) + ana)n(as) + anlaz)n(as) — a’nlaz)n(as)

= a[f(alag, a4a_2) - f(a_1a47 (Igag)]

10
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lembrando que f(zy, zw) = —f(zw, 2y) + f(x, 2) f(y,w), logo

flaras, asaz) = f(aras.1, asaz)
= —flaastz, a4) + faras, aq) f(1,a2)
= —flaasaz, aq) + f(f (1, @)aras, as)
= [(f(L,@)aras — arasas, as)
= flaras(f(1,@2) — a2), a4)

= f(a16l3@2, a4)

assim, de (3.24) temos

0=n(zy) —n(x)nly) = al[f(aras.az, as) — f(ar.azas, as))

= «af(ajas.ay — ay.azaz, ay)

isto é,
n(xy) —n(x)n(y) =0 < af(ajas.as — ay.azaz,a4) =0
<~ a103.09 — A1.0309 = 0
& (a1a3).a9 = ay.(azas).
Logo, A é associativo. m

Daremos a seguir quatro exemplos de algebra com composicao.

A. Sabemos que R é uma élgebra sobre R, sejam o — «a a involucao em R, n(a) = o? a
forma quadratica (n é estritamente nao degenerada) e f(«, ) = n(a + B) — n(a) —
n(B) = (a+ B)? — a? — 32 = 2a3. Veja que se f(a, 3) = 0 para todo 3 € R, ou seja,
2a3 = 0 para todo 8 € R, o que implica a = 0, e n(afB) = (aB)? = *5% = n(a)n(B).

Portanto, R é uma algebra com composicao.
B. Sejam p € R tal que 4p+1#0e K(u) = {(aq,a2); a1, a9 € R} com as operagoes

o (v, ) + (B, B2) = (o + b1, 0 + Ba);

] )\((1/1,052) = ()\Oﬂ; )\QZ);
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o (a1, 02)(B1, B2) = (a1 + B, a1 Bo + By + anBa);

K(p) é uma algebra comutativa, associativa e unital, onde (1,0) é o elemento unidade
da algebra. Mostremos que A" = {(«,0); a € R} é subéalgebra de K(u). Dados,
(a,0), (8,0) € A’ entao (a,0)(5,0) = (afB,0) € A’. Considere v; = (0,1) note que
vi= (1) e v1(a,0) = (0,1)(cv,0) = (0, ), portanto v; A’ = {(0,a); a € R}, e assim
K(u) = A"® A'vy. Fazendo A’ = R dado por («,0) = «a, temos que K (u) = R @ Ry,
logo v} = (i, 1) implica em v} = p + v;. Dados a, b € K(u) onde a = oy + aquy €

b = 1 + Povy segue que
ab = (a1 B + panfs) + (a1B2 + aof + af)vn

A aplicacio aj + agv; = (g + @) — av; é uma involugdo. Tomando a forma

quadratica (o + asvy) = (g + agvr) (@ + agvy), segue que

n(on +agvy) = (o + avr)((on + a2) — agvy)
= (& + ajan — pad) + (—ajan + asay + ai — ad)v;

2 2
= o] + oo — pas.

Fazendo t = —p e k = 1 no exemplo (1.1), temos a nossa n(a; + agvy), logo implica
que n((a1 4+ agv)(B1 + B2v1)) = n(aq + asvy)n(B1 + Pavy). Considerando o polindémio
g(z) = 2* —x — p € Rlx] como v¥ = p+ vy, entdo g(vy) = vi —v; — p = 0. Calculando

1+vIF4n
2

as raizes de g obtemos = = , como 1+ 4u # 0, o polindbmio tem duas raizes

reais distintas ou nao tem raiz real, vamos analisar os dois casos.

1. g nao tem raiz real.

g(z) = 22 — x — p & irredutivel sobre R, tome a = a; + ayv; € K (1) com a # 0,
dividindo g(z) por a obtemos x* —x — i = (aex + 1) (Boz + B1) + 7, onde r € R,
r # 0. Logo,

vivy—p = 0

(agvion)(Bovr + 1) +1 = 0

(@2U1&1)(ﬁ21}1 + 51) = —r
(0421)1041) (—@vl — &) - 1
r T

Portanto, K (i) é corpo, pois todo elemento tem inverso.
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2. g tem duas raizes distintas x; e xs.

Do fato de z; e x5 serem raizes segue que x1+2x3 = 1 e x129 = —pu. Considere b =
(—x1+v) = L2 note que b? = b. Portanto, b ¢ um elemento idempotente,
T1—I2 r2—T1

e assim {1,b} é base de K (i), com b* = b. Dados (o + agb), (81 + B2b) € K (1)

o produto entre eles é dado por

(a1402b) (14 F2b) = a1 Bi40u Bab+anfBrb+asfab = an Br+ (o Ba+ a1 +aa2)b.

Desse modo, com relagao a nova base temos K (u) = R@®&Rb. Dado v = —% +uvy €

K (), temos

1 S| 1 1
U2: <—§+U1> :Z—Ul—FU%:Z—U1+M+U1:Z—l(1+4u)§éo.

Chamando v? = «a segue que a # 0. Considerando (R, ) = {ay + asv;aq, as €

R} entao

(a1 4+ aov)(B1 + Bov) = 1Bt + a1B2v + aafiv + oo’

= (o + aasfs) + (a1 82 + asfr)v.
Portanto, K(u) = (R, ).

Reciprocamente, dados o corpo R com car(R) # 0 e a € R com a # 0, entdo
(R, ) = R ® Ro onde v* = o 0 que implica v = (0,1). Tome v; = 5 + v logo {1,v;}
é base de (R, @), e assim (R, a) = R® Ru; = {a1 + asvy;a, as € R} dai

1 2 1 1 1
vf:(ﬁ—l—v) :Z+a+v:Z+a+vl—§:a—1+v1:u+v1

além disso, 4u+1=4 (a — i) +1=4a #0. Agora, (a1 + agvy)(as + agvy) € K(u),
dessa forma, (R, ) = K(u). Mais ainda,

- 1
a1+ vy = aq + (—+U>

2
1
= a+ 52 — Qv
1 1
= o+ ;%2 — Q2 (—§+U1)

= (g + az) — agyy

logo, coincide com a involugao em K ().
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C. Seja f € R onde 8 # 0, construimos Q(u, 3) = (K(u),3) tal que Q(u, ) = K(u) +
wK (1) em que w? = 3, logo

Q(u, B) = {(o1, xv) + w(az + agv); a; € R},
[(a1 + a2v) + wlag + a)][(B1 + o) + w(Bs + fav)]

= [(a1 + av)(B1 + B2v) + B(Bs + Bav)(ag + ayv)] +

wl(ar + az0)(Bs + Bav) + (B1 + Bav) (s + aqv)]

Q(p, B) nao é comutativa. De fato, sejam

v = [(0+ 1v) + w(0+ 0v)]
w = [(0+0v)+w(l+00v)
vw = [(041v) + w(0 4 0v)][(0 + 0v) + w(1 + 0v)]

= [(04 1v)(0+ 0v) + B(1 + 0v)(0 + 0v)] + w[(0 + 1v)(1 + 0v) 4+ (0 + 0v)(0 + O0v)]
= 0+ w[(0—1v)(1+ 0v) + 0]
= w0+ 0+4v[-10+ 1(-1)]]

= w(—v)=—-wv

Mas Q(u, B) é associativa. Com efeito, dados (a + av) + w(as 4+ agw), (81 + Pov) +
w(Bs + Bav) e (71 + 72v) + w(y3 + y4v) em Q(u, B) temos
{[(a1 + a2v) + w(as + )] [(B1 + Bav) + w(Bs + Bav)] (71 + 72v) + w(v3 + Y4v)]
= {(ou + a2v)(B1 + Bov) + B(Bs + Bav)(az + auv) + wl(ar + azv)(Bs + fav) +
(B1 + Bov)(as + auv)[ (1 + 720) + w(vs + 7av)]

= [(a1 + ) (B1 + Bav) + B(Bs + Bav)(az + aqv)] (11 + 120)

+B(73 + 7av)[(1 + a2v) (B3 + B4v) + (B1 + B2v) (a3 + aav)]
w{[(e1 + aav)(B1 + B2v) + B(Bs + fav)(as + aav)] (73 + 74v)
+(n1 + 120)[(ar + a20)(Bs + Bav) + (81 + B2v) (a3 + aav)]}
= [(o1 + a2v)(B1 + B2v)](71 + 720) + BI(Bs + Bav) (s + cav)] (11 + 72)

+w{[(B1 + Bov) (a1 + a2v)](3 + Y4v) + Bl(as + aqv)(Bs + B4v)] (73 + Y4v)

+(n +2v)[(r + ) (B3 + Bav)] + (71 + 720)[(B1 + Bav)(as + av)]} (1.3)
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como para todo i, j = {1, 2} tem-se que (o, + ojv), (B; + B;v) e (7 + v;v) pertencem
a K(u), usando o fato de que esta é uma algebra associativa e comutativa, podemos

rearrumar a igualdade (1.5) do seguinte modo

(e + azv)[(B1 + Bov) (11 +720)] + Blen + azv)[(v3 + 740) (B3 + Bav)]
BB + Bav) (3 + 7av)] (a3 + a + 4v) + Bl(1 +720) (Bs + Bav)] (s + o + 4v) +
w{(a1 T av)[(Br + B2v) (73 + 7av)] + (a1 T azv)[(71 +790) (Bs + Bav)] +
[(B1 + B2v) (1 + 720)] (@3 + auv) + Bl + 740) (B3 + Bav)] (s + agv)}
= (a1 + a0)[(B1 + Bov) (11 +720) + B33 + 714v) (B3 + Bav)] +
BLB1L + Bav) (3 + 74v) + (1 +720) (B + Bav)](as T asv) +
w{(ar F ) [(B1 + B2v) (73 + 74v) + (1 +720) (Bs + Sav)] +
(Br + B2v) (1 + 720) + B3 + 740) (Bs + Bav)](as + aq)}
= [(01 + @2v) + wlas + sv)[{(B1 + B2v) (11 +72v) + B(vs +74v) (B3 + Bav) +
W[(B1 + B2v) (73 + 7av) + (1 + 720) (B + Bav)]}

= [(a1 + agv) + w(as + ayv)[{[(B1 + Bov) + w (B3 + Bav)][(71 + 72v) + w(¥s + 740)]}-

D. Seja v € R com 7 # 0, aplicando o processo de Cayley-Dickson na algebra Q(u, 3)
obtemos C(u, 3,7) = (Q(u, 8),7). Tomando z? = ~, temos

Clu, B,v) = Qu, B)+2Q(u, B)
= {l(a1 + apv) +w(as + agv)] + 2[(B1 + Bov) + w(Bs + Bav)]; as, i € R}

Do fato de que Q(u, ) nao é comutativa segue que C'(u, 3,7) também nao é comu-
tativa, porém vejamos que esta nao é associativa. Consideremos v, w, z € C(u, 3,7),

logo podem ser escritos como

v = [(04 1v) +w(0+ 0v)] + 2[(0 + 0v) + w(0 + 0v)]
w = [(040v)4+w(l+0v)]+ 2[(0+0v) +w(0+ 0v)]
z = [(04 0v) +w(0+ 0v)] + 2[(1 4+ 0v) + w(0 + Ov)]

15



sendo assim calculamos

(vw)z = {[(0+ 1v) +w(0+ 0v)][(0 + 0v) + w(1 + 0v)]}
{l(0+0v) + w(0+ 0v)] + 2[(1 + 0v) + w(0 + O0v)]}

= {(0+0v) +w(0—v)+ 2(0)}{[(0 + 0v) + w(0 + 0v)] + 2[(1 + Ov) + w(0 + Ov)]}

= 2[((0+0v) + w(0 = v))((1 + 0v) + w(0 + 0v))]

= z(wv)

v(wz) = {[(0+10) + w(0 + 0v)] + z[(0 + 0v) + w(0 + 0v)]}
{1(0) + w(0)] + 2[(0 4 0v) + w(1 + Ov)]}
= 2{[(0+1v) + w(0 + 0v)][(0 + Ov) + w(1 + Ov)]}
= 2{w[(0 - v)(1 + 00)]}
= 2{w(-v)}

= —z(wv).

Sejam A uma algebra com composigao, n(z) a forma quadratica de A, f(z,y) = n(z +
y) —n(x) — n(y) a forma bilinear associada, a — @ = f(1,a) — a é uma involucao tal que

a+a,aa € R, n(r) =27 e f(r,y) = 2y + yx. Consideremos B subespago de A, definimos

Bt = {a€ A;f(a,b) =0,Vbe B}
= {a€A4; f(a,B) =0}
portanto, B+ & subespaco de A.

O lema a seguir nos auxiliard na demonstracao do teorema que garante o resultado

principal da secao das algebras com composicao.

Lema 1.2. Sejam A uma dlgebra com composicao e B uma subdlgebra de A que contem o
elemento identidade de A (ou seja 14 € B). Entdao BB+ + B+B C B* e para quaisquer a,

be B ev € B, sao vdlidas as afirmacoes a baivo:

U=—v av = va a(vb) = v(ab)

(vb)a = v(ab) (va)(vb) = —n(v)ba
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Demonstragao. Ver [13], pag. 31. ]

Agora apresentamos o teorema principal desta se¢ao, garantindo que se uma algebra

com composi¢ao ¢ tem dimensao 1,24 ou 8.

Teorema 1.1. Se A € uma dlgebra com composicao, entiao A € isomorfa a R, K(u), Q(u, B)

ou C(p, 8,7).

Demonstracao. Sejam A uma &algebra com composicao, B uma subéalgebra de A tal que
1 € B e B tem dimensao finita, A = B @ A*. Supondo B # A entdo existe v € B+ com
v # 0, logo n(v) # 0. Sendo o € R fazendo a = —n(v), ou melhor, n(v) = —a, assim
f(va,vb) = n(v)f(a,b) = —af(a,b). Consideremos o conjunto vB = {vb;b € B} e seja

T: B — uB

b — b

T ¢é linear e sobrejetora, pois dado by € Ker(T) entdo T'(by) = 0 = wvby = 0, seja
x € B, f(vby,vr) = 0 = —af(bo,z) = 0, ou seja f(by,z) = 0 para todo z € B, o
que implica by = 0. Logo, T ¢é injetora. Por consequéncia dim(B) = dim(vB). Assim
obtemos B; = B @ vB. Note que f é degenerada em By, pois dim(B;) < +oo. Sejam
b1 4+ vbs, b3 + vby € By

(bl + Ubg)(bg + Ub4> = blbg + b1 (Ub4) + (Ubg)bgg + (Ubg)(vb4>

= bybz + abyba + v(b1by + bsby)

portanto, By = (B, «). Podemos repetir o processo até obter a édlgebra A. O

Iremos agora estabelecer a relagao entre élgebras normadas e algebras de divisao. Para

iss0, vejamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1. Seja A = (V, %) uma R—dlgebra de dimensdo finita, entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

a) A € uma dlgebra de divisao

b) Para cada w € V, com u # 0,, as aplicagoes L, : v — V e R, : V — V definidas por

L,(z) =ux*xx e R,(x) = x *u, sio isomorfismos.
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c) Para cada u,v € V, com u # 0, as equagdes u*xx =v e x *u = v tem solu¢do em A.

Demonstragao. a)= b) Dados z,y € V e a € R, utilizando o fato de que % é um produto

bilinear, temos que

Lax+y) = ux(ax+y)=auxzr+uxy= L,(x)+ L,(y) (1.4)

Ry ar+y) = (ar+y)rxu=ar*xu+y*u=R,(x)+ Ry(y)l (1.5)

Logo, L, e R, sao lineares. Agora, sejam vy,ve € V com L,(v1) = Ly(vq), isto &,
wk v = u* vy, logo u * (v; — vy) = 0, como A é uma algebra de divisdo, segue que
V1 = vy, entao L, é injetiva. De forma analoga, mostramos que R, é injetiva. Como
L, e R, sao transformacoes lineares injetoras de um espaco vetorial V' de dimensao

finita no préprio V, segue que L, e R, sao isomorfismos.

b) = a) Como L, e R, sdo sobrejetora segue que para cada v € V existem = € V tal que
L,(x) =ve R,(x) =v, e do fato de L, e R, serem injetivas segue a unicidade de z,
portanto x = 1y. Agora, para ly existe x € V tal que R,(z) = 1y e L,(z) = 1y,
pela sobrejetividade. Concluimos da injetividade que x é tnico e portanto A é uma

algebra de divisao.

b) = ¢) Como L, e R, sdo isomorfismos, entdo sao sobrejetoras, o que implica que as

equagoes u * r = v e T *x u = v tem solucao.

c) = b) Segue de (1.4) e (1.5) que L, e R, sdo lineares, como por hipdtese u x x = v e
x x u = v tem solugao, entao as fungoes L, e R, sao sobrejetivas. Desde que L, e R,
sao transformacoes lineares sobrejetoras de um espago vetorial A de dimensao finita

nele mesmo segue que tais fungoes sao injetoras, logo L, e R, sao isomorfismos
m

Proposigao 1.2. Se A € uma R-dlgebra com composicao de dimensao finita entio A é uma

R-dlgebra de divisao.

Demonstracao. Seja u € V com u # 0,. Consideremos as fungoes L, e R, definidas na
proposicao anterior. Vamos mostrar que tais fungoes sao injetoras, assim, sejam v; € kerlL,
e vy € kerR,, isto é, L,(v1) = uxv; = 0, e R,(v2) = vg xu = 0,, logo, |luxv1]| =0 e

|vg*ul| = 0, como A é uma élgebra com composicao segue que ||ul|.||v1|| = 0 e ||ve||.||u|| = 0,
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por hipotese [Jul| # 0, pois u # 0,, o que implica ||v1]| = ||va]| = 0, ou seja, vy = ve = 0, .
Desse modo, L, e R, sao injetoras, lineares e como estao definidas em espago de dimensao
finita, segue que sao sobrejetora. Portanto, da proposi¢ao anterior, temos que A é uma

algebra de divisao. O

Portanto, segue do teorema (1.1) e da proposi¢ao (1.2) o seguinte teorema:
Corolario 1.1. Toda dlgebra de divisao tem dimensdo 1, 2, 4 ou 8.

Corolario 1.2. Os corpos R (dimensio 1) e C (dimensdo 2), a dlgebra dos quatérnios H
(dimensao 4) e a dlgebra dos octonios QO (dimensao 8) sao as unicas dlgebras de divisao

normadas, a menos de iSoOmorfismos.

1.3 A Algebra dos Quatérnios

Esta secao é destinada a explicar e exibir os quatérnios, definindo sua forma algébrica.
Um quatérnio possui uma parte real e uma imaginéaria que apresenta trés componentes que

chamaremos de 1, j, k.

Definicao 1.7. Sejam a,b,c,d € R, um quatérnio é um nimero da forma q = a+bi+cj+dk,

cugjo produto vetorial entre as componentes i, j, k € dado por

ik

il -1 kK —j

k|l 5 —i —1
Denotamos por H, onde o conjunto dos niumeros quatérnios.
Assim, H = {a + bi + ¢j + dk|a,b,c,d € R}.
Observagao 1.1. O H ¢é em homenagem ao matemdtico William Rowan Hamilton que

1dealizou e formalizou tais numeros.

Dizemos que dois quatérnios q¢; = a1 +bii+c1j+dik e go = as+bai+coj +dok sao iguais
se e somente se 0s seus respectivos componentes sao exatamente iguais, ou seja, a; = asg,

b1:b2,612626d1:d2.
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Exemplo 1.3. Os quatérnios ¢ =1—2i+ 55+ 100k e go = —2i+ 55 + 100k + 1 sao iguas,
pois as respectivas componentes sao iquais. Por outro lado, os quatérnios q3 =1+ 7j + 10k

eq=1+1+7j 4+ 10k, nao sao iguais, jd que nao possuem a mesma parte real.

Um quatérnio ¢ dito puro se a sua parte real é igual a zero, ou seja, se o quatérnio ¢ da

forma ¢ = bi + ¢j + dk. Desse modo, o quatérnio g3 = ¢ + 77 + 10k é um quatérnio puro.

Definicao 1.8. Sejam ¢,,q, € H dados por ¢ = a1 +bii +c1j +dik e g = as + bai + coj +
dok, definimos a soma entre quatérnios como sendo a soma dos escalares das respectivas

componentes, assim:

Q1+ q2 = (a1 + az) + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + da)k.
Exemplo 1.4. Sejam ¢ = =10+ 2i + 65 — 9k e g = 191 + 7k, a soma ¢, + q2 € um novo
quatérnio g3 dado por g3 = (—1040)+(24+19)i+ (6+0)j+ (—=9+7)k = —10+ 21465 — 1k.

Definicao 1.9. Sejam q; € H dado por g1 = a1 + byi + ¢1j + dik e « € R. A multiplicag¢ao
de um quatérnio g1 por um escalar € dada pela multiplicacao do escalar com cada uma das

componentes. Logo, temos que
aq = a+ abi + acj + adk.

Exemplo 1.5. Considerando o quatérnio ¢ =9 — 121 — 8§ + 2k, ao realizar o produto de q
pelo escalar o = 2 obtemos um novo quatérnio aq = 2(9—12i1—8j+2k) = 18 —24i—165+4k.

Definimos o quatérnio nulo como sendo aquele onde os escalares a, b, ¢, d sao nulos, ou
seja, o quatérnio nulo é dado por 0 + 0i 4+ 05 + 0k que serd identificado com o proprio 0,

observe que para todo ¢ € H temos que ¢ +0=0+q¢ =gq.

Primeiramente vamos provar as propriedades para a soma considerando trés quatérnios
genéricos ¢i,q2,q3 € H dados por ¢ = a1 + b1i + c1j + dik, g2 = as + bet + c27 + dok €
q3 = a3 + b3i + c37 + dsk.

A soma dos quatérnios é comutativa. De fato, usando a definicdo de soma de quatérnios

e o fato de que os reais sao comutativos, temos
@i +q = (a1 +bii+c1j+dik)+ (ag + bai + coj + dok)
= (a1 4+ a2)+ (by +b2)i+ (c1 + c2)7 + (di + da)k
= (ag+a)+ (ba+b1)i+ (co+c1)j + (da + dv)k
= ¢+ q.

20



Do mesmo modo, a soma dos quatérnios é associativa. Com efeito, usando o fato de que

0s reais sao associativos, segue que

(1 +q)+q5 = [(a1+az)+ (b +ba)i+ (c1+c2)j + (dy + do)k] + (as + bsi + ¢35 + dsk)
= ((11 + as + a3) + (bl + b2 + bg)l + (Cl + co + Cg)j + (dl + dg + dg)]{?
= (a1 +bii+c1j+dik) + [(a2+ az) + (by + b3)i + (c2 + ¢3)7 + (da + d3)k]

= q + (@2 + q3).

Observe que cada quatérnio nao nulo possui um inverso aditivo, para obter o quatérnio
oposto do quatérnio ¢ = a + bt + ¢j + dk basta multiplicar ¢ por —1, resultando assim em
—q = —a—bi—cj—dk. Assim, ¢+ (—¢q) = 04 0i + 05 + Ok, logo, para cada ¢ € H nao nulo,

existe um elemento em H denotado por —q tal que a soma de ¢ com —q dé o elemento nulo.

Sejam «, 8 € R nao nulos, vejamos que os quatérnios satisfazem as propriedades de

espago vetorial com relagao a multiplicagao por escalar.

Usando a definicao de multiplicacao escalar para os quatérnios, temos que

algr +q) = af(ar +az) + (b +b2)i + (e1 + c2)j + (di + d2)k]
= (aay 4 abii + acyj + adik) + (aas + abei + acsj + adsk)

= aqi + ags.
Do mesmo modo temos

(aB)pn = (af)(a1 +bii+ 17+ dik)
= (af)ar + (af)bii + (af)crj + (aB)dik
= a(far) + a(Bb)i + aBer)j + a(Bdi)k
= o(fq)

(a4 beta)qy = (a+beta)(ay + byt + 17 + dik)
= (a+beta)a; + (o + beta)byi + (o + beta)cyj + (o + beta)di k
= (aa; + abii+ ac1j + adik) + (Bay + Bbyi + ferj + Bdik)

= aq + Paqr.
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Desse modo, os quatérnios com a soma e produto por escalar definidos a cima formam um
espaco vetorial. Vejamos agora que com um determinado produto definido entre quatérnios

é possivel gerar uma algebra.

Definicao 1.10. Sejam q1, g € H dados por g1 = a1+bii+ci1j+dik e go = as+bsi+coj+dok.
Utilizando o produto vetorial entre os elementos i, j, k e a propriedade distributiva, definimos

a multiplicacao entre os quatérnios q; e qa como sendo

@gz = (a1 +bii+ crj + dik)(ag + byi + coj + dok)
= (a1a2 — ble — C1Cy — dldz) + (a1b2 + b1a2 + Cldg — dlcg)’i +

(a162 + cias + dlbg — bldz)j + (a1d2 + d1a2 + blcg — Clbg)k‘.

Exemplo 1.6. O produto entre os quatérnios g = 1+3i+9j—2k e g = —8+10i+2j + 3k

resultard num novo quatérnio qs que serd dado por

3 = (1%(=8)—3%x10—9%2—(-2)%3)+ (1%10+3%(=8)+9%3—(—2)*2)i+
(1%24+9#(—8) + (—2) 10— 3%3)j + (1 %3+ (—=2) * (—8) + 3 %2 — 9% 10)k

= —50+17i — 995 — 62k.

O conjugado complexo de um quatérnio é definido por ¢ = a — bi — ¢j — dk. e o inverso
multiplicativo de um quatérnio ¢ ¢ representado por ¢~!, definido como o quatérnio tal que
q¢ ' = ¢ '¢ = 1. A magnitude ou moédulo de um quatérnio é definido como o produto entre

o niimero e o seu inverso, |q|?> = ¢g~'. No caso de um quatérnio unitario temos g = ¢~

1.4 A Algebra dos Octénios

Nesta se¢ao iremos apresentar a algebra dos Octonios, que é uma extensao nao-associativa
dos quatérnios. E a ultima &lgebra de divisao obtida através do processo de Cayley-Dickson.

Iniciemos definindo o que é um octoénio e o conjunto dos octoénios.

Definicao 1.11. Sejam xg, x1, x2, T3, T4, 5, Tg, T7 € R, um octonio € um numero da forma
0 = Xo+ T1€1 + Taeo + T3e3 + Tae4 + Tses + Tgeg + Trer. Denotaremos por Q o conjunto dos

numeros octéonios.
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Assim,

0= {O = XotT161+T2e2+T3C3+T 14+ T565+TgCe+T7E7 € @|J70, X1,T9,T3,Ty4,T5, T, T7 € R}

Dizemos que dois octonios 01 = xg + x161 + Taes + T3e3 + x464 + Tses + Tgeg + TrE7 €
02 = Yo + Y161 + Yoea + Yses + yseq + yYses + yYses + yrer sao iguais se e somente se os seus

respectivos componentes sao exatamente iguais, ou seja, x; = y; parat=1,2,3,--- , 7.

Exemplo 1.7. Os octonios o, = 1 — 2e; + bey + 10e3 + 9e4 — 2e5 — beg + €7 € o =
1 — 2e; + 5eq + 10e3 + 9e4 — 2e5 + beg + €7 ndo sao iguais, pois os coeficientes de eg sao

diferentes.

Um octonio é dito puro se a sua parte real é igual a zero, ou seja, se o quatérnio é da
forma o = xg + x1e1 + x9es + w363 + X404 + T5E5 + XT6E6 + T7e7. Desse modo, o quatérnio

0 = e1 + Hey + e3 — beg + 27e7 ¢ um octdnio puro.

Definicao 1.12. Sejam 01,09 € O dados por 0y = xg + w161 + xoes + T363 + T4€4 + T5E5 +
Tgeg + T7e7 € 00 = Yo+ Y161 + Yoo + Ys3e3 + yses + Yses + yees + yre7, definimos a soma entre

octonios como sendo a soma dos coeficientes das respectivas componentes, assim:

01 +0y = (.xo -+ yo) —+ (%1 + y1)61 + (33'2 + y2)€2 + (LC3 + ’y3)€3 -+

= (xa+ya)es + (x5 + ys)es + (v6 + yo)es + (w7 + yr)er.

Exemplo 1.8. Sejam 0 = —1042e54+6e4—9e5—e7 € 09 = 14+9e1 —4es+Tes+5Hey+3es—2eg,

a soma 01 + 09 € um novo octénio oz dado por

o3 = (—10+1)+(0+9)es+(2—4)ea+ (04 T)es +
(6+5)es + (=94 3)es + (0 —2)eg + (—1 + 0)er

= —949e; — 2ey 4+ Teg + 1ley — 6e5 — 2eq — ley.

Definicao 1.13. Sejam o; € O dado por o1 = xo+x161+x960+T363+ 2464+ T565+ 2566+ T7€7
ea € R um escalar. A multiplicacao de um octénio por um escalar € dada pela multiplicacao

do escalar com cada um dos coeficientes das componentes. Logo, temos que

Q0 = Qg + axr1e1 + QxToey + axrses + axrsey + Arses + ALl + axqer.
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Exemplo 1.9. Considerando o octéonio o =9 — 12e1 — 8y + 2e3 + e4 + 3e5 + 9eg — 11er, ao

realizar o produto de o pelo escalar o = 3 obtemos um novo quatérnio

ao = 3(9—12e;—8ey+2e3+e4+3e5+9es—11er) = 27—36e; —24es+6e3+3e4+9es5+27eg—33er.

Assim como feito para os quatérnios é possivel mostrar que com essa soma e produto por
escalar definidos o conjunto dos octonios forma um espaco vetorial sobre os reais. Assim,
definimos um produto neste espaco parar gerar a algebra dos octénios, que é uma algebra

de composic¢ao, nao associativa, nao comutativa e tem dimensao 8.

Considere o conjunto (eg = 1,e1,--+ ,¢7) e a seguinte tdbua de multiplicacao:
€ €1 €9 €3 €4 €5 € €7
€0 1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 €7
€1 | €1 -1 €4 €7 —€9 € —€5 | —€3
ey | ey | —eq | —1 | e5 e1 | —es| er | —eg
ez ez | —er| —es | —1 | e € | —€4| €& (1-6)
eqgleq| e | —e1 | —eg| =1 | €7 es | —es
es | es | —€g| ez | —ea | —er | —1 | e €4
egles| es5 | —er| es | —es| —er | —1 | ey
er|er| es eg | —e1| es | —es | —eq| —1

utilizaremos tal conjunto como sendo a base candnica dos octonios.

Definicao 1.14. Sejam 01,09 € O dados por 0y = xg + w161 + xoes + T3€3 + T4€4 + T5€5 +
Teg + T7€7 € 0o = Yo + Y161 + Y2€2 + Y3zes + yseyq + yYses + yses + yrer. Utilizando o produto

vetorial entre os elementos ey, e, €3, €4, €5, €6, €7 € a propriedade distributiva, definimos a
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multiplicacao entre os octénios o1 e oo como sendo

0100 = (xo+ m1e1 + xaen + x3es + xyeq + xses + xees + xrer) (Yo + yre1 + yoes + yses + yaeq +
Yses + Yoes + yrer)

ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — TalYa — TsYs5 — TeYe — T7Y7) +

ToYr + T1Yo + ToYs + T3Y7 — TalY2 + TsYs — TeYs — T7Ys)e1

TolY2 — T1Ya + TaYo + X3Ys + Tal1 — TsYs + TeYr + T7y1)eo

ToY3 + T1Y7r — ToYs + T3Yo + TaYs + TsYo — TeYa + T7Y1)€3

TolYs — T1Ye + Tays — T3y — TaY7 + TsYo + TeY1 + TrYs)es

TolYe + T1Ys — TaYr + X3Ys — T4Y3 — TsY1 + TeYo + T7Y2)eq

(
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
)
ToYa + T1Y2 — Tay1 — T3Ys + TaYo + TsYr + TeYz — TrYs)eq
)
)
)

ToYr + T1Ys + ToYs — T3Y1 + T4Ys — TsYs — TeY2 + T7Yo)e7

Considerando a tabela de multiplicacdo da base canoénica dos octonios (1.6), fazendo
1= e, ] = ey, k = ey, 0 subespago gerado por ey, 1, j, k é isomorfo ao quatérnios H. Note
que com esta notacao teremos e; = jes, eg = ies5 = —kez, e; = ez, € assim eg, s, €g, €7

geram o complemento ortogonal H*.

Necessitamos das defini¢oes de multiplicagao entre complexos, quatérnios e octonios para

exibir as solugoes das EDP’s em estudo no capitulo 3.

1.5 Trialidades em Espacos Vetoriais

Apresentamos a seguir o estudo de trialidades com o objetivo de trabalhar com as alge-
bras de divisao nao-associativas. Apresentaremos alguns exemplos que servirdao para exibir
a lei de formacao da solucao nao classica da Equacao Diferencial Parcial Eliptica total-
mente nao linear que serd exibida no capitulo 3. Antes de definir o que é uma trialidade,

necessita-se entender o que é uma dualidade, para isso veja a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.15. Dados dois espagos vetoriais Vi e Vo uma dualidade é uma aplicagao

bilinear nao degenerada f : V) x Vo — R.

Desse modo, uma trialidade é uma extensao da definicao de dualidade no sentido de que
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é uma aplicacao trilinear com relacao a trés espagos vetoriais quaisquer. De maneira formal

temos a definicao a seguir.

Definicao 1.16. Dados trés espagos vetoriais Vi, Vo e Vi, uma trialidade € uma aplicagao
trilinear

t:VixVox Vs —R

que € nao-degenerado no sentido de que, para quaisquer vetores nao nulos vy € Vi e vy € Vi

existe vy € V3 tal que t(vy,va,v3) # 0, analogamente para vi,vs # 0 e v, v3 # 0.

Denotaremos o espago dual de cada espaco vetorial V; por V}*. Suponhamos que exista
uma trialidade

t:VixVexVs—R

Ao dualizar, podemos transformar isso em uma aplicagao bilinear,
m: Vi x Vo — Vi

ou seja, para cada par (vq,vz) € V; X V5 obtemos um funcional linear f3 : V3 — R dado por
fs(x) = t(v1, vq, x) para todo x € V3. A aplicacdo m é chamada multiplica¢do. Multiplicar
a esquerda por um elemento nao nulo de V; nos da um isomorfismo de V5 em V5*, pois
é linear do fato da trialidade ser linear, a injetividade e sobrejetividade decorrem da nao-
degenerescéncia da nossa trialidade. Analogamente, multiplicagao a direita por um elemento
nao nulo de V5, induz um isomorfismo entre V; e V5*. Sendo assim, podemos escolher vetores
nao nulos e; € V; e e5 € V, vamos identificar os espagos Vi, V5 e V5 como sendo um espago
vetorial V' (isto é possivel devido aos isomorfismos). Note que desse modo iremos identificar
os trés vetores e; € Vi, ea € V5 e ejeg € V5" com o mesmo vetor e € V. Entao obtemos
um produto m : V x V. — V. Desde que a multiplicagao a direito ou a esquerda por um
elemento nao nulo é um isomorfismo, entao o que obtemos na verdade é uma algebra de
divisdo. Analogamente, toda algebra de divisdo nos da uma trialidade, ver [10], pag. 35.
Segue do item (i) do teorema (1.1) que toda algebra de divisdo tem dimensao 1, 2, 4 ou

8, consequentemente, o dominio das trialidades serao formados por tais algebras também.
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Vejamos exemplos de trialidades nestas dimensoes:

t1 RxRxR— R, tl(l'l,ZL'g,Ig) = X1T2T3,
ty : CxCxC— R, tg(wl,wg,wg) = Re(wlwgwg),
ty  HxHxH-— R, ta(q1, a2, @3) = Re(q19293),

ts :0Ox O x 0O —R, f5(01,02,03) = Re(01(0203)) = Re((0102)03).

De fato,

1. ¢; é uma trialidade.

Dados A um escalar nao nulo e z1, z9, 3, 24 € R entao
t1 (A1, o, x3) = (Ax1)x2ms = Ny (21, X2, T3)
analogamente, t;(x1, \xe, x3) = t1(21, Ta, Ax3) = Nty (21, 22, 23), €
t1(z1, 2, 13 + 4) = T1272(T3 + Ty) = T10273 + T1T0Ty = (21, T2, 13) + 11(71, T2, 4),

do mesmo modo temos ti(x1 + 4, To, x3) = t1(x1, T2, x3) + t1(24, T2, T3) € t1 (21, 9 +
xy4,23) = t1(21, T, x3) + t1(x1, 24, 23). Agora fixados 21 e x5 ndo nulos, temos que
r1T9x3 # 0 para qualquer z3 € R nao nulo, de modo analogo se fixados z1,x3 ou
To, T3 teremos que existird um terceiro elemento de R nao nulo no qual ¢; serd nao

nulo, logo t; é nao-degenerada.

2. ty é uma trialidade.
Dados A um escalar nao nulo e wy; = xg + 217, wy = Yo + Y1t € w3z = 29 + 217 em C,
logo

t2(>\w17w2, w3) = Re(()\w1)w2w3) = )\Io(yozo—?hzl)—)\551(yoz1+ylzo) = )\tQ(wwa, w3),

de modo equivalente temos to(wy, Aws, w3) = to(wy, we, Aws) = Ata(wr, wa, w3). Seja

w4 = po + p1t nao nulo entao

ta(wi, wo, w3 +ws) = o(Yol20 +po) — y1(21 +p1)) — 21(yo(21 + p1) + y1(20 + po))
= 2o(Yoz0 — ¥121) — T1(Yoz1 + Y120) + To(YoPo — y1P1) — Z1(Yop1 + Y1Po)
= lo(wr,ws, ws3) + ta(wy, wa, wy)

semelhantemente, to (w1, wo+wy, w3) = ta(wy, we, w3)+ta(wy, wy, w3) € to(wy+wy, we, ws) =

to(wy, wo, w3) + to(wy, we, w3). Fixando w; e wy nao nulos, entdo g, yo # 0, tome
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wz # 0 entdo zp # 0 o que implica zoypzo # 0, ou seja, ta(ws, wy, w3) # 0. Portanto,

ty é nao-degenerada.

3. t, é uma trialidade.

Sejam A um escalar nao nulo e ¢; = xo + 17 + x2J + w3k, g2 = Yo + Y1t + Y27 + Y3k,
3 = 2o + 211 + 227 + 23k € q4 = po + p1t + p2J + p3k quatérnios. Logo

ta(A1,q2,q3) = Re(Mao + x1i + @25 + 23k)[(Yo + y17 + y2j + ysk) (20 + 210 + 225 + 23k)])
= (Yozo — Y121 — Y222 — Y323)ATo + (Y322 — Yo21 — Y120 — Y223) ATy
+(Y123 — Yo22 — Y220 — Y321)AT2 + (Y221 — Yo23 — Y122 — Y320)AT3
_ (Yoz0 — Y121 — Y222 — Y323)To + (Y322 — Yo21 — Y120 — Y223)T1
+(Y123 — Yoz2 — Y220 — Y321)T2 + (Y221 — Y023 — Y122 — Y320)T3

>\t4(CI1, q2, q3)7

analogamente ¢ possivel mostrar que t4(q1, A\q2, q3) = t4(q1, ¢2, Aq3) = Mta(q1, G2, q3)-

ta(q1, 2,93 +q1) = (Yo(z0 +po) — y1(21 +p1) — ya(22 + p2) — ys(23 + p3))zo
+(y3(22 +p2) — yo(21 +p1) — y1(20 + po) — Y2(23 + p3))21
+(y1 (23 + p3) — yo(z2 + p2) — y2(20 + po) — y3(21 + p1)) T2
+(y2(21 +p1) — yo(z3 + p3) — y1(z2 + p2) — y3(z0 + po)) w3
= (Y020 — Y121 — Y222 — Y323)%0 + (Y322 — Y021 — Y120 — Y223)71
+(Y123 — Yo22 — Y220 — Y321)T2 + (Y221 — Y023 — Y122 — Y320)T3
(Yopo — Y1p1 — Y2D2 — Y3p3)To + (Y3D2 — YoP1 — Y1Po — Y2P3)T1
+(y1P3 — Yop2 — Y2Po — Y3p1)T2 + (Y2P1 — YoP3 — Y1P2 — Y3Po)T3

= tu(q1, G2, 93) + ta(q1, 92, Q1)

do mesmo modo mostra-se que t4(q1, q2 + g4, q3) = ta(qr, ¢2, g3) +ta(q1, @2, q1) € ta(qn +

44, G2, 93) = ta(q1, G2, q3) + ta(qs, @2, G3).

Utilizando a definicao do produto de ntimeros reis, complexos e quatérnios podemos

reescrever to, t4 e tg para obter as seguintes formas harmonicas cibicas em 6, 12 e 24
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variaveis, respectivamente, listadas a baixo

Ps = wo(yozo — v121) — 11(Yo21 + Y120)

P = (Yozo — y121 — Y222 — Y323)ZTo + (Y322 — Yo21 — Y120 — Y223)T1
+(Y123 — Yo22 — Y220 — Y321)Ta + (Y221 — Y023 — Y122 — Y320)T3

Py = (2040 — 2191 — 22Y2 — 23Y3 — 24Ys — 25Y5 — Z6Y6 — 27Y7)T0
+(—21Y0 — 2041 — 2aY2 — Z7Y3 + 22Ys — Z6Ys + Z5Ye + 23Y7)T1
+(—22¥0 + 24Y1 — 20Y2 — Z5Y3 — Z1Ya + 23Y5 — Z7Ye + 26Y7)T2

+

Z3Yo + 27Y1 + 25Y2 — ZoY3 — ZeYs — Z2Ys + 24lYe — Z1Y7)T3

+

+

+

)

)

)

Z4Yo — 221 + 21Y2 + 26Y3 — 20Ya — 27Ys — 23Ye + 25Y7) T4

)

260 — ZsY1 + 272 — ZaY3 + 23Ya + 21Ys — 20Ys — 22Y7)To
)

(=
(=
(=
(=25Y0 + Z6y1 — 23Y2 + 223 + 27Ys — 20Ys — 21Y6 — ZaY7)Ts
(=
(=

+(—27Y0 — 2391 — ZeY2 + 21Y3 — Z5Ys + 24Y5 + 22Ys — 20Y7)T7.

Esses polinémios cubicos servirao para construir solugoes nao cléssicas para equagoes

elipticas. Neste trabalho vamos mostrar a construcao feita com o polindémio Pjs.
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Capitulo

EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS
ELIPTICAS TOTALMENTE NAO
LINEARES DE 2* ORDEM

Uma Fquagao diferencial ¢ uma equagao cujas incognitas sao uma fungao e suas derivadas.
Tais Equagoes diferenciais sao de inicio classificadas em Equagoes Diferenciais Ordinarias
(EDO) e Equagdes Diferenciais Parciais (EDP), esta tltima, mais especificamente uma classe
delas, constitui o objeto de estudo deste trabalho. A maioria das equagoes diferenciais par-
ciais surgem de modelos fisicos e de problemas em geometria diferencial, logo esses ja nos
garantem bons motivos para estudé-las. Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos
e exemplos de EDP’S essenciais para as aplicacoes abordadas adiante. Para um estudo a

introdugao de Equagoes Diferenciais Parciais, sugerimos ver [28|.

Uma EDP é uma equagao cuja incognita é uma funcao v : 2 C R® — R com n > 2, €}
um aberto limitado e suas derivadas parciais. Denotando por D*u(z) a k—ésima derivada

da fun¢ao u no ponto x, podemos definir de modo mais formal uma EDP como segue.

Definicao 2.1. Uma EDP ¢é uma expressao da forma
F(D*u(z),---, D*u(x), Du(z),u(z),z) = 0 (2.1)

onde, F:R" x - R xR"xRxQ — R édadaeu:Q—R € a incdignita. Neste caso

dizemos que a EDP é de ordem k (a ordem da maior derivada de w em F).
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Logo, uma EDP é dita de segunda ordem quando a maior derivada da fungao u que

consta na expressao é igual a 2.

As Equagdes Diferenciais Parciais também podem ser classificadas com relagao a lineari-
dade (Lineares, Semi Lineares, Quasi Lineares e Totalmente Nao Lineares) e com relagao ao
tipo (eliptica, parabolica ou hiperbolica). Neste trabalho abordaremos as EDP’s Elipticas
Totalmente Nao Lineares de segunda ordem, cuja definicao sera apresentada mais adiante e
segundo a defini¢do de Bernstein [29], as demais defini¢oes e classificagoes podem ser consul-
tadas no apéndice (D). Para um estudo mais aprofundado sobre EDP’s Elipticas sugerimos

o livro [16].

Segundo a literatura [29], o mateméatico Bernstein foi o primeiro a introduzir méto-
dos gerais de resolucao de equacoes elipticas nao-lineares no ano de 1910, apresentando o
método de continuidade e o método de estimativas a priori. Ele mostrou que considerando
equagoes com duas variaveis independentes para comprovar a solubilidade de tais equacgoes é
necessario apenas estabelecer estimativas a priori para valores absolutos das duas primeiras
derivadas das solugdes. Bernstein considera equacoes do tipo F'(D*u, Du,u,x) = 0 para
r €  onde 2 C R” e considera que esta ¢ eliptica se a matriz [F,, ;| é definida positiva,
assim, quando o operador ¢é linear com relagao as derivadas de segunda ordem esta definigao

se da de forma natural, porém o mesmo nao acontece quando a EDP é nao linear.

Antes de 1981 o trabalho de provar a existéncia de solucoes de equacoes do tipo
F(D?u, Du,u,z) = 0 pelos métodos conhecidos até entao nao era tarefa facil. Era baseado
em encontrar estimativas a priori para solucoes e suas derivadas até a terceira ordem, a
maior parte do trabalho é feita diferenciando a equacao trés vezes e em certas manipulagoes

que foram investigadas e organizadas por Calabi em |6].

A abordagem de equacOes totalmente nao-lineares mudou drasticamente apds o ano
de 1981, apos Safonov publicar os trabalhos [24] e [19] e Evans [15], tomando como base
apenas as estimativas de Aleksandrov [2]. A partir disso, a teoria geral de equagdes elipticas

totalmente nao-lineares foi iniciada.

A partir de agora nossa foco serao as EDP’s Elipticas totalmente nao lineares de 2*

ordem.

Definigao 2.2. Seja I' = Sym,(R) x R" x R x €, onde Sym,(R) denota o conjunto das
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matrizes com entradas reais e simétricas de ordem n. Um operador diferencial parcial de

seqgunda ordem F' sobre um dominio 2 C R™ pode ser escrito da sequinte forma:

Flu] = F(D*u, Du,u,.) (2.2)
onde
F r — R
(ryp,z,x) — F(r,p, z,1)
e Du = (u;) e D*u = [uy], i, = 1,2,--- ,n, denotam o gradiente e a hessiana da fungio
u:Q— R, x= (21,29, ,2p).

Desde que nao haja confusao, usaremos a mesma letra F' para operador e funcao.

O exemplo mais antigo e mais famoso de Equagao Diferencial Parcial de segunda ordem

é a equacao de Monge-Ampére em duas variaveis, que apresentamos a seguir.

Exemplo 2.1. (Equacao de Monge-Ampére) Consideremos u : R?> — R e a equagdo

de Monge-Ampére em duas varidreis dada por

UggrUyy — (uxy)2 = ¢7

onde ¢ € uma funcao dada, definida em R2?. Podemos reescrever a equagdo sob a forma

det(D?*u) = ¢. Logo, o operador associado serd dado por Flu] = gy, — (usy)?. Seja
A € Syms(R), assim ais = ao1, logo F[A] = ajjasn — (a19)?, e ST}I = g, % = —2a49,
% = ay1. Portanto,

{3F} B asy  —2a9

Oaij| —2a12  an
onde denotaremos por [;TZ] a matriz da derivada parcial do operador F' com relagao a u.

Defini¢ao 2.3. (EDP Totalmente Nao Linear de 2° Ordem ) Dizemos que uma EDP de
sequnda ordem Flu] = F(D?*u, Du,u,.) é Totalmente Nao Linear quando é ndo linear na
entrada da derivada de ordem 2, ou seja, na primeira entrada de F'. Neste caso o operador

definido em (2.2) também é dito Totalmente Nao Linear de 2* Ordem.

Definigao 2.4. Dizemos que F' definida em (2.6) € uniformemente eliptica se existir uma

constante 8 > 1 (chamada constante de elipticidade) tal que para todo & € R™ temos
O < D Fu it < Ol€]”. (2.3)
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Voltemos ao exemplo da equagao de Monge-Ampeére.

Exemplo 2.2. Considerando a equag¢ao de Monge-Ampére n-dimensional da forma
detD*u = ¢

onde ¢ € uma func¢io dada em R", o operador é dado por Flu] := detD?u, logo temos
F.(D*u) = [U%] a matriz cofator de D*u = [u;j], de modo que F ¢é eliptico (eliptico de-
generado) em relagao a u se e somente se D*u > 0, (> 0), em §Q, isto é u € localmente
uniformemente convexo, (localmente convezxo). Conseqiientemente, se a equagdo de Monge-
Ampere detD*u = ¢ € eliptica, (eliptico degenerado), o termo nio homogéneo deve ser

positivo, (nao negativo).
Exemplo 2.3. A equacao geral de Monge-Ampeére é dada por
detD*u = ¢(.,u, Du)

onde phi € uma funcao dada em € X R x R™. O exemplo mais importante desta equagao,
onde ¢ depende de Du, se da ma geometria e € a equac¢ao de curvatura de Gauss prescrita
como

detD*u = K (.,u)(1 + |Du|*)™ /2,
Vejamos mais um exemplo importante neste contexto.
Exemplo 2.4. Equacoes do tipo
Flu] := f(MD*u)) = ¢(.,u, Du)

onde f € uma dada fun¢ao simétrica de n varidveis e X = (A1,---,\,) denota os au-
tovalores da matriz Hessiana D?u, sio chamadas Equacoes Hessianas, a equacio de
Monge-Ampére é um caso particular desta. Exemplos cldssicos de fungoes f sao as funcoes

simétricas elementares,

SN = D A, k=1,2,---.n
A1 <<,
€ seus quocientes
l

restrito ao conjunto de positividade do denominador, S;. O caso k = 1 € a conhecida equagao

de Poisson que tem aplicagoes fisicas em eletrostdtica, eletromagnetismo e termodindmica.
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2.1 O Problema de Dirichlet

No inicio do capitulo vimos alguns problemas envolvendo equagoes elipticas nao-lineares.
Existem muitos problemas envolvendo tais equagoes, para mais exemplos ver [23|. Neste

trabalho estudaremos o problema de Dirichlet a seguir.

F(D*u)=0 em
u=q em O0f)

(2.4)

onde 2 C R™ é um dominio aberto com borda 02 suave e ¢ é uma funcao continua em 0f).

Definigao 2.5. Uma fungdo u € dita solugao cldssica do problema (2.4) se € de classe C*(2)

e satisfaz (2.4).

A primeira questao a ser investigada é sobre a existéncia de solucao classica para o
problema de Dirichlet (2.4). No fator historico temos que o primeiro a apresentar um estudo
sistematizado sobre, foi o mateméatico Bernstein no século 20, porém foi no ano de 1953 que
Nirenberg publicou um artigo de titulo On nonlinear elliptic partial differential equations
and Holder continuity, mostrando o primeiro resultado completo provando a existéncia de
uma solucao classica para o problema em dimensao 2. O problema continuou em aberto

para dimensao a partir de 3.

Vérios autores tem mostrado resultados para casos particulares. Por exemplo, D. Gilbarg
e N. Trudinger provaram em [5| (ver teorema 17.17, pag. 464) que, sob certas hipoteses, o

problema (2.4) nao tem mais do que uma solugao classica.

Também veremos mais adiante que assumindo 0F/0u < 0 o problema (2.4) nao tem
mais do que uma solucao classica e, assim, como no resultado de D. Gilbarg e N. Trudinger,
percebe-se que as solucoes classicas verificam a condi¢ao fundamental de unicidade.

Diante da dificuldade de encontrar solucoes cléssicas, buscou-se definir uma classe de

solucoes generalizadas (fracas) para o problema (2.4) quando ?9_5 > 0 de tal maneira que a

unicidade e a existéncia de solugoes possam ser verificadas nesta classe, muitos trabalhos

foram realizados neste sentido, por exemplo, o trabalho de H. Ishii e P. L. Lions em [9].

Em alguns casos nao é possivel encontrar facilmente a solugao fraca, entao busca-se

solucoes que aproximem a solucao fraca, chamadas solugao de viscosidade.
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Isso é possivel para equagoes elipticas nao-lineares, que constitui um grande avanco na
teoria de equagoes diferenciais parciais, resultando na teoria das solugoes de viscosidade
descrita na segao (2.2). Segue da defini¢ao que essas solugoes sdo apenas fungdes continuas,
e isso leva ao problema da regularidade, ou seja, o que pode ser dito sobre as propriedades
de diferenciabilidade e continuidade dessas solugoes generalizadas? FEsta tdltima pergunta
estd muito longe de ter uma resposta satisfatoria, exceto para algumas classes especificas de
equacoes elipticas nao-lineares. No entanto, utilizando alguns métodos fundamentais como
o método de continuidade, limites a priori e principios do maximo é possivel mostrar que
existem certas classes de Equacgoes elipticas nao-lineares com propriedades de regularidade

avancadas, as vezes fornecendo solucoes classicas.

No artigo [21] os matematicos Nikolai Nadirashvili and Serge Vladut mostram que
tomando © C R'? uma bola de raio unitario e ¢ como sendo a funcao que eles montam
através das trialidades e propriedades do quatérnios, existe uma F' suave uniformemente

eliptica tal que o problema de Dirichlet (2.4) tem solugéo nao classica.

Nas proximas segoes apresentaremos da forma sucinta alguns conceitos e resultados com
relagao ao problema de uma equacgao diferencial parcial de segunda ordem uniformemente

eliptica da forma F'(D?*u) = 0 com F suave.

2.2 Solucao de Viscosidade

Os matemaéticos Crandall e Lions no artigo [18] de titulo "User’s Guide to Viscosity
Solutions of Second Oder Partial Differential Equations", e Evans no livro [16], estenderam
a no¢ao da solugao classica da equagao (2.6) com o objetivo de obter solugao classica para
o problema de Dirichlet. Para tanto desenvolveram o conceito de solugao de viscosidade

(fraca) de equagoes elipticas totalmente nao-lineares que trataremos a seguir.

A teoria das solugoes de viscosidade permite que fungdes meramente continuas (nao
diferenciavel) sejam solugoes de equagdes totalmente nao-lineares de segunda ordem, ela
também fornece teoremas de existéncia e unicidade muito gerais e que produz formulagoes

precisas de condigoes gerais de contorno.

A seguir apresentamos uma definicdo de operador eliptico degenerado.
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Definicao 2.6. Dizemos que F € eliptica degenerada se a sequinte condi¢do € satisfeita:
F(z,r,p,X) < F(xz,r,p,Y) sempre que X >Y

onde X > 'Y significa que X —Y € uma matriz nao-negativa definida. F € chamada
propria se € eliptica degenerada e satisfaz a condi¢ao de monotonicidade na varidvel r, isto

é, Flx,r,p,X) < F(z,s,p,Y), em quer <seX >Y.

Assumindo que as equagoes na proposicao a seguir sejam proprias, a menos que especi-
ficadas de outra forma. A seguinte proposi¢ao que é uma variante do principio maximo

classico, serve para motivar a definicao de soluc¢oes de viscosidade.

Proposicao 2.1. Seja u uma solugao classica da equagao (2.6) e ¢ : Q@ — R uma fungao

de classe C?. Se u — ¢ tem um mdximo local no ponto xy € Q2 entdo

F (2o, u(wo), Dg(0), D*$(0)) < 0.

Analogamente, se u — ¢ tem minimo local no ponto yo € Q0 entio

F(yo,u(yo), Dé(yo), D*¢(yo)) > 0.

Demonstragio. Se u— ¢ tem um méaximo local em g, entao Du(zg) = Dg(z) e D?*u(xq) —
D?¢(zg) < 0, ou seja D?*u(xg) < D?*¢(xg). Desde que F ¢ eliptica degenerada segue que
F(xg,u(xg), Dp(0), D*P(20)) < F(z0,u(x0), Du(xg), D*u(z0)), como u ¢é solucao de F en-
tao F(xg,u(xg), Du(xg), D*u(zo)) = 0, logo, F(zo,u(xo), Do(x0), D*¢(x0)) < 0. Analoga-

mente verifica-se para yo ponto de minimo. O

Definigao 2.7. (Func¢ao semicontinua superior) Seja (X, d) um espago métrico, f : X —
[—00,00] e xg € X. Entao f € semicontinua superior em xy se e somente se f(xg) = 0o
ou para todo ¢ € R com ¢ < f(xg) existe uma vizinhanga U de xq tal que para todo y € U

tem-se ¢ < f(y).

Definigao 2.8. (Func¢do semicontinua inferior) Seja (X,d) um espago métrico, f : X —
[—o00,00] e xg € X. Entao f é semicontinua inferior em xo se e somente se f(xg) = —o0
ou para todo ¢ € R com ¢ > f(xg) existe uma vizinhanga U de xq tal que para todo y € U

tem-se ¢ > f(y).
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Definicao 2.9. Uma func¢ao semicontinua superior u : 0 — R € chamada uma subsolugao
de viscosidade se F(xg,u(zo), Do(z0), D*¢d(x0)) < 0 sempre que xg € mdzimo local de u — ¢
para uma func¢ao suave ¢ : 2 — R. Respectivamente, uma funcao semicontinua inferior
u: Q) — R € chamada uma super-solugao de viscosidade se F(xq, u(zo), Dp(x0), D*¢(x0)) >
0 sempre que xg € minimo local de u — ¢ para uma fun¢ao suave ¢ : Q — R. Uma
fungao continua u que € tanto sub e super-solucao de viscosidade € chamada uma solugao

de viscosidade.

Principio do maximo para solucgoes classicas de equagoes totalmente nao lin-
eares: Sejam F um operador eliptico, u € C?(£2) uma subsolugéo no dominio Q e v € C?(Q)

uma supersolucao em ). Entao, u — v atinge supremo na borda de 2.

A ideia principal das solucoes de viscosidade é estender as noc¢oes de sub e supersolugoes

para um grande conjunto de fungoes nao-suaves, preservando o principio maximo.

E importante citar que o conceito de solucdo de viscosidade é local. Porém, se u é
subsoluc¢ao de viscosidade em (2 entao é subsolucao também em €’ onde €2’ C Q. Na definicao
de solugao de viscosidade podemos trocar o maximo local pelo maximo global ou também
pelo maximo estrito local ou global. E as funcoes C? podem ser substituidas por funcoes
suaves. Assim como podemos assumir que o maximo local é zero. Estas observagoes também

se aplicam para as super-solugoes.
A funcao ¢ usada na definicao de solucgoes de viscosidade é chamada de fungao teste.

O resultado a seguir serd enunciado para uma subsolugao, porém um resultado analogo

¢ valido para supersolucao.

Proposigao 2.2. Seja F(D?*u) = f(x), onde u e f sao fungoes definidas em um dominio

limitado 2 C R™. As sequintes afirmagoes sio equivalentes.

i) u € uma subsolugdo de viscosidade de F(D*u) = f(x) em Q.
ii) Se xg € Q, B uma vizinhanga aberta de xy, ¢ € C*(B),
u<¢emB e u(zo) = (o), (2.5)

entio F(D?*¢(xq)) > f(xo).
Demonstragao. Ver [14], pag. 13. H
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2.3 Operadores Elipticos Lineares na Forma Nao Diver-

gente

Nesta secao o objetivo é estabelecer uma relacao entre o operador eliptico nao linear
apresentado no inicio do capitulo e o operador linear.
Seja
F(D*u) =0 (2.6)
uma equacao eliptica totalmente nao linear num dominio G C R". Sejam u : R® — R,

(1, , ) —> u(xq, -+ ,x,), uma solugdo de (2.6) e v uma derivada parcial de u, logo

v = %. Entao v é uma solucao de uma equagao linear eliptica na forma nao-divergente:
2

Lu = 2.
U= Za” 83: (’33:] =0 (2.7)

Em geral ndo temos nenhuma informacao a priori sobre os coeficientes a;;(x), exceto a sua

elipticidade pontual para um operador estritamente eliptico I, isto é,

0< Y ay(@g < Clel,

ou no caso onde F' é um operador uniformemente eliptico, ou seja, os coeficientes a;; satis-

fazem a desigualdade (2.3) da defini¢ao (2.4).

Além do principio maximo (fraco) para a equagao (2.7), existem duas estimativas muito

importantes para as equacoes uniformemente elipticas da forma
L =Y ay(e) 2 = g (2:5)
U= a;j(r)=——— = f. .
J 8%8%

O primeiro resultado é o principio do méximo de Alexandrov-Bakelman-Pucci (ABP)

que sera enunciado no teorema a seguir.

Teorema 2.1. Seja v uma solugao da equagao uniformemente eliptica da forma (2.8)

definida em uma bola unitaria B C R™. Assumindo que f € L,(B). Entao
sup [|vf} < Col[vilz. s )+ sup ]I,

onde Cy depende somente da constante de elipticidade.
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Pode-se considerar o principio maximo como uma estimativa C° a priori para solucoes
de (2.7). Para equagoes uniformemente elipticas, o resultado a seguir é devido a Krylov e
Safonov, onde foi possivel melhorar esta estimativa até C-norma para e €]0,1[, em sub-

dominios de €.

Teorema 2.2. Seja v uma solugdo da equagdo uniformemente eliptica da forma (2.8)

definida em uma bola unitdria B C R". Assumindo que f € L,(B). Entao

[ollcr,) < Collvlzaia + sup o]

onde as constante positivas € €]0, 1] e Cy dependem somente da constante de elipticidade C.

Mais tarde foi mostrado por Safonov que em geral nao se pode esperar uma regularidade

melhor que C*.

Sejam 2 C R™ um dominio limitado e L o operador linear uniformemente eliptico (2.7)

definido em €2 com constante de elipticidade C'. Considere o problema de Dirichlet em €:

Lv=0 em
u=¢ em Of)

(2.9)

Uma solucao de viscosidade para este problema de Dirichlet é dado pela definicao a seguir.

Definigao 2.10. Uma fungio v é uma solugao de viscosidade para o problema (2.9) se

v = lim vy, onde
Lv, = Zak () Ok _ 0
R i 81’18331 o
k

- : k
aj; sao continuas e ag; — az; em Li(Q).

Além da regularidade a priori de Holder para solugdes da equagdo homogénea (2.7) a

desigualdade de Harnack se mantém.

Teorema 2.3. Seja v uma solugdo positiva da equagao uniformemente eliptica (2.7) definida
em uma bola unitaria B C R™. Entao
supv < Cp inf v,

Bi)s B2

onde a constante positiva Cy depende somente da constante de elipticidade.
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Embora a defini¢ao (2.10) implique a existéncia da solu¢ao de viscosidade para o prob-
lema de Dirichlet (2.9), a questao principal sobre a unicidade da solugdo de viscosidade
permanece em aberto. Para um operador geral uniformemente eliptico (2.7), foi mostrado
em [20] que as solugbes de viscosidade para o problema de Dirichlet (2.9) nao s@o tnicas.
No entanto, alguns resultados de unicidades sao obtidos fazendo certas restricoes sobre os

coeficientes do operador L.

Existe uma conexao importante entre solucoes de viscosidade para as equacoes total-
mente nao lineares elipticas F'(D?u) = 0 e as solugoes de viscosidade definidas para o
operador linear L. Tal ligagao é dada no teorema a baixo, cujas demonstragoes podem ser

encontradas em [22], pag. 15.

Teorema 2.4. Sejam uy e us solugoes de viscosidades de uma equagao totalmente nao linear
uniformemente eliptica F(D?*u) = 0 definida em um dominio Q C R™. Entdo v = u; —ug €
uma solugdo de viscosidade para uma equagao uniformemente eliptica (2.7) com coeficiente

mensurdveis a;;(x) satisfazendo a desigualdade (2.3).
Corolario 2.1. Seja u uma solugao de viscosidade da equacao totalmente nao-linear
F(D*u) = 0.

Entao qualquer deriwada parcial v = u,, € uma solugcao de uma equagao uniformemente

eliptica (2.7), com os coeficientes a;; definidos por

OF
a] Y 0uij

(2.10)
Corolario 2.2. Seja u uma solugao de viscosidade da equagao totalmente nao linear da
forma F(D?*u) = 0. FEntio a fung¢io u tem em quase todo ponto uma aprozimacio da

diferencial de terceira ordem, isto €, para quase todo ponto y € §2 existe um polinémio de

terceira ordem py(xz) tal que u(x) — p,(x) = o(|z — y|?).

2.4 Equagoes Nao Lineares com Solucgoes Suaves

Para dimensoes maiores ou iguais a 3 a suavidade das solucoes de viscosidade é conhecida
apenas para os alguns casos, onde as equagoes sao definidas como uma fungao convexa (ou

concava) F' definida no espago de matrizes simétricas ou para F' muito perto dessa condigao,
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estes resultados sao devido aos estudos de Evans e Krylov, e para o caso convexo a Caffarelli-

Cabre. Algumas generalizagoes sao gragas aos matemaéticos Caffarelli-Yuan.

Teorema 2.5. Seja F(D?u, Du,u,x) um operador uniformemente eliptico tal que F, < 0
(negativa definida, ver defini¢ao (A.5)), F € uma fungio convera nas varidveis de D*u e F
¢ Holder na varidvel x. Considere o problema de Dirichlet
F(D?*u, Du,u,z) =0 em
u=q em O}

(2.11)

onde 2 C R™ é um dominio aberto com borda 0S) suave e ¢ é uma funcao continua em OS2.

Entao o problema de Dirichlet tem uma unica solu¢ao classica.

Demonstracao. Ver |22, pag. 16. ]

Teorema 2.6. Seja F(A,z) = F = max{min{Ly, Lo}, L3} onde Ly, Lo, L3 sao operadores
lineares uniformemente elipticos. Entao o problema de Dirichlet (2.11) sempre tem solugdo

classica.

Corolario 2.3. Seja F(A,z) = F = min{Fy, F3} uniformemente eliptica, o funcional Fy é

convexo e Fy € concavo. Entao o problema de Dirichlet (2.11) sempre tem solugao cldssica.

Em dimensao 2, Nirenberg provou um resultado muito importante dado no teorema a

seguir.

Teorema 2.7. O problema de Dirichlet (2.11) tal que F € uniformemente eliptica e F,, < 0

em um dominio bidimensional sempre tem solucao cldssica.

Em um dominio bidimensional convexo limitado, nao é possivel afirmar que o problema
de Dirichlet sempre tem uma solucgao classica para uma equagao estritamente eliptica da

forma F(D?*u, Du,u,z) = 0.

O teorema de Nirenberg tem um tipo de extensao para problemas Dirichlet axialmente
simétricos para equacoes Hessianas totalmente nao-lineares em R3. conforme veremos a

seguir.

Teorema 2.8. Sejan =3 e F = F(X) € C' um operador uniformemente eliptico que de-
pende somente dos autovalores da Hessiana de u. Seja ¢ € CH<(02) uma fungdo azialmente
simétrica, 0 < € < €y, onde €y depende somente da constante de elipticidade da f. Entao o

problema de Dirichlet (2.11) tem apenas uma solugdo cldssica u € C*(Q) N CH<(9Q).
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Denotando por D, o subconjunto de R? que representa um disco de raio 7.

Lema 2.1. Seja u € C?(Dy) uma solugao para a equagdo eliptica totalmente nao linear
F(D?*u) =0, em Dy e F(0) = 0. Seja q um polinémio quadrdtico em D; tal que |q—u| < M.
Entao para qualquer € > 0 existem «,p > 0 dependendo somente de € e da constante de

elipticidade de F de modo que

Hu — q”c2,a(Dp) < eM. (2.12)

Pode-se esperar que, em n = 3 dimensoes, as solucoes de viscosidade de equacoes uni-
formemente elipticas sejam sempre classicas, mas isso nao esta claro. Porém, segundo os
autores Nikolai Nadirashvili and Serge Vladut em [22] existe a seguinte conjectura: Seja
u € W2>(Q) uma solugao de viscosidade de uma equagio hessiana uniformemente eliptica

F(D*u, Du,u,z) em Q C R? entao u € C?(1Q).
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Capitulo

SOLUCOES NAO CLASSICAS VIA
TRIALIDADES

Este capitulo é destinado ao estudo da existéncia de solugdo nao classica (solugao de
viscosidade) de uma Equagcao Diferencial Parcial Eliptica totalmente no linear de segunda

ordem em dimensao 12, apresentado por N. Nadirashvili e S. Vladut no artigo [21].

Sejam P; com j = 3,6,12,24, os polinomios ctbicos definidos na segao 1.5 do capitulo
1, e tomemos as seguintes fungoes

wisle) = Tor2 (3.1)

onde z € R/ e d € [1,2[. N. Nadirashvili e S. Vladut nas secoes 4.2 e 4.3 em [22] provam que
w121 € Wag 1 Sa0 solucoes de uma equagao uniformemente eliptica totalmente nao-linear. Os
autores afirmam que para j = 3 a fungao ws s nao ¢ uma solugao de uma equacao eliptica e
que no caso j = 6 pode-se mostrar que weg; ¢ uma solugao de uma equagao eliptica estrita,
mas nao uniforme, e acrescentam que tal resultado nao é muito interessante, neste trabalho

nao iremos fazer mais comentarios sobre a fungao we ;.

O nosso objetivo é mostrar que a fungao
(3.2)

onde ¢; € H, i = 1,2,3, e z = (q1,¢2,q3) € H? = R'? ¢ uma solugdo em R'? para uma
equacao uniformemente eliptica

F(D*w) =0, (3.3)
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com F' suave.

Os autores citam wis como um (primeiro) exemplo de uma solugao de viscosidade nao

classica.

Nas secoes a seguir apresentaremos a expressao explicita para wio nas coordenadas de
R!? | assumindo a contrucao feita por N. Nadirashvili e S. Vladut do operador eliptico F
tomando sua constante de elipticidade 6 < 10® (para mais detalhes sobre a construgao do

operador e da constante de elipticidade, ver [21]).

3.1 O Problema da Hessiana e O Critério de Eliptici-
dade.

Apresentaremos o problema da Hessiana que nos dara os critérios que a funcao deve
satisfazer para ser solugao de viscosidade de uma EDP uniformemente eliptica, e também

deixaremos enunciado o critério de elipticidade que seré usado para o estudo.

Definigao 3.1. Definimos a (n — 1)—esfera no R™ de centro ¢ e raio r > 0 como sendo o
conjunto S"1(c) = {x = (z1, - ,x,) € R"|dist(z,c) =r}. Denotaremos por S*! a esfera

de raio 1.

Seja w uma fun¢ao homogénea de ordem 2, definida em R" e suave em R\{0}. Entao a

hessiana de w é homogénea de ordem 0 e define uma fungao

H: s~ — Q(R™)

(3.4)
a +— H(a):= D%(a)

onde Q(R™) denota o espago das formas quadraticas em R", como Q(R") = Sym,,(R) (ver
teorema A.1 do apéndice A), iremos identificar Q(R") com o espago Sym,(R) e o produto

interno entre a,b € Q(R") sera dado por a.b = tr(ab).

Problema da Hessiana (H)

Dizemos que w satisfaz o Problema da Hessiana ou simplesmente satisfaz o problema
(H), se satisfaz as seguintes condigoes:

A) A fungdo H definida em (3.4) é uma imersao suave.
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B) Existe uma constante M > 1 tal que dados dois pontos a,b € H(S™ ') com a # b,
e tomando a sequéncia em ordem p; > py > --- > p, dos autovalores da forma

quadratica a — b, entao

Apresentaremos mais a seguir o lema que nos garante o critério de elipticidade que seréa

usado no trabalho. Antes, faremos algumas construgoes e defini¢oes.

Definicao 3.2. Seja a uma forma quadrdtica, o conjunto dos autovalores de a é chamado

de espectro que denotamos por Spec(a).

Para A > 1 tome o cone K, como sendo o conjunto

Ky ={a € Q(R"): existe ¢ > 0 tal que Spec(a) € [c/A, Ac]}. (3.5)

Vejamos que o cone K é convexo. Dados a,b € K, logo existem c;,co > 0 tal que os
autovalores «; de a e os autovalores 3; de b pertencem a [c1 /A, Ac1| e [c2/ A, Aca], respectiva-

mente. Seja t € [0, 1] entdo

(1_t)X§ (1—tha <(1—-1t)Aq
tcfg tB < thes,

somando obtemos, (1 —1)% +t¢ < (1 —t)a+tf < (1—t)Acy +tAcy. Portanto, (1—t)a+t3
pertence a um intervalo limitado, o que implica a existéncia de uma constante positiva ¢ > 0

tal que (1 —t)a +tb € K.

Seja K3} o cone adjunto de K, ou seja,

K ={be QR"): (b,c) >0, para todo c € K,}. (3.6)

Note que K, C K. O cone adjunto é convexo também, pois dados by,bs € K e
t € [0,1], temos que dado ¢ € K entao ((1 —t)by + tbe,c) = (1 — t){by1,c) + t{ba,c) > 0 e
portanto, (1 — )by + thy € K}.

Agora, consideremos o conjunto Ly = Q(R") \ (K} U —K73) e seja G C Q(R™), dizemos

que G satisfaz a condi¢do \-cone se para quais quer a,b € G a matriz a — b € L.

O lema a seguir nos da uma estimativa para o valor da constante de elipticidade.
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Lema 3.1. Seja ¥ € Q(R") uma variedade compacta suave (n — 1)—dimensional, tal que
Y satisfaz a condi¢ao A\—cone. Entao erxiste uma funcao suave F € Q(R™) onde F(X) =0

e que satisfaz a inequagio (2.3) com a constante de elipticidade 0 < 4\*\/n.
Demonstragao. Ver [22], pag. 87. O

O lema a seguir seré o critério de elipticidade usado no estudo.

Lema 3.2. Se a fungdo w satisfizer as hipéteses de (H), entdo w € uma solugdo de viscosi-

dade em R™ de uma equagdao uniformemente eliptica do tipo F(D?*u) = 0.

Demonstracao. No espago Q(R™) escolha um sistema de coordenadas zi, 29, - - , 2k, S, onde

E— (n—1)n

s — 1, tal que /ns seja o trago da matriz de combinagao linear do sistema de

coordenadas. Seja m : Q(R") — Z a projecao ortogonal de Q(R™) no z-espago, i :
1,2,--- k. Considerando o cone K dado em (3.5), da defini¢do de uniformemente eliptica
(2.3) segue que os autovalores de VF' pertence ao intervalo [#~1, §]. Em particular VF € K.

Logo VF C K.

Seja Ly = Q(R™)\ (K — K73), observe que para todo a € Ly temos que a.b = 0 para cada
b € K,. Como as formas quadraticas de K, sao positivas definidas, segue-se que o vetor

I € K. Seja K C Q(R™) um cone com uma base estritamente convexa suave de tal forma

que Ky, C K C K. Tome ey, -- , e, I uma base ortonormal de Q(R"™) correspondente as
coordenadas z1, - - - , zx, s. Logo, qualquer matriz b € Q(R") pode ser escrita como
k
b=sl + Z Z2i€;5.
j=1

Agora definimos z(z) := {¢ : (a +¢I) € K*} para a = 3"

j—1%j€j, temos que o grafico
da funcdo s = x(z) representa a borda do cone K. Temos que z(.) é Lipshitz, convexa,

homogeénea, suave fora da origem e x(0) = 0. além disso | Vx| < v/n.

Seja A = (n — 1)M, onde M ¢ a constante da condi¢ao (B) do problema da Hessiana,
e tomando £ e n como sendo os correspondentes subespacos negativos e nao negativos da
forma quadratica a — b € R™. Denotaremos por ¢ € Q(R™) a forma quadratica dada por
c = 1|€]|* + m]||n||?, onde I,m > 0, com (a — b).c = 0. Segue do item (B) do problema

L— < L < (n—1)M, portanto H(S"!) satisfaz a condigdo A—cone.

da Hessiana que CESYi m

Como w satisfaz o problema da Hessiana entao a fungao H é uma imersao suave, segue do
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lema (3.1) que para ¥ = H(S"!) definimos a fungdo F' dada pelo lema, entdo w satisfaz a

equagao F(D*w) =0 em R"\ {0}.

Vamos mostrar agora que w é uma solu¢do de viscosidade . Sejam = € R™ e p(x) uma
forma quadratica de modo que p < w em R"™. Tome qualquer forma quadréatica p’(x) tal que
p < p' < w e exista um ponto xg em que p'(xg) = w(zg). Dessa forma, segue que F(p) <
F(p') < F(D?*w), como w satisfaz a equagao F'(D?u) = 0, entao temos, F(p) < F(p') < 0.
Consequentemente, para qualquer forma quadrética p(z), a desigualdade p < w implica que
F(p) <0, segue da proposigao (2.2) que w é supersolucao de viscosidade. Do mesmo modo,
mostra-se que w ¢é subsolugao de viscosidade. Provando que w é uma solucao de viscosidade

para F(D?*u) = 0 em R™. O

3.2 Polinobmio Caracteristico.

O objetivo desta se¢ao é calcular o polinémio caracteristico da hessiana de Pj5. Tomemos
o espaco vetorial R? e reescrevemos este como sendo o espaco vetorial V' cujo os elementos
sao da forma (z,y,z) onde z,y,z € R*. Como R* ¢ isomorfo ao espago dos quatérnios,
entdo para todo t = (g, t1, 1o, t3) € R* vamos associar ao quatérnio q = to + 13 + toj + t3k.

Usando o produto definido entre quatérnios o polinémio Pia(x,y, z) é dado por

Pl?(xu Y, Z) = Re(l‘, Y, Z)
= YoZoTo — Y121To — Y2220 — Y323%0 + Y322T1 — Yo21T1 — Y120%1 — Y2231

FY123%2 — Yo22To — Y220T2 — Y321T2 + Y2213 — YoR3T3 — Y1223 — Y32023-

Tomemos d = (a,b,c) € R com norma /3, isto ¢, ||a||* + ||b]|* + ||c[|* = 3. Vamos

derivar Pj5 na diregao d, para isto primeiro calculamos o gradiente de Ps,

8P12 8P12 8P12 6P12 6P12 8P12 8P12 8P12 8P12 8P12 8P12 8P12
VPIQ(I7y7Z) - .

81‘07 0x1 ’ (%g ’ 81‘37 8y0 ’ 8y1 ’ 8y2 ’ 8y3 ’ 820 ’ 821 ’ 822 ’ 823

Desse modo, a derivada direcional sera dada pelo produto interno entre o gradiente VP, e
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o vetor direcional d,

0Py 0P, 0Py, 0Py 0P, 0Py 0Py, 0Py
b b b b
“ dxg “ Oz, T 0z s Oz A Yo o oy o OYa s Y3
0Py 0Py 0Py 0Py
+ +c3

+c +c C C
0 820 ! 821 2 822 823

3
. 8P12 8P12 3P12
=2 (al O, b oy o, )

=0

VPp.d

Sendo assim, definimos a forma quadratica

3
o aPlQ 8-P12 8P12
Qd('rvy?’z) - Z <az 3% + bz 8:% + ¢ 822 ) .

1=0

(3.7)

Realizando alguns calculos na forma quadratica Q)4

Qa(z,y,2) = aolyozo — Y121 — Yaza — Y323] + bo[Toz0 — T121 — To2e — T323] +
co[ToYo — T1Y1 — TaYa — T3ys] + a1[—Yo21 — Y120 — Y223 + Ysza| +
bi[—2021 — T120 + X223 — T32o] + C1[—Toy1 — T1Yo — Tays + T3Ya] +
az[—yoz2 + Y123 — Y220 — Ys21] + bao[—To22 — T123 — 220 + w321] +
o[ =ToY2 + T1Y3 — Tayo — T3y1| + az[~Yozz — Y122 + Y221 — Ya20] +
b3[—woz3 + T122 — D221 — T320] + Ca[—Toys — T1Y2 + T2y1 — T3Yo)

= Zo[coYo — C1Y1 — C2Y2 — C3Ya) + T1[—Ccoyr — 1Yo + C2yz — C3Ya] +
Ta[—Coy2 — C1Ys — C2Yo + C3Y1] + T3[—Ccoys + c1y2 — c2y1 — c3yo] +
Zo [bOZO —b121 — bazp — 5323] + $1[—b021 —b1zo — b2z + 5322] +
To[—boza + b123 — bazg — b321] + 23[—bo23 — b12o + bazy — b3zo] +
Yolaozo — ar1z1a222 — azz3] + yi[—aoz1 — a1z0 + azzz — azzo] +
Yo[—aoz2 — a123 — agzo + asz] + z3|—apzs + a1z — azz — azzo)

= o'My+ 2'M}z+y"'M,z,

onde de modo geral para um s € R* definimos a matriz M, como sendo

So —S81 —S2 —S3

—S51 —So —S83 82
M, =

—S9 S3 —So —$S51

—S3 —S2  S1 —So

A seguir apresentamos algumas propriedades da matriz M,:
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1. M, Mt = Mt M, = |s|]*I.

Utilizando a multiplicacao usual de matrizes obtemos

S —S81 —S3 —S3 8 —S81 —S3 —S3
MM = —81 —Sp —S3  S2 —S1 —So Sz —S2
—Sy 83 —Sp —8 —Sy —83 —So  Si
—83 —S3 81 —So —S3 S  —S1 —S
s> 0O 0 0
B 0 s> o0 0
o o s o
00 0 [s
= sl Ls.
Com um célculo analogo chegamos a conclusao que M!. M, = ||s||*I;. Desse modo,
M, é proporcional a uma matriz ortogonal. Além disso, se ||s|| = 1, segue que M, é

ortogonal a si mesma. Em geral, M, = ||s]|O; onde O; € O(4), onde O(4) é o espago

das matrizes ortogonais de ordem 4.

2. det(My) = —||s||* e det(O;) = —1.

Primeiro vamos mostrar que det(M,) = —||s||*, para isto, observe que ||s||* = s +

s? + 53 + s3, desse modo
2

4_ 4 2.2, 4 2 2.2 2.2 2.2, 4 2.2, 4
IIs||* = sg + 25557 + S7 + 25555 + 25555 + 257155 + 25755 + 55 + 28555 + S3,

agora vamos calcular o determinante da matriz M.
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S0 —S81 —S8S2 —S83
—S1 —So —S3 52
det(M,) =

—S82 S3 —S9 —S1

—S83 —S2 51 —So

—S0 —S83  S2

—S2  S1 =50
—S1 —So —S3
+S3 —S2 S3 —3S0

—S3 —S2 851

= S S3 —Sop —S1 + 51

—S1 —S83  S2

—89 —8g —81 | — S2

—S83  S1 —S0

3 2 2 2
= So[—8) — 515283 + 515283 — 5550 — S0ST — 8350

2 2 2 3
+81[—5551 — S183 — S185 — S0S283 — S + S0S283]

3 2 | .2 2
—$9[S05153 — S0S153 + S5 + S253 + SgS2 + 51S2)

2 2 2 3
+83[—5783 — 583 — S§S3 — S5 — SpS1S2 + S05152]

—S51 —So  S2
—S9 S3 —S1

—S83 —S82 —S5p

= —[sg+ 25357 + 51 + 25353 + 25352 + 25753 + 25755 + 55 + 25552 + 53

=~

Como M = ||s||Os entéo det(Ms) = det(||s||Os), usando a propriedade de determi-

nante, segue que

det(My)
—|ls]I*

—1

como queriamos mostrar.

. O polinémio caracteristico PM, de M, é

det(||s[|0s)
Is[[*det(O,)
det(Oy),

PM(A) = (X* = [Is[*)(A* + 250X + | s]]*)

e o polinémio caracteristico POy de Oy é

PO\ = (AN = 1)(A\? + 255\ + 1),

(3.8)

(3.9)



onde s = 20,
0™ sl

Utilizando o Teorema de Laplace para os célculos de determinantes de matrizes quadradas,

obtemos
So— A —8; —59 —583
—851 So — A —S3 S9
det(M, — \I,) =
—S9 S3 So — A —S1
—S3 —S9 S1 So — A

= (s0A)[—(s0+X)3—s2(s0+A)—52(s0+A)—52(s0+A)]+51[—51(s0+A)2—s153—s155—53]
—S9 [Sg+82 s§+52 (so+)\)2+s%52]+33 [—5%33 —3553 —s3(s04+N)? —sg]

= [M*425023-253—s3]—(s0—\) (s0+A) (s0+A) (53452 +5%) —(s0+A) 2 (s2+52+532)
—(si+sy+s5)—[sTs3+s7s3+s3s3+sTs3+sTs3+s3s3

= M4250X3 —(s+s5+53)[(s0—A) (s0+A) +(s0+X) %] = (55 +57 455 +53) —257 —2[s7 55 +57 83 +5253]

= A\*4259A3 —2[533%—}-335%—&—335%—4—5%3%+s%s§+s§s§] —230>\(s(2)+s%+s§+s§)— (s%—l—s‘f—l—s%—&—sé)

= A425023 250 \||s||2—[sg+st+sa+s5+2(s2s7+5352+52s3+52s3+5752+5252)]

= M 425003250\ ||s]|2—||s||*

= (A" = [IsIP) (A + 2507 + || s[|*)-

De modo analogo é possivel calcular o polinémio caracteristico POy e chegaremos ao

seguinte resultado
PO; = (A — [IS|I*)(A* + 280X + [ S]°),

onde S = ||T1||(‘90751’52753)7 logo ||S|| = 1, assim,

PO, = (A* = 1)(A\? + 255\ + 1).
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4. Seja a matriz simétrica N, = O, + O%, como M, = ||s||O, segue que Oy = ﬁMs, logo

[ So —S81 —S9 —S83 So —S81 —S8S9 —S83 |
N — 1 —S1 —S8 —S3 S2 n —S1 —So Sz  —S2
. sl —89 83 —S8g —S1 —S2 —S3 —So  S1
—S83 —82 S1 —S0 —S3 S92 —S1 —9S5p
So —S81 —S9 —S83
B 2 —S1 —38p 0 0
sl —s, 0 s 0
—S3 0 0 —Sp

Para calcular o polinomio caracteristico de N,, vamos fazer os elementos da matriz

como sendo n; = _||2T||Si para ¢ = 0,1, 2, 3. Desse modo,
Nng — A —nn1 ) —n3
—Nny —nNg — A 0 0
det(NS — )\14) =
—MNo 0 —Ng — A 0
—ng O 0 —MNg — )\

= —(’n,(] — )\)(no + >\)3 — n%(no + )\)2> — n%(no + )\)2) — ng(ng + )\)2)
= —[(no + N)[(no + N)(ng — A) +n? +n3 +nj|

= —[(no + A)[ni +n? +n2+n32 -\

Por outro lado,

250\ > 251\ > 285\ > 23 2
n2+ni+nitnd = (o) + () (=) + (=
Bl 5] Is]] Is]]

2 2
= (m) (52 4+ 8% + 55+ 53)
f— 47
logo
det(Ny — M) = —[(no+ \)[4 — \?]]

= (A —4)(A+2s)).

O conjunto dos A € R tais que Ny — A = 0 formam o conjunto espectro de Nj

denotado por Spec(N;), entdao, Spec(N;) = {2, —2, —2s§, —2s4}.
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5. M é a matriz (com respeito a base padrao) do endomorfismo ¢ : H — H dado por
t(q) = 4.
Primeiro vejamos que t é um endomorfismo. De fato, dado o escalar & € R temos
t(aq) = @q.q; = aq.q; = at(q), agora sejam q; = to + t1i + toj + tsk e g = 1o + 110 +
roj + 13k, logo

U +@) = a+ ¢
= [(to+710) — (t1 +7r1)i— (ta +12)j — (t3 + 13)k](S0 — S10 — S2j — S3k)
= (to+ro)so+ (t1 +11)s1 + (ta +72)s2 + (I3 4+ 13)s3 +
[—(to +70)s1 — (t1 +7r1)so + (t2 + re)ss — (t3 + r3)sali
[—(to +70)s2 — (t1 +71)83 — (ta + 12)S0 + (t3 + 73)81]J
[—(to +70)s3 + (t1 +71)82 + (t2 +12)81 — (t3 + 73)S0)K
= [(toso + t151 + tasa + t383) — (tos1 + t1S0 — tas3 + t352)1
—(tose + t153 + tasg — t3s1)j — (toss — ty1Se + tasy + t3so)k| +
[(roso + 1181 + 1282 + 1383) — (1081 + 7180 — 7253 + 1352)i
—(rose + 1183 + 1resg — 1r381)j — (T0S3 — 1182 + 281 + 1380) k] +
= 1.4s + .G

= t(q1) +t(qa)

Agora vamos calcular a aplicacao t nos elementos da base de H para obter a matriz

de transformacao

t(1) = 1.gs=s¢9— s1i — s2J — S3k,

t(i) = —i.Gs = —S1 — Sol — S3J + $2k,
t(j) = —j.G = —so+ s3i— soj — sik,
t(k) = —k.q;=—s3— s90+ 15 — Sok.

Desse modo, podemos ver que a matriz de transformacao é a matriz M.

Consideremos a matriz M, = M,M, M,, onde r, s,t sdo vetores arbitrarios de R*. Segue

de (3) que o polinémio caracteristico de PMy,,; ¢ dado por
PMg(N) = (X2 — ||s7t]|*) (AN + 2P (s, 7, )X + ||srt])?),
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onde P(s,r,t) = Re(qs.¢r-q;). Usando a propriedade de norma temos
PMge(X) = (N = [IsIPlI7[PI£1*) (N + 2soA + [[s[*[|r[1*[1£]]%).-

Segue de (5) que My, é a matriz conjugada do endomorfismo ¢ — §.G5.G,-G;-

Concluimos também de (3) que o polinémio caracteristico da matriz ortogonal Oy, é
dado por
PO4:(\) = (V= 1) (AN +2P(s,r, )\ + 1),

oD _ P(s,rt) . Y o t
onde P(s,r,t) = LT Para a matriz simétrica correspondente Ny = Oy + Oy, O
espectro sera

Spec(Ngy) = {2, -2, —2P(s,r,t), —2P(s,7,t)}. (3.10)
Fazendo n(d) = n(a,b,c) = P(a,b,c) e m(d) = m(a,b,c) = ||al]|.]|b]|.]|c|]|]. Observe que

|n(a, b, C)| = |a0b000 — a0b1€1 — aonCQ — a0b303 + albgcg - Cle()Cl - a1b1€0 — a1b203

+a2b103 - a2b0C2 — CLQbQCO — CLQb3Cl + a3b201 — agbng — CL3[)1C2 — CL3b3C0’.

Logo,
lall-ollllell = (ag + @i + a3 + az)(bg + by + b3 + bs)(cg + ¢ + 5 + c3)
= ap(bjch + bici + bscs + bics + bict + bacs + bycs + bicy + bics + bics + bach
+byct + bQCS 5300 + b301 b302) + al(boc1 b1co b203 b302 boco bict
+b5cs + bics + bacs + bics + bics + bics + boch + bach + bich + bicy) + a3 (bics
+b3cs + bycg + b3ct + bacy + bict + bacs + bics + bact + +bics + bics + bics
+b5¢3 + bycs + bich + bicy) + az(bies + bics + bieg + b3ch + bicg + bict + bacs
3¢5 + el + bycs + bich + bics + byct + b + bicg + i)
> |ao(boco —bicp — bacy — b3C3) + a1(5302 — bocr — by — b2C3)
+az(bycg — bocy — bacog — bscr) + ag(bacy — bocg — bica — bsco)|
= |P(a,b,c)|.
Portanto,

lall-[oll-lell = [P(a, b, )] (3.11)

54



Lembrando que ||al|? 4 ||b]|*> + ||¢/|*> = 3 e usando o fato de que a média quadratica ¢ maior

que a média geométrica, temos

lall® + [16[]* + [l
\/ 3 > /llall-[Ib[]-[|]

3
NERS RN
U2 /Tl T Tel 3.12)

Segue de (3.11) e (3.12) que 1 > {/||all.||b]|.]|c|]| > /| P(a,b,c)|, portanto,

1> m(d) > |n(d)|. (3.13)

Usando o fato de que () é uma forma quadrética associada a uma matriz simétrica
A implica ?Q = 2Ax (ver lema A.1), vejamos a proposigao a seguir sobre o polindémio

caracteristico da forma quadratica 2Q)y.

Proposicao 3.1. O polinomio caracteristico CHy da forma quadrdtica 2Q4 € igual a
CHy(x) = (2° — 3z + 2m)(2® — 3z — 2m)(2® — 3z + 2n)? (3.14)

onde n =n(d) = P(a,b,c) e m =m(d) = ||al|.]|b]|-]|c]|-

Demonstragao. Segue do item (1) e do modo como a forma quadratica @4 esta definida que

Qua(z,y,2) = "My + "Mz +y' M,z

= |lell="Ocy + [Ibll2"Opz + llally' Oz

Fazendo a seguinte mudanga ortogonal das variaveis X = Olzr | Y =y e Z = O,z, a forma

quadratica sera dada da forma

Qu(X,Y,Z) = ||c[| XY + ||b|| X'OLOLOL Z + ||a||Y' Z, (3.15)

em que a matriz da forma 2Q, ¢ a seguinte matriz de blocos (ver apéndice (B))

Oa lella 1Bl Oge

Ma= | lefls  0s  allls |-
||b||0abc HCL||I4 04
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onde 04 é a matriz nula, I, é a matriz identidade de ordem 4 e O = 0,0,0.. Seja
A€ Spec(Md) e tome vy = (py, qr, 7)) um autovetor correspondente a A, normalizado pela

condigo [|v]| = v/3. Da condicio My.vy = Avy, temos:

Apa = llellax + [[BllOg,r, (3.16)
gy = |lellpa + llal[ra, (3.17)
Ay = 6] Oabepr + llal|-gn- (3.18)

Multiplicando as equagoes (3.16) e (3.18) por A obtemos

Npa = lellAgx + (1]l OgpeArs, (3.19)

abc

)\27")\ = HbHOabC)\ijLHaH)\qA. (320)

Substtituindo a igualdade (3.17) nas igualdades a cima (3.19) e (3.20), temos:

Npx = lell(lellpa + llallra) + 161 OgeArs,
Ny = [[blOacApa + llall(llellpa + llallrs),
o que implica
(A =llel®)pa = lellllall + AlblOge)ra (3.21)
(N = llal®)rx = (llellllall + AllBllOase)pa- (3.22)

Multiplicando por (A\?—||a||?) a equagoes (3.21) e substituindo a equagao (3.22) no resultado

A =[N = llal®)pa = (llellllall + bl Ogue) (A* = llal*)r

A = [l X = llal*)px = (lellllall + Aol Oz lellllall + AlBllOae)pa.  (3.23)

Desse modo,

(N2 = [lel?)N = llall)px = (llellllall + Mo[O%e) (el lall + bl Oase)pa
(A = 22lel® = N[lall* + llall*[lcl®)pa = (lall*[lell® + Allall o]l Oase + Allalll[Bll]le]| Og
+A2([6]20%Oae )
A= X2(llell® + llall®)pa = (Am(d)Ouse + Am(d)Ogy. + N?[[0]|* Ls)pa
(A = X2([[ell® + lal® + [[o1*)pa = Am(d) Napepa
(A =3\ py — AMn(d)Npepr = 0
AN =3\ = Am(d)Nase)pr = 0.
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Logo, A = 0 ou N> I, —3A[;—Am(d) Nupe = 0, isto &, (A3 —3X) € m(d).Spec(Na.), segue de

(3.10) que m(d).Spec(Nape) = {2m(d), —2m(d), —2m(d)P(a,b,c), —2m(d)P(a,b,c)}, onde

m(d)P(a, b, c) = m(d) IIZH(ﬁLI;IﬁchgII = n(d), entao

m(d).Spec(Nape) = {2m(d), —2m(d), —2n(d), —2n(d)}.

Assim, encerramos o caso onde o autovalor A # 0. Agora, se A\ = 0 segue das equagoes

(3.16), (3.17) e (3.18) que:

0 = |lcllgs + [IBllOnpers,
0 = llellpa + llallra,
0 = [[bllOapers + llallgr.

Como ||d|| = V/3, seque que ||al|, [|b]| ou ||c|| é diferente de zero. Supondo ||c| # 0, da

imei d a0 a cima t = Mo = ey 1 bstituind
primeira e segundo equagao a cima temos gy = — 17 Ogyc7x € Pa = — {72, 1080, substituindo
: = _ lIl-Jlall l[b]l.]|al : : _ Nt
na terceira equagao obtemos 0 = el OapeTy — el OuabeTr, 0 que implica Ogpe = Oy,

segue do modo como essas matrizes estao definidas que m = 0 e desse modo a féormula vale

também para este caso. O

Observemos que a derivada do polindémio P, na direg¢ao d aplicada em d é

DPy(a,b,c) = aglboco — bicy — bace — bscs] + bolagco — a1y — ases — ases] +
Co[aobo — ayby — agby — agb3] + al[_bocl — bico — bacg + 5302] +
bi[—apc1 — ajco + ages — ascs] + ¢1|—apby — a1by — asbs + azbs] +
as[—boca + bics — bacy — bycy] + ba|—agca — ajes — ascy + azey] +
Cal—apby + arby — asby — asby] + as[—bocs — bica + bacy — bsco] +
b3[—agcs + arca — asey — ascy) + cs|—agbs — arby + asby — asbo)

D,P(d) = 3P(a,b,c).

Lembrando que o produto escalar de dois vetores pode ser escrito como o produto da
norma dos vetores vezes o cosseno do angulo formado entre eles. Logo, se # é o angulo

formado entre o vetor direcional d e o vetor gradiente VP temos
DPy(d) = VP.d = ||VP|.||d]|. cos(B).

57



Calculando a norma de VP(a,b,c) obtemos |[VP(a,b,c)||* = |lal?||b]* + |lal?|lc]* +
[BI[*[lell* = 3. Logo,

DPy(d) = [[VP].[|d]|. cos(5)
3P(a,b,c) = V3V3cos(B)
n = cos(f).

Corolario 3.1. Defina os dngulos o, 8 € [0, 7] por m = cos(a) e n = cos(f) entdo

e (5 o (2208 s (22208

para k=0,1,2,3,4,5el=0,1,2.

Demonstragao. Fazendo x = 2 cos(y) e substituindo no polindmio caracteristico, obtemos

¥ —3x42m = 8cos®(y) — 6cos(y) + 2cos(a)
0 = 4cos*(y) — 3cos(y) + cos(a)

—cos(a) = cos(3y). (3.24)
Analogamente, encontramos

cos(a) = cos(37) (3.25)

—cos(f) = cos(37). (3.26)

Segue de (3.24) que 3y = a+km, para k-impar. E de (3.25) temos 3y = a+k'm, para k’-par.

Assim, v = %, para k =0,1,2,3,4,5. Do mesmo modo, de (3.26) segue que 3y = B+ k,

B+(2l+1)w
3

x € Spec(ﬁd) entdo z = 2cos(*tET), para k = 0,1,2,3,4,5, ou z = 2COS(B+(2+1)W), com

1=0,1. O

para k-fmpar. Logo, v = , com [ = 0,1. Assim, chegamos a conclusao de que se

Lema 3.3. (Lema Fundamental) Sejam F,,(z) = (x3—3z—2m) com |m| < 1, ex; > x5 > x3

as raizes de F,,, assim:
1. Se0<m<1lentiovVd<z; <2ex3<-1. Da condi¢ao r1 = 2 ou x3 = —1 implica
que m = 1.

2. Se—1§m§0ent60—2§x3§—\/§elgx1. Da condicao xr1 =1 ou x3 = —2

implica que m = —1.
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Demonstracao. 1. Para 0 < m <1 segue que
2* =3z > F,(v) > 2® — 3v — 2. (3.27)

Note que as raizes de 2% — 3z sao 0 e :I:\/g, e as rafzes de 22 — 3z — 2 sdao —1 e 2.
Logo, como x; > x5 > x3, implica de (3.27) que devemos ter v/3 < x; < 2 e x3 < —1.
Observe a figura a baixo, onde as fungoes em verde, azul e roxo, sao as funcoes F;,

para os valores 0.2, 0.5 e 0.9, respectivamente.

Figura 3.1: Grafico das funcoes F},, para os valores 0.2, 0.5 ¢ 0.9

2 — 3z

1 m=0.9
m=0.5
\ m=0.2
yaN

Fonte: Elaborada pelo autor

2. Analogo, ao caso (1).

A partir de agora ordenamos os autovalores de forma decrescente
A=A > 2> A 2> Ao, (3.28)

Corolario 3.2. Sejam \;, com i =1,2,--- 12, os autovalores da forma (3.28), entdo:

1.1 <A <A< A<\ <2
2. =2 <A <A1 <A< A< -1

3 A2 < —V3; M >3
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4. Se M\ /A3 =2 (respectivamente A2/ A9 = 2) entao o polindmio
CHy(A) = (A +23N=2)(A+1)*(A=1)°

em (3.14) (respc. CHy(\) = (A —=23(A+2)(A—1)2(A+1)) ed = vy (respct. d = vy)

onde v; € um autovetor normalizado correspondente a ;.

Demonstracao. Sejam x1 > xo > T3, Y1 > Yo > Y3 € 21 > Z9 > z3 as raizes dos respectivos
polindémios z* — 3z — 2m, ® — 3x + 2m e 2° — 3z + 2n. Segue do item (1) do lema (3.3) que
V3 < x; <2ex5 < —1. Doitem (2) do mesmo lema implica que —2 < y3 < —v/3 e 1 <y,
do mesmo modo —2 < z3 < —v3 e 1 < 2. Logo, 21,y1,21 € [1,2] e 23,y3, 23 € [-2, —1].
Assim, quando consideramos o polinémio caracteristico CHg(\) = (A% —3X+2m) (A3 — 3\ —
2m)(A* — 3\ —2n)? e ordenamos os autovalores de forma decrescente, e do fato do polinémio
(A3 — 3\ — 2n) esta ao quadrado o polinomio C'H, apresentara tais raizes repetidas. Logo,
chegamos a conclusao que os itens (1), (2) e (3) s@o verdadeiros. Do item (4) temos como
hipotese A; /A3 = 2, logo de 1 < A3 < A\; < 2 segue que 1 < 2 < /\%, como A3 > 1, tais
desigualdades implicam que A3 = 1, portanto A\; = 2. Assim, como consequéncia do item
(1) teremos Ay = 1. Como Ay = \3 = 1 é raiz repetida, entdo é raiz de A*> — 3\ + 2n, o que

implica n = 1 e desse modo podemos decompor o polindémio como
N3N +2=(A-1)2*A+2).

Se A\; = 2 é raiz de A\* — 3\ — 2m, pelo lema (3.3) item (1) segue m = 1. Caso \; seja raiz
de A3 — 3\ + 2m entdo m = —1. De qualquer forma, vamos pode decompor os polindémios

da seguinte forma

NM—3A—-2 = A=2)(A+1)

NM—3A+2 = A=1)*\+2).
Como m(d) = n(d) = 1, o que implica que a fun¢ao P tem um méximo absoluto em d, sua
derivada na diregao d ¢ igual a 1, o que significa que 2Q(d) = 2, logo d = v;. Portanto,

segue o resultado. Analogamente, se Aj2/\jg = 2, ird implicar que A\jg = —1 e A\jp = —2,

prosseguindo de modo similar, chegamos ao resultado do item (4).
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Vamos fazer algumas observagoes sobre as propriedades espectrais do 2Q)4 quando d varia
sobre Si}g. Temos uma estratificagao V) C Si/li’? DT>V =V,UV_,onde: T =S xS} xS
¢ definido pela condigao m(d) = 1, Vi = {d; P(d) = 1}, V_ = {d; P(d) = -1}, Vj =
{d; P(d) = 0}. Cada conjunto V e V_ ¢ difeomorfo a S? x S?. O polinémio caracteristico de
V, édado por (z42)3(z—2)(z+1)*(x—1)° e de V_ é dado por (x—2)3(z+2)(z—1)*(z+1)°.
Em S!:\ (T'UVp) temos V3 < Ai(d) < 2,1 < Ay(d), =1 > Ag(d) e =2 < Aip(d) < —V/3. O

polinémio caracteristico de V; ¢ dado por z#(z? — 3)*.

O corolario a seguir serve de ferramenta para a demonstragao do resultado principal.

Corolario 3.3. Sejam u,v € R com u # v e norma /3. Entdo

33 3V/3

S o) — vl < Plu) — P() < 220y — ] (3.20)
onde d = Sﬁ,
Demonstragao. Ver [21], pag. 1294. O

3.3 A construcao nao classica mais simples

Antes de enunciarmos a proposicao a seguir, fazemos a seguinte observacao, N. Nadi-
rashvili e S. Vladut no artigo [21] utilizaram o software MAPLE para realizar as contas do

trabalho, e assim, conseguiram mostrar a seguinte igualdade
Weela) = P.e(a) — Pla)

para um e especifico, cujas caracteristicas serao dadas na proposicao, de modo que e L a,

com a € S}

Proposigao 3.2. Sejam a,b € SI' com a # b. entdo existem dois vetores e, f € SI' tal que

|a — bl
44/3

_lla=0]

wrr(a) —wrp(b) < W

Wee (@) — Wee(b) >

Demonstracao. Seja d = \/gﬁ Consideremos v;, i = 1,2,--- , 12 os autovetores norma-

lizados da forma quadratica 2Q); e os seus respectivos autovalores \; = \;(d) ordenados de
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forma decrescente. Tomemos V' como sendo o espago tridimensional gerado pelos autove-

tores vy, v, v3 € seja e € SIENV T NatNbt. Note que do fato de vy, vs, v3 serem autovetores

de 2Qq segue que 2Qq4(e) = 2Qq(1v1 + aove + a3v3) = a1 A + agdy + agAs > A3(d), pois os

autovalores estao ordenados de forma decrescente. Portanto

2Qq4(e) > A3(d).
Por outro lado, da condicao b L e e a L e temos

wee(a@) = P..(a) — P(a)

wee(b) = Pee(b) - P(b)
Fazendo a subtracao (3.31) menos (3.32), obtemos
wee(a> - wee<b) = Pee(a) - Pee<b> - (P(a) - P(b))

Do fato de P..(x) ser linear e da desigualdade (3.30)) temos

a—>b
Pee(a) - Pee(b) - %Peed
la =0
— 2—
V3
la =0

V3

Qale)

v

As(d).

(3.30)

(3.31)
(3.32)

(3.33)

(3.34)

Observe que P(fx) = 2P(x). Usando a desigualdade (3.29) do corolario 3.3, segue que

P(+v/3a) — P(+/3b)
3v/3
3v3A3(d)vV/3]la — b
12v/3
V3A3(d)|la — Il
4

P(a)— P(b) =

(3.35)

Usando as desigualdades (3.34) e (3.35), a igualdade (3.33) sera limitada da seguinte forma

wee<a> - wee(b) = Pee(a) - Pe(i(b) - (P(a’) - P(b))
la — bl ~ V3x(d)]la - 0|

As(d)

/3 4

= X(d)la—| (i?) - ?)

A3(d)]|a — b
4/3
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Do item (1) do corolario 3.2 temos que A3(d) > 1, assim,
la — b
43

A segunda desigualdade é obtida de forma analoga fazendo f € SIE NV~ Nat N bt onde

wee(a) - wee(b> Z

V'~ é o espaco tridimensional gerado pelos autovetores viqg, v11, v12. O
Corolério 3.4. Considerando wyy definida em (3.2), temos que a aplica¢ao H(a) : S'' —
Q(R'?) dada por H(a) = D*wis(a) é uma imersao suave.

Demonstragao. Segue imediatamente da proprosicao 3.2. [l

Corolario 3.5. Considerando wyy definida em (3.2). Sendo a,b € SI* coma € b e

P = e = s 2 g 2 a2

0s autovalores de D*wio(a) — D*wio(D). Entao

L1

H1
< - <1536v3 = M. 3.36
15363 ~ 12 ( )

Demonstragio. Para qualquer e, f, g,z € S}' temos que [Jwey(2)]| < 32 = 2° . Entao, para

1 d
d =,

lwes (@) = wer (D) < llwesar (@)]-lla = bll < 2°[la — b, (3.37)

segue entao que todos os elementos da matriz Hess(wia(a)) — Hess(wio(b)) tem valor ab-
soluto menor que 2°|la — b||, o que implica que todos os seus autovalores siao de valores
absolutos menores que 12.2°||a — b||. Pelo corolario (3.2) temos A\; > 0 e Ajp < 0. As-
sim, usando a proposicio (3.2) segue que \; < 12.2%||a — b|| < —12.2°.4./3\ 13 € —Ayg >
—12.25||a — b|| > 12.25.44/3), portanto, fazendo 12.2°.41/3 = M, temos

ig_igM.
M A2

Desse modo, podemos apresentar agora o teorema principal do trabalho.

Teorema 3.1. A func¢ao

onde q; € H,i=1,2,3, x = (q1,q2, q3) € H* = R'? ¢ uma solugio de viscosidade em R'? de

uma equagio uniformemente eliptica da forma (3.3) com F suave.
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Demonstragao. Segue dos corolarios (3.4) e (3.5) que a fungdo wie satisfaz as condigdes
do problema (H), logo do lema (3.3) temos que wyy é solugao de viscosidade da equagao

uniformemente eliptica (3.3) com F' suave. O

Segue imediatamente dos resultados discutidos no capitulo 2, o seguinte corolario:

Corolario 3.6. Seja Q C R'? uma bola de raio 1 e ¢ = wyy em OS2. Entdo existe uma F
suave uniformemente eliptica tal que o problema de Dirichlet (2.4) tem uma solug¢ao nao

classica.
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CONSIDERACOES FINAIS

No desenvolvimento deste trabalho foi abordado assuntos de Algebra de composicao e
Equagoes Diferenciais Parciais de 2* ordem, com o objetivo de destacar o artigo [21] dos
autores Nikolai Nadirashvili e Serge Vladut, onde fazem um estudo estreitando a relacao
entre estas duas areas da matemética. Acreditamos que este estudo abre espago para outros

trabalhos envolvendo tais dreas no programa.

Um dos propositos deste trabalho foi de adquirir conhecimentos basicos sobre esta nova
pesquisa para servirem de base no estudo para o doutorado, tendo em vista que pretendemos
continuar tal pesquisa com o objetivo de investigar algumas questoes em aberto, como
por exemplos: estudar a construcao do operador F' e a demonstragao da sua constante
de elipticidade. Fazer as contas detalhadas no mathematica para verificar as igualdades e
desigualdades assumidas neste texto,como a igualdade we.(a) = P..(a)—P(a). Pretendemos,
brevemente estudar o caso woy abordado no artigo Singular Solutions to Conformal Hessian
Equations, escrito por Nikolai Nadirashvili e Serge Vladut, usando o Mathematica para

auxiliar nas contas.
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Apéndice

MATRIZES SIMETRICAS E FORMAS
QUADRATICAS

Esta secao é dedicada ao estudos das formas quadraticas, exibindo suas principais pro-
priedades. Primeiramente apresentamos o isomorfismo entre o espaco das formas quadrati-
cas e o espago das matrizes simétricas, tal propriedade foi utilizada no capitulo (3). Em
seguida apresentamos as caracteristicas das formas quadraticas e suas classificacoes. Por
fim, fazemos o estudo da relacao existente entre as formas quadréticas e a Hessiana de uma
funcao de classe C2. Antes de iniciar o texto, vamos definir de modo formal o que é uma

forma quadratica.

Definicao A.1. Uma forma qudrdtica é uma funcdao Q : R — R do tipo

n
Qz1,T2,+++ ,T,) = Z Qi Ti

ij=1
onde a;; € R. Um termo de uma forma quadrdtica que envolve produto de varidveis difer-

entes, isto €, x;x; com i # j, € chamada termo com produto misto.

A.1 Isomorfismo entre Q(R") e Sym,R

Antes de fazer a demonstragdo do isomorfismo existente entre os espagos Q(R") e

Sym,, R, vejamos algumas definigoes.
Definicao A.2. Seja V um K—espago vetorial. Uma forma bilinear simétrica em V € uma
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aplicagao
B: VxV — K
(a,b) +— B(a,b)

satisfazendo as sequintes propriedades:
1. B(Aay + as,b) = AB(ay,b) + B(ag,b), para quaisquer aj,as,b €V e XA € K;
2. B(a,\by + bs) = AB(a,by) + B(a,bs), para quaisquer a,by,bs €V e A € K;
3. B(a,b) = B(b,a), para quaisquer a,b € V.
Se além dessas propriedades B satisfizer B(a,b) = 0 para todo b € V implicar a = 0,

dizemos que B é uma forma bilinear simétrica nao degenerada.

Seja {ey, ea, -+ ,e,} uma base ordenada para o espago vetorial V', dados z,y € V' entao

=) qeiey =y Bjej, segue da definicao de forma bilinear que:

B(z,y) = B(ZO@% Zﬁj%)
i=1 j=1
= afiB(er, e1) + a1BeB(er, ez) + -+ + 1B, Bler, en)
+ar81B(e2, e1) + aofaB(eg, e2) + - - - + o, Bea, e,) + - - -

+an/BlB(6n7 61) + anBQB(ena 62) + e + aanB(eny en)

B(€1> 61) B(el, 62) - Bley, en) Io
( ) B(ey,e1) B(ea,ea) -+ Blea,en) B2
- Qo Oy, ) ) . ) )
B(en,e1) Blen,es) --- Bley,ep) B
= 2'By
B é chamada matriz relativa a base {e1, ez, -+ ,e,}. Observe que B é uma matriz quadrada

e simétrica, pois a forma bilinear B ¢é simétrica, o que implica B(e;, e;) = B(e;j, €;).
A definicao a seguir apresenta a relagao da forma quadratica com a forma bilinear.

Definicao A.3. A forma quadrdtica associada a uma forma bilinear simétrica B é uma

aplicagao q - V — K dada por q(a) = B(a,a).

Definigao A.4. Seja A € M,(R), um nimero real \ é dito autovalor de A se existe pelo
ao menos um vetor x € R" tal que Ax = Ax. Os vetores x que satisfazem a igual sao

denominados autovetores.
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Tendo os conceitos e caracteristicas apresentados, podemos agora demonstrar a existén-

cia do isomorfismo entre os espagos Q(R"™) e Sym,R.

Proposicao A.1. O espago das formas quadrdticas Q(R™) e o espago das matrizes simétri-

cas Sym,R sao isomorfos.

Demonstra¢ao. Dados z,y € V e usando a definicao de forma quadrética, obtemos:
gz +y) = Blz+yz+y)
= B(z,x)+2B(z,y) + B(y,y)

= q(z)+2B(z,y) + q(y)

logo,
2B(z,y) = q(x +y) — q(z) — q(y). (A1)

Do fato de que B(x,y) = z'By, segue que q(x) = 2'Qx, onde Q ¢ a matriz relativa a base
{e1,€9,+-+ ,e,}. Assim, toda forma quadratica esta relacionada a uma matriz quadrada
simétrica. Analogamente, toda matriz simétrica esta associada a uma forma quadratica,

considere Q(R") o espago das formas quadraticas e x € R™ fixo, entéo

[ Syma(R) — Q(R")

(A.2)
A — Az

gera um isomorfismo entre Sym,,(R) = Q(R™), pois ¢ injetivo, sobrejetivo. O

A.2 Propriedades

A seguir iremos apresentar algumas propriedades de formas quadréticas e matrizes

simétricas

Teorema A.1. Se A é uma matriz de ordem n, entdao as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes

1. A € ortogonalmente diagonalizdvel;
2. A tem um congunto ortogonal de n autovetores;

3. A é simétrica.
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Demonstragao. Ver [4], teorema 7.3.1, pag. 251. ]

Definicao A.5. Uma forma quadrdtica Q(x) = x*Ax, A € Sym,(R), com x # 0, é dita:

i) Positiva definda se Q(x) > 0, neste caso a matriz A € dita positiva definida.

ii) Positiva semidefinida se Q(x) > 0, neste caso a matriz A é dita positiva semidefinida.
iii) Negativa definida se Q(x) < 0, neste caso a matriz A € dita negativa definida.

iv) Negativa semidefinida se Q(z) < 0, neste caso a matriz A é dita negativa semidefinida.

v) Indefinida se Q(x) assume valores positivos e negativos.

A proposicao a seguir nos da ferramentas para classificar uma forma quadratica em

positiva definida, positiva semidefinida, negativa definida ou negativa semidefinida.

Proposigao A.2. Sejam Q(x) = x'Ax uma forma quadrdtica e i, Ny, -+, N\, seus auto-

valores, entao:

i) Q € definida positiva se e somente se Ay, Ao, -+, Ay > 0,

il) Q € definida semipositiva se e somente se A, Ay, -+, A\p >0,
iii) @ € definida negativa se e somente se A, g, , Ay <0

iv) Q € definida seminegativa se e somente se Ay, Ag, -+, A\, < 0,

Demonstragao. Como A é simétrica, entao ¢ diagonalizavel. Logo Q(z) = A\z? + A3 +
<+ 4+ \x2, onde \; sao os autovalores. Portanto, se Q(x) é positiva definida entdo para
todo = temos 23 + X\ox3 + - - - + A\, 22 > 0, logo cada autovalor ¢ positivo. Por outro lado,
se todos os autovalores sdo positivos, segue que Q(x) > 0. Ent@o o item i fica provado.

Analogamente, mostram-se os demais itens. ]

Apresentamos agora algumas defini¢coes sobre conjuntos e fungoes céncavos e convexos

com o objetivo de estabelecer uma nova classificacao para as forma quadraticas.

Definigao A.6. Um subconjunto S de R™ é convexo se para todo a,b € S o segmento |a, b

estd contido em S.
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O segmento [a, b] pode ser parametrizado como (1 — t)a + tb, para t € [0, 1].

Definicao A.7. Seja f uma fung¢ao em n varidveis definidas em um subconjunto convezro
S C R". Entao f é convera se o segmento de linha que une dois pontos do grdfico de f
nunca estiwer a baixo do grdfico. Por outro lado, f € concava se o segmento de linha que

une dois pontos do grdfico de f nunca ultrapassar o grdfico.

Temos as seguintes condigoes concretas de convexidade: seja f : S C R® — R, tome

a,b € S entao

- f é convexa se e somente se f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) +tf(b), para todo t € [0, 1]

- f é concava se e somente se f((1 —t)a+tb) > (1 —1t)f(a) +tf(b), para todo t € [0, 1].

A seguir é apresentado algumas propriedades de fungoes concavas e convexas.

Teorema A.2. seja f: S CR" — R:

i) Se f € constante ou uma fungao linear (fungao polinomial de grau um), entao f € convezo

e concavo.
ii) se f = ayfitaofe, comay,as >0, onde fi e fo sao fungdes convezas entio f € convexa.

iii) Se f = a1 fi + asfa, com oy, > 0, onde f1 e fy sao fungdes concavas entao f €

concava.
Demonstragao. Segue imediatamente das definigoes. m

Assim, podemos agora definir uma nova classificagao para as formas quadraticas rela-
cionando com a classificacao de positiva definida, positiva semidefinida, negativa definida e

negativa semidefinida.

Proposigao A.3. Seja Q(x) = x' Ax uma forma quadrdticas nas n varidveis (x1, Tz, - , x,)

z, entao

i) Q € convexa se e somente se A € positiva semidefinida.

ii) @ € concava se e somente se A € negativa semidefinida.
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iii) Q € estritamente convexa se e somente se A é positiva definida.

iv) Q € estritamente concava se e somente se A € negativa definida.

Demonstragdo. Temos que Q(x) = Q(z1, T, -+ ,Tn) = Tt + X3 + -+ + A\,x2, onde \;

sao autovalores. O

Caminhamos agora para estabelecer as relagoes entre forma quadratica e matriz Hes-
siana, com tudo, precisamos primeiramente definir de maneira clara o que é uma matriz

Hessiana.

Definicao A.8. Seja f : Q@ C R® — R uma funcio de classe C* em €. Definimos a

matriz Hessiana H como sendo a sequinte matriz

of _or ... _9Of

(9:1:% Ox10x2 0x10Tn

of of ... _O0f
020w ox3 Ox20xn, (A 3)
_of of ... af
O0xrn0xr1  Oxndxo ox2

Neste trabalho denotaremos por Ay, 1 < k < n, o menor principal de ordem k& dado
pelo determinante da matriz k£ x k formada pelas primeiras k linhas e & colunas de H. Os

vetores de R™ serao denotados usando a identificacao com o espago das matrizes colunas

M, «1(R) de modo que se x = (x1,- - ,z,) € R" indicaremos por
T
xr =
xn

Vimos na se¢do (A) que dada uma matriz simétrica A existe uma forma quadratica @ 4
associada, dada por Q4(z) = 2T Az, porém, usando produto interno, podemos enxergar tal

aplicacao da seguinte forma Q(z) = (Ax, x).
Lema A.1. Seja QQ a forma quadrdtica associada a matriz simétrica A entao

VO = 24z (A4)
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Demonstragao. Fazendo A = (a;;) observe que o produto Az pode ser escrito da seguinte

forma
A.CE = (Z aljxj,--- ,Zanja:j) (A5)
i=1 j=1

desse modo, usando o fato de a;; = aj; pois A ¢é simétrica, a forma quadrética sera dada por
Q(z) = z7Ax

n n
= (z1,"++ ,2n) E auxj,---,E Qnj Ty
J=1 Jj=1
n n
= E Z’ZE aijl’j
=1  j=1

n

Z 2 Z
= Ay X + 2 Qi TiTj.
i=1 1<i<j<n
Derivando Q(z) com relagdo a xy, notemos que no somatorio » ;i @;;;r; quando
1 e j sao simultaneamente diferentes de k, a derivada com relagao a z; se anulam nestas
parcelas. Assim, a derivada da forma quadratica serd dada por

0Q

6_xk(x> = 2apTE + 2 Z i T;

Jj#k
j=1
Como ?Q = <@ ,%), segue de (A.5) e (A.6) que ?Q = 2Ax. ]

oz’

O teorema a seguir no diz que se x € R" esta restrita a condig¢ao

loll = /a2 + a3+ +a2=1

entdo a forma quadratica Q(z) assume valor maximo em \; (o maior autovalor) e valor

minimo em A, (0 menor autovalor).

Teorema A.3. Seja A uma matriz n X n simétrica cujos autovalores em ordem decrescente
$G0 Ay > Ay > -+ > \,. Se x for restrito a ||z|| = 1 relativamente ao produto interno

FEuclidiano em R", entao:

1.\ > 2t Az > N\
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2. 2'Ax = \, se x é um autovetor de A associado a N\, e \; = v'Ax se x é um autovetor

de A associado a M.

Demonstragao. Como A é uma matriz simétrica, segue do teorema (A.1) a existéncia de
uma base ortonormal de R™ consistindo de autovalores de A, assim, seja B = {vy,vq,- -+ ,v,}
a tal base onde v; sao autovetores correspondentes aos autovalores \;, com i =1,2,--- ,n.
Agora, tomemos x € R", logo x = kv, + kevy + - - - + k,v,,, para cada vetor v; € B temos
(x,v;) = (kyvy + kv + -+ - + kv, v;)
= ki{vr,v) + ka(ve, v) 4+ - -+ 4 kp{vn, v;)

como B ¢é base ortonormal, segue que (v;,v;) = 0 se i # j e (v;,v;) = 1 se j = i, logo
(u,v;) = k; . Desse modo, podemos reescrever x da seguinte forma x = (z,v1)v1 + (x, vo)vo +
oo+ (x,v,)v,. Assim,

Az = (z,v1)Avy + (@, 09) Avg + - - - + (x,v,) Avy,

= M(z,v1)v1 + Aalx, v)ve + -+ + A (2, 00y

Segue que os vetores de coordenadas de x e de Ax com relagao a base B sao

(@) = ((z,v1),(@,v2), (T, v5))
(Az)p = (M(z,01), Az, v2), -+, Ap(z,0,))
Entao
JallP = (o) + (5,0 + o + (2,02
(x, Az) = Az, v)? + A(z,v2)% 4+ - + Aul, v,)?
Como \; é o maior autovalor e A\, é o menor, segue que:
T Ar = (z, Az) = A(z,v1)> + Xalx,v0)° + -+ + Ao, 0,)°
< Adw, v+ Az, v)? 4 4 Az, v,)?

2T Ax = (r, Ax) = A(2,v1)% 4+ Xo{z, ) + - 4+ Ao (2,0,)2
> Az, v1)2 + Ao (z, v2>2 4+ 4 )\n(x,vn>2
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Portanto, \; > ztAx > \,. O

De modo geral, temos o corolario a seguir.

Corolario A.1. Sejam A uwma matriz simétrica e QQ a forma quadrdtica associada a A.
Considere o conjunto dos autovalores de A e tomando M e N como sendo o valor mdzimo e

minimo, respectivamente, que a forma quadrdtica () atinge sobre a esfera unitdria. Entao:

a) M e m sdo, respectivamente, o maior e o menor autovalores (reais).

b) m||z|]* < Q(x) < M||x||?, para todo x € R™.

Demonstragao. a) Segue da propriedade de continuidade da forma quadratica que ) as-
sume valor maximo e minimo no compacto, ou seja, na esfera unitaria S"~*. Considere
a fungdo g : R" — R dada por g(xy,- -+ ,x,) = 22 + -+ + 22 — 1, pelo Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange, para cada ponto de maximo e de minimo x pertence a

Sm=1 = ¢g71(0) existe A € R tal que
€Q<$17 e 7'1;71) = A€.g<a?17 e 7xn)

pelo lema (A.1) temos que 2AX = A(2z), entdo para tais pontos segue que Ax = Az.
Tomando x; tal que ||zy|| =1 e Q(zy) = M, seja Ay € R de modo que Azy, =

ATy, temos

Analogamente, se considerarmos z,, tal que ||z,,|| = 1 e Q(x,,) = m obtemos m = \,,,
onde \,,x,, = Ax,,. Por outro lado, seja A € R autovalor de A, entao existe o unitario
tal que AV = AU, logo, Q(T) = (A7,7) = <A7,7> = . Como ¥ é unitério,
segue que m < Q(?) < M. Portanto,m < A < M, ou seja, temos que os autovalores
de A pertencem ao intervalo [m, M|, o que implica M e m serem o maior e 0 menor

autovalores, respectivamente.

b) Seja o =+ ﬁ, logo podemos normaliza-lo da seguinte forma HﬁT\I Usando o fato de que

a forma quadratica @) é bilinear, segue que @) <%> = ﬁ)(? Assim,

o Q(Y) 2 2
mg@(n—ﬂ) <0t = m< 20 <o = m| T < Q) < MITIR
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Portanto, a desigualdade ¢é valida para todo x € R".

]

Usaremos a seguinte notacao B,(a) para nos referir a bola aberta de centro a e raio r.

O lema a seguir servird de ferramenta para a demonstracao o teorema que nos da a

relagao dos autovalores da Hessiana de uma fungao e a forma quadratica relacionada.

Lema A.2. Seja f € C?(B,(a)) com B.(a) € R" er > 0, onde a é um ponto critico de f
eV = (vy, - ,v,) € R" tal que || V|| < r. Entdo:

flat T = 1@ + 5 3 5ot (@ + ol *Bla, ) (A7)

com limyz 0 E(a, ) =0.

Demonstracao. Ver 25|, pag. 23. ]

Teorema A.4. Sejam B,(a) € R", f : B.(a) — R de classe C*(B,(a)), onde a é um

ponto critico de f e

Qv) = En 0T (a)viv;
= (990,8% v
i,5=1
com v = (vy,--+,v,) € R". Podemos fazer as sequintes afirmagoes sobre os autovalores da

Hessiana H de f(a):

a) Se todos sao estritamente positivos, f tem um minimo local em a.

b) Se todos sao estritamente negativos, f tem um mdximo local em a.

c) Se houver autovalores com sinais opostos, entao a € um ponto de sela.

Demonstracao. a) Seja m > 0 o menor autovalor de H(a), segue do item (b) do (A.1) que
mv[* < Q(v) (A.8)

, para todo v € R™. Do lema (A.2) (e da defini¢ao de convergéncia) existe § > 0 tal

que |E(a,v)| < G se 0 < |Jv]| < 4 logo,

m m
2ol < Ba,0) < 2ol (A.9)
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assim de (A.8) e (A.9) temos
1
fla+v) = f(@) = 5Q() + [ol*E(a, v) > T ol = Z ol = ol

como por hipotese m>0, segue que f(a+v)— f(a) > 0 para todo v € B,(a). Portanto,

a ¢ um ponto de minimo.
b) Fazendo — f e seguindo com os calculos andlogos ao do item (a) obtemos o resultado.
c) Sejam A um autovalor da Hessiana #H e v um autovetor (unitério) associado a A, entao
OL @)= Q) = ) = Al = 2

Logo, %(a) troca de sinal (por hipotese), o que implica que a é um ponto de sela.

0
Proposicao A.4. Seja A € Sym,(R), considere os seus menores principais Ay, Ag, -+, A,,.
Entao existe N € M, (R) tal que detN =1 e
Ay 0 0 0
A
0 x 0 0
N'AN=] 0 0 2% 0
Ap
0 0 O A
Demonstracao. Ver [25], pag. 13. ]

Corolario A.2. Se A é uma matriz simétrica e Q(x) = (Ax,xz) > 0 para todo x # 0, entao

0s menores principais Ay, Nq, -+, A, de A sao estritamente positivos.

Demonstragao. A demonstragao serd dada por indugao sobre n. Para n = 1 temos A = [d]
logo Q(x) = (az,z) = allz||?, para que Q(z) seja positivo devemos ter a > 0. Logo,
a = A; > 0. Suponhamos a afirmagao valida para n. Consideremos o caso para n + 1.
entdo, Q(er) = (Aey,e1) = a;; = Ay > 0. Como A é simétrica, segue da proposigao (A.4),

existe IV simétrica inversivel tal que A = N'BN onde

A | 0O
0 | A

B =
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onde A; é simétrica de ordem n x n (pois N é simétrica), observe que A; tem os mesmos
menores principais que A. Segue do fato de que N é inversivel que @) 4, € positiva definida.
Logo, por hipétese de indugao os menores principais de A; sao estritamente positivos. Como
A; > 0, os menos principais de B sao positivos, o que implica que os menores principais de

A também sao. O]
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Apéndice B

MATRIZ DA FORMA QUADRATICA
Qu(X,Y, Z)

Consideremos a forma quadratica @d(X .Y, Z) vista no capitulo (3) dada por:

Qu(X,Y, Z) = || XY + [[b| X' 00,0, Z + ||allY"Z

Vamos mostrar que a matriz da forma 2Q); é a seguinte matriz de blocos :

00 ety [0l Oge

Mg = e[| 14 04 @l Ly
[6[[Oabe lal[ls 04

De fato, sejam X1, Xo, X3, Xy, Y1, Y1, Y3, Yy, 21, Zs, Z3, Z4 base dos vetores de entrada da
forma quadratica, onde cada vetor W, tem quatro entradas, todas nulas exceto i—ésima
entrada. Observe que ao aplicar a forma quadratica num vetor aX; + X; com o € R,
1,7 =1,2,3,4, teremos @d(aXi—l—Xj, 0,0) = 0. Analogamente para vetores do tipo aY;+Yj e
aZ;+Z;. Portanto as entradas da diagonal da matriz em blocos seré de fato a matriz nula de
ordem 4. Agora, ao aplicar a forma quadrética em vetores X; e Y}, teremos de(Xi, Y;,0) =
||| XTY;, em que sera igual a zero se i # j e caso i = j teremos | c||, logo, as entradas
correspondentes aos elementos (1,2) e (2,1) da matriz em blocos sera a matriz ||c||l;. Do

mesmo modo, concluimos que as entradas (2, 3) e (3,2) serd a matriz ||al|Iy. Agora, a matriz

000! ¢ dada por
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colboap + bray + baaz + bzas]
—c1[—biag +boa1 — bzaz + baas]
—c2[~baag + bzai + boaz — bras]
—c3[—bzag — baay + braz + boas]
—c1[boag + bray + baaz + bzaz]
—co[—b1ag + boa1 — bzaz + bzasz]
+ea[—b2ag + bga1 + bpaz — biag]
—ca2[—bzag — bza1 + braz + boas]
—calbpag + bray + baaz + bzaz]
—c3[—biag + bpa1 — bzaz + baas]
—co[—b2ap + bga1 + boaz — bias]
+ec1[—bzag — baay + braz + boas]
—c3[boag + bray + baaz + bzaz]
+ea[—brag + boa1 — bzaz + baaz]
—ci[=bgag + bga1 + boaz — bias]

—co[—bzag — baay + braz + boas]

col=boar + biag + baaz — bzaz]
—ci[biar + boap — bzaz — baaz]
—ca[b2ay + bgag + boaz + biaz]
—c3[bgay — baag + braz — bpaz]
—ci[=boa1 + brag + baaz — bzaz]
—colbray + boag — bzaz — baaz]
+eslb2ar +bzag + boas + braz]
—ca[bzay — baag + braz — bpaz]
—ca[—boai + brag + baag — bzaz]
—cglbiar + boag — bgaz — baaz]
—colb2ay + bzag + boaz + byaz]
+ei[bzar — baag + biag — boaz]
—c3[—boa1 + brag + baaz — bzaz]
+ealbial + boag — bzaz — baaxz]
—ci1[b2ai + bzag + boaz + biraz]

—co[bzay — baag + braz — bpaz]

col—boaz — braz + baag + bzai]
—ci[—braz — bpaz — bzap + b2ai]
—calbaaz — bzas + boap — biai]
—c3[bzag + baaz + brag + boai]
—ci[=boaz — braz + b2ag + bzai]
—co[—braz — boaz — bzag + b2a1]
+eglb2ag — bgag + bpao — brai]
—calbzaz + baaz + brag + boai]
—ca[—boaz — braz + baag + bzai]
—cg[—braz — boaz — bgag + bzai]
—colb2az — bzaz + boag — brai]
+ei[bzaz + b2az + brag + boai]
—c3[—boaz — braz + baag + bzai]
+ea[—biaz — boaz — bzag + b2ai]
—ci[bzaz — bgag + boap — brai]
—co[bzag + baaz + brag + boai]

col—boaz + braz — bza1 + bzao]
—ci[brag + bpaz + bzar — baag]
—cafbaag + bzaz — boa1 — biag]
—cglbgag — baaz — bia1 + boag]
—c1[—boaz + braz — baay + bzag]
—co[biaz + boaz + bza1 — baag]
+ezbaaz + bzaz — boar — biao]
—ca[bgag — baaz — bray + boag]
—ca[~boaz + braz — bzai + bzao]
—cglbras + bgaz + bzai — baag]
—cg[b2ag + bzaz — bpa1 — biag]
+ei[bsaz — baaz — biai + boao]
—c3[—boas + braz — baay + bzag]
+eabias + boaz + bzar — baag]
—ci[b2ag + bgaz — boar — biag]

—cg[bgag — bzaz — biay + boag]

Ao aplicar a forma quadrética em X e Z teremos Qq(X,0, Z) = ||b| X!O!0LO! Z;, onde

devemos fazer a seguinte multiplicacao de matrizes:

t
L1 Co
i) —C
L3 —C2
Ty —C3

Assim, por exemplos, observe que ao aplicar

—€ —C —C3 bo

—Cp C3 —C9 - bl

—C —C O —by
(6)) —C1 —( - b3

obtemos o seguinte resultado

—by b3 —by —a
—bo bl —as
—bl —bo —as

nos vetores Xy = (0,

—bs Qo

—a; —a2 —as 21
—ag a3 —Aas 22
—az —ap a1 z3

ay —a; —ag Z4

1,0,0) e Z, = (1,0,0,0)

—C1 [boao + blal + b2a2 + b3(l3] — Co[—blao + bgal — 63&2 + bgCLg]

+03[—b2a0 -+ bgCLl -+ boag — b1a3] — 02[—b3a0 — b2a1 + b1a2 + boag]

o que ¢ a entrada entrada (2,1) da matriz O

t

abc’

analogamente, conseguimos visualizar que

ao aplicar a forma quadratica nos vetores X; e Z; o resultado é a entrada (j,7) da matriz

t
abc®
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Apéndice

VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Abordaremos aqui algumas defini¢goes de variedades diferencias que nos auxiliam na

demonstracao do corlolario 3.4.

Definicao C.1. Uma topologia em um conjunto X € uma colegio 7 € P(X), chamados os

abertos da topologia, com as sequintes propriedades:

1. emptyset e X pertencem a T;
2. Se Ay, Ay € T entao A1 N Ay € 7;

3. Se (A))xer, Ax € T, para todo N € L entdo ., Ax € 7.

Um espago topoldgico ¢ um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma topologia em

X.

Definigao C.2. (Espaco de Hausdorff) Um espago topoldgico X € um espago de Hausdorff
se dados a,b € X, com a # b, existir U, vizinhanc¢a de a e U, vizinhanc¢a de b tal que

UaﬂUb:@-

Um espago de Hausdorff também é conhecido como Espago separado.

Exemplo C.1. O espago topoldgico discreto (T = P(X), P(X) € o conjunto das partes de
X ) é um espago de Hausdorff.

Exemplo C.2. Cada espagco métrico é um espaco de Hausdorff.
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Definicao C.3. Seja X um espaco com uma topologia 7. Uma colecio de abertos B C T é
dita ser uma base da topologia T se todo T—aberto puder ser escrito como uniao de elementos

de B : se A€ T entao A = U B, onde todos 0s By sao elementos de B. Note que a unido
A

nao necessita ser finita ou enumerdvel.

Observagao C.1. Os espacos de Hausdorff com base enumerdvel de abertos, que, do ponto
de vista topologico, se comportam localmente como espacos euclidianos de dimensao n, con-

stituem as variedades topoldgicas n-dimensionais.

Definicao C.4. Dois espacos topoldgicos dizem-se homeomorfos se existir uma aplica¢ao

entre esses espacos que seja continua, invertivel e a sua inversa seja continua.

Definigao C.5. Uma curva (simples) é um subespago de R? localmente homeomorfo a um
intervalo real aberto, ou seja, uma curva é um subconjunto v C R3, tal que para cada ponto
p € v emiste uma vizinhanga V de p em R®, e um homeomorfismo ¢ : I — v NV, onde

I C R € um intervalo aberto.

Figura C.1: YNV = U é uma vizinhanca de p no subespaco v € R3.

O homeomorfismo ¢ : I — U é uma parametriza¢ao local da curva ~, pois dado
q = (x,y,2z) € U, existe t € I tal que ¢(t) = q. As coordenadas de g podem ser escritas
como fungoes do parametro ¢, como x = z(t), y = y(t) e z = z(t), chamadas de Equag¢des

Paramétricas de vy (validas na vizinhanca U). A representagao vetorial é dada por r(t) =
(@(t),y(t), 2(1)).
Dizemos que a parametrizacao ¢ : I — U ¢é diferenciavel de classe C* (1 < k < o) se

as equacoes para métricas admitem derivadas continuas até ordem k.

A parametrizacao diferenciavel ¢ : I — U ¢é dita Parametrizagio Regular se o vetor

4 — (2/(t),y/(t), 2 (t)) # 0 para todo ¢ € I.
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Definigao C.6. (Parametrizagoes admissiveis em relagao ay) Dizemos que y € uma parametriza-

cio reqular de classe C* se para cada p € v existe uma parametrizagao reqular de classe C*,

vdlida numa vizinhanga de P.

Observagao C.2. As curvas requlares sao as que possuem tangentes bem definida em cada

ponto.
Counsideremos:

7 - curva regular de classe C*

¢ - parametrizacao local admissivel (valida num aberto U C ).

J C R - aberto

¢ :J — I - homeomorfismo diferenciével de classe C*, £'(s) # 0 para todo s € J.

Portanto, o homeomorfismo inverso £ : I «+— J é também diferenciavel de classe C*,

e dizemos que ¢ é um difeomorfismo de classe C*.

Observagao C.3. O homeomorfismo composto ¢po& =1 : J — U € uma parametrizacao

local admaissivel em relagao a 7.

Observe que o difeomorfismo € é justamente o homeomorfismo composto ¢~! o). De
fato,se ¢ : I — U e ¢y : J — V sao duas parametrizagoes locais admissiveis em relagao

a curva 7, tais que U NV # (), entdo £ = ¢! 04 é um difeomorfismo de ¢»=*(U N'V') sobre
o~ HUNV).

Definigao C.7. Uma superficie (simples) é um subespago de R3 localmente homeomorfo a
um aberto do plano, ou seja, uma superficie é um subconjunto ¥ C R3, tal que para cada
ponto p € ¥ existe uma vizinhanca V de p em R® e um homeomorfismo ¢ : A — XNV,

onde A C R € um conjunto aberto. (¥ NV = U- vizinhanga de P no subespago ¥ C R?.)
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Dado ¢ € ¥ entao, as coordenadas de ¢ sdo fungées dos parametros u e v, r = z(u,v),
= y(u,v) e z = z(u,v), chamadas de equagdes paramétricas de 3 (validas na vizinhanga

U). A representacao vetorial é dada por: r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Dizemos que a parametrizagao local ¢ : A — U ¢é diferenciével de classe C* (< k < o0)
se as equagoes paramétricas admitirem todas as derivadas parciais de ordem 1,2,---  k

continuas.

Definicao C.8. Uma parametrizacao diferencidavel ¢ : A — U, valida num aberto U C 33,

¢ reqular se os vetores g—; e % sao i, qualquer que seja (u,v) € A.

Definigao C.9. (Parametrizagio admissivel em relagio a 3.) Uma superficie ¥ € reqular
de classe C*, se para todo p € ¥ existe uma parametrizacio reqular de classe C*, vdlida

numa vizinhanca de p.

Observagao C.4. As superficies requlares sao as que admitem um plano tangente definido

em cada ponto.
Sejam:

¢ : A — U- parametrizacao local admissivel;
¥ - superficie regular de classe C*;

B C R? - aberto;

¢ : B — A - homeomorfismo diferenciével de classe C* tal que o determinante Jacobiano

é diferente de 0 em todo ponto de B.
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Portanto, o homeomorfismo inverso £ ! : A — B ¢é diferenciavel de classe C*, e dizemos

que ¢ é um difeomorfismo de classe C*.

O homeomorfismo ¢ o & = ¢ : B — U é uma parametrizacao admissivel em relagao
a X eéclaro que £ = ¢t o). Com efeito, se ¢ : A — U et : B — V sao duas
parametrizacoes locais admissiveis relativamente a superficie regular X, tais que UNV # (),

demonstra-se que ¢! o) = £ ¢ um difeomorfismo de ¢y~1(U N'V) sobre ¢~1(U NV).

Definicao C.10. Uma variedade topologica de dimensao n € um espago de Hausdorff M,
com base enumerdvel de conjuntos abertos, localmente homeomorfo ao espaco euclidiano R™.
Notagoes: M € a variedade,

M™ € a variedade de dimensao n.

Do fato de a variedade M ser localmente homeomorfa ao espago euclidiano R, significa
que para cada p € M, existe uma vizinhanca U homeomorfa a um conjunto aberto A C R",

assim o homeomorfismo local x : U — R" permite-nos a introducao de coordenadas na

variedade M. No sentido de que para cada ¢ € U temos z(q) = (z1, - ,z,) € R,
por defini¢do os nimeros reais x1,--- ,x, sao as coordenadas do ponto p no sistema local
x:U— R".

Dada uma cobertura de M formada de conjuntos abertos U,, de tal forma que cada U,
é dominio de um sistema local z, : U, — R"™, desse modo cada ponto da variedade M

possui coordenadas.

Definicao C.11. Um atlas de dimensao n sobre a variedade M é uma colecao de sistemas

de coordenadas locais em M.
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Consideremos:

M™ - uma variedade

x:U— R"
- sistemas locais tais que U NV # ()
y:V —R"

Seja p € UNV entao x(p) = (1, -+ ,2,) € x(y) = (Y1, ,Yn). O homeomorfismo

yox': z(UNV) — yUNV)
(xl,...’xn> |_> (ylj...7yn)

¢ chamada transformacao de coordenadas locais na variedade M. A transformacao y o x ™1

associa ao ponto (z1,--+,x,) € x(UNV) o ponto (y1, - ,y») € y(UNV), desse modo
podemos enxerga-la como um sistema de equagoes y; = y;(z1,+ - ,x,), @ = 1,--+ ,n. Diz-se
que essa transformacao ¢ diferenciavel de classe CF se as funcoes reais vy, - - - , y, admitem
derivadas parciais continuas de ordens 1,--- , k. Quando a transformacao inversa z oy ! é

também diferenciavel de classe C*, dizemos que y o 27! ¢ um difeomorfismo de classe C*, e

Oyi
Ox;

neste caso o jacobiano det(2%) é diferente de zero em todo ponto onde é definido.

Um atlas A sobre uma variedade topolégica M diz-se diferencidvel de classe CF as

1

transformacoes de coordenadas locais yox ™", correspondentes a todo par de sistemas z,y €

A, sdo diferenciaveis de classe C*, e entdo tais transformacoes sao difeomorfismos de classe

C*.

Definicao C.12. Sejam A um atlas diferencidvel de classe C* sobre a variedade topoldgica
Mm ez V — R™ um sistema de coordenadas locais. Se a transformagao de coordenadas zo
2=t € um difeomorfismo de classe C*, para qualquer sistema local x : U — R", pertencente

a A, tal que VNU # 0, entao dizemos que z é admissivel em rela¢io ao atlas A.

Definigao C.13. Um atlas A é mdzimo quando todo sistema local admissivel em relagao a

A pertence ao atlas A.

Definicao C.14. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n e de classe CF é uma var-

iedade topoldgica M™ dotada de um atlas diferencidvel mdzimo de classe C*.
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Espaco vetorial tangente a uma variedade diferenciavel

Consideremos M uma variedade de dimensao n, p € M e M, a colegdo dos sistemas

locais x : U — R" tais que p € U.

Definicao C.15. Um vetor tangente a variedade M no ponto p é uma fungao v : M, —

R" tal que dados x,y € M, com v(x) = (aq,--- , o) e v(y) = (b1, -, Bn) entao

n
yi .
6= 51wy i= 1
j=1 "
onde (gi’? (p)) ¢ a matriz Jacobiana da transformacao de coordenadas yox~!, calculada no
J
ponto x(p) € R™. ay, -+ ,ay, sdo as componentes do vetor tangente v no sistema x.

Denotando por M,, o conjunto de todos os vetores tangentes a variedade M no ponto p

e definindo:

e Soma de dois vetores: u,v € M,,, u+ v € M, tal que (u+ v)(z) = u(x) + v(z), para

todo sistema x € M,,.

e Multiplicagao por escalar: dados A € R e u € M, Au € M, tal que (\u)(z) = Au(x),
para todo x € M,,.

Desse modo (é possivel mostrar que) o conjunto M, apresenta uma estrutura algébrica
de espago vetorial sobre R. Sendo entao M, o espaco vetorial tangente a variedade M no
ponto p. O vetor zero desse espago tangente é o vetor 0 € M, tal que 0(z) = (0, -- - ,0) para

todo sistema x € M,,.

Consideremos um sistema de coordenadas locais x : U — R™ tal que p € U. Sejam

Xq,---, X, os vetores tangentes a M em p, dados por:

Xi(x) = (1,0,---,0)
Xy, = (0,1,---,0)

¢ possivel mostrar que {X3, -, X, } é a base de M,, associado ao sistema x (ver pagina 17

da referéncia [7]).
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Aplicacoes diferenciaveis

Definicao C.16. Sejam M"™ e N duas variedades diferencidveis de classe C*. Dizemos

que uma aplicagdo ¢ : M — N € diferencidvel de classe C" (h < k) se:

1. Para todo p € M" e todo sistema localy : V- — R" tal que ¢, € V', existe um sistema

local v : U — R™ tal quepe U e p(U) C V.
2. A aplicagio composta yo ¢pox —1: x(U) — y(V) € diferencidvel de classe C".

Observacao C.5. Se ¢ ¢ diferencidvel entao ¢ é continua. Com efeito, seque de (1) que
dado p € M™ e o sistema localy : B.(¢(p)) — R", existe um sistema local x = Bs(p) — R™
tal que p(U) C Be(d(p)). Logo, para todo a € Bs(p) temos que |[a—p| < § = |p(a)—o(p)| <

€.

Segue de (2) que se ¢ € U com z(q) = (21, -+ ,Zm) € y(o(q)) = (Y1, ,yn) entao a

aplicagao yogox ™! é representada por y; = y;(xy1, -+ ,Tp), i =1, ,n,onde yi, -+ , Yy, sdo
fungoes que admitem derivadas parciais de ordem 1,--- ;A em todo ponto do seu dominio
z(U).

Vamos agora definir a diferencial de uma aplicacao diferencidvel. Pa ra tanto, consid-
eremos M™, N variedades e ¢ : M — N uma aplicacao diferenciavel. Entao, ¢ induz
em cada ponto p € M, uma aplicacdo linear ¢, : M, — Ny, de modo que a cada
vetor tangente a M em p é levado pela ¢, num vetor tangente a N' em ¢(p). De fato,
fazendo ¢(p) = ¢ e considerando sistemas de coordenadas locais = : U — R em M, e
y:V — R" em N, tais que p € U e ¢ € V. do fato de ¢ ser diferenciavel, podemos

assumir que ¢(U) C V. Sabemos que a aplicagdo ¢ representa-se, em termos dos ditos

sistemas lineares, por equagoes do tipo y; = y;(z1, - , %), i = 1.--- ,n. Seja u € M, um
vetor cujas componentes na base associada ao sistema z sdo (aq, -+, ay,). Por defini¢ao, a
aplicagao ¢, associa ao vetor u um vetor v € ¢,(u) € N, cujas componentes (f1, -+, B,)

na base associada ao sistema y sao, por definicao de vetor tangente:
& yi
P = o;— , i:l’...jn.

A matriz da aplicacao liner ¢, relativamente as bases associadas aos sistemas de coorde-

1

nadas z ey, ¢ a matriz jacobiana (gi’? (p)) da aplicagao diferenciavel yo ¢pox™': z(U) —
J
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y(V), calculada no ponto z(p). Segue da definigio de ¢, que esta é linear. E possivel
mostrar que ¢, ndo depende da escolha dos sistemas lineares (ver pagina 20 da referéncia

[7]). A aplicacdo ¢, : M, — N, diz-se diferencial de ¢ : M — N no ponto p € M.

Definicao C.17. Dizemos que ¢ € reqular no ponto p € M quando a aplicacao linear
induzida ¢, : M, — Ny € biunivoca. Neste caso, a imagem ¢,(M,) € um subespaco de

dimensao m do espago vetorial Ny, e claro que m < n.

Uma aplicagao regular ¢ : M — N & uma aplicagdo que é regular em todo ponto

pE M.

Definigao C.18. A aplicacio ¢ : M — N € uma imersio quando é ao mesmo tempo uma

aplicacao reqular e um homeomorfismo de M em N

Teorema C.1. (Teorema da Imersio de Whitney) Se M é uma variedade diferencidvel

suave de dimensio n > 1, entdo existe uma imersio ¢ : M — R?"~L,

Seja N C M a aplicagdo inclusao é dada por i : N — M como sendo i(x) = z, para

todo x € N.

Definicao C.19. Seja M™ e N™ duas variedades e considere f : M — N. Dizemos que
f € um mergulho se for imersao e homeomorfismo (da imagem) com a topologia induzida

na imagem.
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Apéndice D

ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS

D.1 Classificacao de Equagoes Diferenciais Parciais

Uma Equagao Diferencial Parcial pode ser classificada com relagao a ordem, grau, lin-
earidade e tipo. Esta secao é dedicada a definicao destas classificacoes, para mais detalhes

o leitor pode consultar....

A ordem de uma equacao diferencial parcial é a ordem da mais alta derivada que ocorre

na equacgao.

Exemplo D.1. O exemplo mais cldassico de uma EDP de sequnda ordem € a equagdo de
Laplace dada por
OPu  0%u 0%u

deltau=2%+2% .. 4 2%
[dettau 83:%+8x%+ +8:1:3L

O grau de uma EDP é o expoente da derivada mais alta quando a equagao esta escrita
em uma forma semelhante a uma func¢ao polinomial em que as poténcias fazem o papel das

derivadas da ordem respectiva.

Exemplo D.2. A Equagao Diferencial Parcial dada por

3 0%u ou Ou ou\?
g T W ey t\an) Ty

tem grau 2.
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Podemos classificar as EDP’s de acordo com a linearidade desta. Vamos definir estas
classificagbes para as EDP’s de ordem dois, visto que este é o foco do trabalho. Assim

dizemos que uma EDP ¢é

a) Linear: se F' (definida em (2.6)) é linear em relacdo a u e a todas as suas derivadas

parciais, ou seja, apresenta a forma

u a2u n S
1]221 () O0x;0x; + Z bi(x)@xi + c(z)u = f(x)

onde x = (x1, -+ ,2,) € Q, a;;,b;,c e f sdo funcoes continuas definidas em 2 e as

fungdes a;; nao sao todas nulas. Além disso, dizemos que a EDP é homogénea se

f=0.

b) Semi-linear: quando F é ndo linear somente com rela¢do a u, mas ¢ linear com relagao

a todas as suas derivadas parciais, logo apresenta a forma

n

Z 3x 8% Zb

3,j=1

(u,z)u=0

¢) Quase-linear: quando F' é linear somente com relacao as derivadas parciais da ordem

da equacao.

- 82U au au

i.j=1

d) Totalmente nao-linear: quando F' é nao linear com relagao as derivadas parciais da
ordem da equacgao.
- ou 0%u ou ou
a;i | =—,u, x| ——— b; u, x| — + C(u,z)u=0
Z ! (&Bj ) O0x;0x; * Z (833] ) Ox; +Olu,)
i,j=1 =1
Exemplo D.3. Veja no quadro a sequir alguns exemplos de EDP e suas classificagoes

quanto a ordem e a linearidade.
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Equacao do transporte U +u, =0 primeira ordem, linear

Equacao de Laplace Au=0 sequnda ordem, linear
FEquagao da difusao (ou do calor) u = Au sequnda ordem, linear
FEquacao da onda Uy = Au sequnda ordem, linear
Equacao do p-Laplaciano div(|VulP~=2Vu) = 0 sequnda ordem, quase linear
Equacao de Monge-Ampére det(D*u) = f segunda ordem,
totalmente nao linear
FEquacao de Poisson nao linear Au = f(u) sequnda ordem, semilinear
Equacao do telégrafo Uy = 0Pugy + f2u +7%u sequnda ordem, linear

D.2 Operador Lineares de 2* Ordem

Um operador linear de segunda ordem ¢ dado pela expressao a seguir

- 0*u - ou
Lu = Z aij(l’)m + sz(x)a—xZ + c(z)u, (D.1)

ij=1 i=

onde u € C?*() e os coeficientes a;;,b;, ¢ : @ — R sao fungoes dadas. Ao menos que se

. s . , . . - 2
diga o contrario 2 C R? é um aberto limitado. Usando a notacao Uy, = g;‘ € Ugz; = aj_ S
1OTj

podemos reescrever o operador (D.1) da seguinte forma

n

Lu = Z i (T) g, + Zb T)Uy, + c(x)u. (D.2)

ij=1
O Teorema do Schwar nos garante que o fato de u € C*(2) as derivadas parciais de
segunda ordem mistas sdo iguais, ou seja, Ug,e; = Uge,, para i,j € {1,2,--- ,n}. Desse

modo, o operador (D.2) sera reescrito como

~ 1
Lu:= Z 5(6%( ) + aji(2)) gz, + Zb Uy, + c(T)u. (D.3)

ij=1

e podemos supor, sem perda de generalidade, que para cada x € {2 a matriz

aji(x) -+ ap(r)
Ax) = : : (D.4)

an1 e ann(w)

é uma matriz simétrica.
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Definigao D.1. Dizemos que o operador L definido em (D.2) € eliptico no ponto x € ) se
a forma quadrdtica associada a matriz A(x) definida em (D.4) é positiva definida, isto €, se
A(z) denota o menor autovalor de A em x, entdo

n

3 ag(@)&g = A@)le]? > 0 (D.5)

ij=1
para todo & = (&1, ,&,) € R"™\{0}. O operador L é eliptico em §) se for eliptico em cada
ponto de ().

Definigao D.2. Dizemos que o operador L definido em (D.2) é uniformemente eliptico em

Q se existe 0y > 0 tal que \(x) > 0y para todo = € Q, ou seja, vale a sequinte desigualdade

EA@)E =) ay(2)6; > bolléll’, € eR™ (D.6)

i,j=1
Seja e; o i—ésimo vetor da base canonica de R”, fazendo £ = e; obtemos
61‘14(1’)62‘ = CL“(I> 2 80,

i=1,2,--,n, 1€

D.3 Solucao Fraca

Dizemos que um dado problema para uma equacao diferencial parcial é bem colocado
se, primeiro,de fato o problema tem uma solugao e esta é tinica, segundo, a solugao depende
continuamente dos dados fornecidos no problema. A segunda condi¢ao é importante para
modelar problemas como os problemas fisicos, assim quando mudamos as condi¢oes sobre
as hipoteses é importante que a solucao represente o modelo idealizado. Apesar de que
para muitos problemas a unicidade nao é de se esperar. Nestes casos, as principais tarefas
mateméaticas sao classificar e caracterizar as solugoes. Claramente, desejamos resolver a

EDP de modo que ela satisfaca as duas condicoes.

Ainda nao deixamos claro o que queremos dizer com solucao de uma EDP. Pedir que a
solucao seja infinitamente diferencidvel é exigir demais, logo o mais sensato é exigir que uma
solugao de um EDP de ordem k seja pelo menos k vezes continuamente diferenciavel. Desse

modo, pelo menos todas as derivadas que aparecem na EDP existirao e serao continuas,
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embora talvez certas derivadas superiores nao existam. Vamos chamar tal uma solu¢ao com
tanta suavidade uma solucao classica da EDP, que segundo Evans esta é certamente a nogao

mais 6bvia de solucao.

Algumas equacoes diferenciais parciais especificas podem ser resolvidas obtendo a solugao
classica, porém muitas outras nao sao possiveis.Por exemplos, em geral, a lei de conservagao
nao tem solucao cléssica, mas modela bem certos casos se permitirmos solucoes generalizadas
ou fracas adequadamente definidas. Logo, certas EDP’s nos levam a acreditar pela estrutura
da equagao que esta nao possui solugao classica ou suave. Na maioria das vezes, enquanto
ainda esperamos alcangar as condicoes de existéncia, unicidade e continuidade dos dados,
nos leva a investigar uma classe mais ampla de candidatos a solucoes. E, de fato, mesmo para
aquelas EDP’s que acabam sendo solucionéveis, geralmente é mais conveniente inicialmente

procurar por algum tipo apropriado de solugao fraca.

A questao é que se desde o inicio exigimos que nossas solugoes sejam muito regulares,
digamos k vezes continuamente diferenciaveis, entao geralmente teremos muita dificuldade
em encontra-las, ja que nossas provas devem necessariamente incluir demonstragoes intrin-
cadas as funcoes que estamos construindo sao de fato suaves. Para isto usamos a seguinte
estratégia, consideramos separadamente os problemas de existéncia e suavidade. A ideia é
definir para uma dada EDP uma nocao razoavelmente ampla de uma solucao fraca, com
a expectativa de que nao estamos pedindo muito pela suavidade dessa solucao fraca, pode
ser mais facil estabelecer sua existéncia, singularidade e dependéncia continua dos dados
fornecidos. Assim muitas vezes é importante procurar provar a boa disposicao em alguma

classe apropriada de solugoes fracas ou generalizadas.

Para varias equacoes diferenciais parciais, isso € o melhor que pode ser feito. Para outras
equagoes, podemos esperar que a nossa solucao fraca acabe sendo suave o suficiente para
qualificar como uma solucao classica. Isso leva a questao da regularidade das solugoes fracas,
muitas vezes a existéncia de solugoes fracas depende de estimativas bastante simples, além de
idéias de analise funcional, enquanto a regularidade das solugoes fracas, quando verdadeiras,

geralmente se baseia em muitos calculos intricados de célculo, como feito em [16].

Desse modo, consideremos a equacao diferencial parcial da forma

F(D*u) =0 (D.7)
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definida em R!2. Assumindo que esta é uma equacdo eliptica totalmente nao-linear apre-

sentaremos neste trabalho um estudo a regularidade de suas solugoes.

Uma fungao u é solugao fraca de (D.7) se é de classe C%(2), onde Q2 C R" ¢ um aberto,
e satisfaz (D.7). Desde que F' é uma funcao suave (C) dos seus argumentos, qualquer

solugao cléssica de (D.7) é uma solugdo suave (C*T2) (ver lema ?? em D).

Neste trabalho nao nos preocupamos com regularizacao da solucao, mas deixamos aqui

definido o que é uma estimativa a priore.

Uma estimativa a-priori para solucoes de uma equacgao diferencial parcial é uma de-
sigualdade que ¢é valida para todas as solugoes de um determinado problema cujos os dados
e coeficientes obedecem a certas restrigoes. Isto é, existe uma constante ¢ tal que se u é

uma solugao do problema entao ||u|| < ¢ em alguma norma |.||.
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