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Resumo

Neste trabalho faremos uma introducao a teoria de bifurcacao, ramo da
matematica de grande importancia por apresentar métodos de resolucao
para equacoes diferenciais e possuir varias aplicagoes na fisica-matemaética.
Demonstraremos um teorema local e um global de bifurcacao e aplicaremos no

estudo de uma familia de equacoes diferenciais parciais nao lineares.

Palavras chave: Bifurcacao; Crandall-Rabinowitz; Lyapunov-Schimdt;

Autovalores.

vii



Abstract

In this work, we will introduce the bifurcation theory, a branch of mathematics
of great importance for presenting methods of solving differential equations and
having several applications in mathematical physics. We will demonstrate a local
and a global bifurcation theorem and apply it to the study of a family of partial

non-linear differential equations.

Key Words: Bifurcation; Crandall-Rabinowitz; Lyapunov-Schimdt;

Eigenvalues.
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Introducao

Neste trabalho investigaremos a estrutura local e global do conjunto de solugoes
nao triviais para uma familia de equagoes diferenciais parciais em espacos de
Banach. Os métodos descritos se enquadram na Teoria de Bifurcacao, que possui
uma grande variedade de aplicacoes e é objeto de estudos de varios trabalhos
da literatura. Nossa principal referéncia é [10], onde se encontram os principais

resultados aqui apresentados.

O termo “bifurcacao” foi ultilizado pela primeira vez por Henri Poincaré em
[20], publicado em 1885. Desde entao o desenvolvimento da teoria provocou a
producao de um grande acervo de trabalhos académicos com diversas aplicagoes
na fisica e biologia, além das aplicagoes em outros ramos da matematica.
Podemos ver, por exemplo, as relacoes entre bifurcacao e estruturas elasticas,
equacoes de reacao-difusao, dinamica dos fluidos, astrofisica, reagoes quimicas,
mecanica estatistica, ondas quimicas, onda de choques cinéticas, fendomenos em

biomatemadtica e outras nas referéncias [4], [5], [6],[11] ,[17], [21] e [25].

Em geral, temos uma aplicacao entre espacos de Banach, F : £} — F, e
conhecemos uma curva de solugoes C' = {u(t) : t € [a,b]} da equagao F(u) = 0.
Dizemos que uma solucdo u(ty) € C' é um ponto de bifurcacdo para a equagao
F(u) = 0 se, toda vizinhanca de u(ty) em E; possuir uma solu¢do u ¢ C. Esta
foi a descri¢ao de forma mais geral dada por Rabinowitz em [23]. Neste trabalho
daremos atengao especial as equagoes da forma F (A, u) = 0, onde A € R é um
parametro real, F : £y = R X E — F, e a curva de solucoes conhecidas é
{(A\,0); XA € R}, ou seja, uma curva de solugoes triviais, e portanto, a birfurcagao

(quando existe) sao de solugbes nao triviais.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos e um apéndice. No capitulo



1, introduzimos a nogao de bifurcagdo para uma equacao F(A,u) = 0, onde
F € C*(IRx E, F) é uma aplicagao entre espacos de Banach tal que F(),0) =0
para todo A € IR, e damos condicoes necessarias para que um tal ponto seja
de bifurcagao. Em seguida apresentamos o principal resultado do capitulo 1, o
teorema de Crandall-Rabinowitz, publicado pela primeira vez em [7], no ano de
1971. Quando F,,(A*,0) é um operador de Fredholm de indice zero e com nicleo
unidimencional, o teorema de Crandall-Rabinowitz da condicoes suficientes para
a existéncia de uma curva continua (A(s),u(s)) de solugdes nao triviais (quando
s # 0) bifurcando a partir de um certo \* € IR, sendo estas as tnicas solugoes
numa vizinhanga de (A*,0) em IR x F, dando a este teorema um caréter local.
Além disso, se F € C*, entdao \,u € C* 1.

Ainda no capitulo 1, descrevemos o método reducao de Lyapunov-Schimdt,
ultilizado para resolver equagoes da forma F(A,u) = 0, para o caso em que o
nicleo V' e a imagem R de F,(\*,0) possuam complementares topologicos W e Z
respectivamente, de modo que a equagao F (A, u) = 0 seja equivalente ao sistema
de equagoes

{ PFA\v+w)=0

QF \v+w)=0
onde P e () sdo as projegoes de F' sobre Z e R respectivamente, e (v,w) € V xW.
Apesar de termos aumentado o nimero de equacoes, ganhamos a vantagem de

poder reduzir a dimensao do espago em que queremos resolver a equagao F (A, 0).

No capitulo 2, aplicaremos a teoria para estudar as solucoes da familia de

equacoes da forma
—Au = I+ f(z,u), Q (1)
u = 0, of)
onde f € C?*(Q x IR IR). O primeiro resultado é a garantia da existéncia de

solugoes nao triviais para o problema acima. A ideia é definir
F(Au) =Au+ du+ f(\u)

de modo que as solugoes da equagao F(A,u) = 0 sejam também solugoes da
equagdo em (1), e com algumas hipéteses sobre f, aplicaremos o teorema de
Crandall-Rabinowitz para garantir que, a partir de qualquer autovalor simples

Ak de —A, bifurque uma curva de solugoes nao triviais (A(s),u(s)) da equagao



F (A u) =0, que sao também solugoes de (1). Além disso, devido as propriedades
da curva (A(s),u(s)), mostraremos que a sua diregdo depende do sinal de
fQ Juu(z,0)p3dz, onde @, é autofuncio de \y. Porém, esta férmula pode nao ser
suficiente para determinar a direcao da bifurcacao, como no caso particular em
que f(z,u) = a(x)u?, onde ocorre [, fuu(z,0)pide = 0. Neste caso, mostraremos

que a direcdo depende do sinal de [, a(x)gpi“dx.

No capitulo 3, estudaremos a familia de equagoes da forma
u—Twu=0 (2)

onde Thu = ALu + h(\ u), sendo L : E — E um operador linear compacto,
h : IRx E — E compacto e h(\,u) = o(||u]|) uniformemente sobre intervalos
limitados de IRquando ||u|| — 0. O principal resultado deste capitulo é o teorema
de Rabinowitz, publicado pela primeira vez em 1971, em [23]. Quando 1/A\* é
autovalor de multiplicidade fmpar de L, entao o tereoma de Rabinowitz garante
a existéncia de uma componente conexa maximal ¥ no fecho das solugoes nao

triviais de (2), tal que (A\*,0) € 3 e pelo menos um dos itens abaixo ocorre:
i) ¥ é ilimitado.
ii) ¥ passa por outro ponto (u,0) # (A*,0), onde 1/u é autovalor de L.

Veja que este teorema da informacoes globais sobre a estrutura do conjunto
solugao de (2).

No capitulo 4, agora ja com a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores,
retomamos o problema (1) para obter informagoes globais sobre o conjunto
solucao. O principal resultado deste capitulo garante, sob certas condigoes,
a existéncia de um continuo maximal C; (que passa por (A;,0)) no fecho das
solugdes nao triviais do problema (1), e além disso, C; \ {(A1,0)} é unido de duas
componentes conexas C;” e C; , onde Ci~ é constituido apenas de solugoes positivas,
e C; ¢ constituido apenas de solucoes negativas, e ambas as componentes

ilimitadas.

No apéndice, apresentamos alguns conceitos e teoremas necessarios (sem
demonstra¢ao) para a melhor compreengao deste trabalho, principalmente em

analise funcional, calculo em espacos de Banach e a teoria do grau topologico.
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Capitulo 1

Bifurcacao Local

Neste capitulo aprensentamos o método de bifurcacao para o estudo da existéncia

de solucoes de equacoes da forma
F(Au)=0 (1.1)

onde A € IR serd o parametro de bifurcacao, F e F espacos de Banach e

F :IRx F — F uma funcao que satisfaz as seguintes condigoes

(H1) F e C2(Rx E, F)
(H2) F(A\,0) =0 VAcR

Por (H2), temos que u = 0 é solugdo da equagao (1.1) para todo A, e tal
solugao é chamada de solugao trivial. Seja S o conjunto das solugoes nao triviais,
ou seja,

S={(\u) e Rx E;u#0,F(\u) =0}

Definicao 1.1 Diremos que X* é um ponto de bifurcacao para F da solugao
trivial quando (\*,0) € S, isto é, quando eviste uma sequéncia (\,,u,) € Rx E

tal que u, # 0, F(Ap,un) =0 e (A\p, upn) — (A5, 0).

Dizer que um ponto A* nao é ponto de bifurcacao significa que existe
uma vizinhanga aberta V' C IR x E do ponto (A*,0) tal que VNS = 0, e

consequentemente



Jull 4

Ao A1 Az A
Figura 1.1: Pontos de bifurcacao.

1.1 Teorema de Crandall - Rabinowitz

O principal objetivo desta secao é apresentar o teorema de Crandall -
Rabinowitz, que dé condicoes suficientes para que um parametro \* seja ponto

de bifurcagao e descreve localmente a familia de solugoes nas proximidades de

(\*,0).

Teorema 1.1 Seja F : RX E — F uma aplicagao com as hipéteses (H1) e (H2).

Se \* € um ponto de bifurcagcio para F, entdao F,(A\*,0) nao € invertivel.

Demonstragao: Suponhamos (para chegar numa contradigao) que JF,(A*,0)
seja invertivel. Entao o teorema da funcao implicita garante que em alguma
vizinhanga © x V' .C Rx F de (A\*,0), as tnicas solugoes da equacao F (A, u) =0
constituem uma curva da forma (A, u(\)) € © x V. Por (H2), (), 0) é uma curva
de solugoes para F = 0 em © x V, e portanto estas sao as unicas solucoes em
© x V. Em outras palavras, existe uma vizinhanc¢a em torno de (A\*,0) onde as
tnicas solugdes para F = 0 sdo as triviais, ou seja, (A*,0) nao percente ao fecho
das solucoes nao triviais, o que contraria a hipétese de que A\* é um ponto de

bifurcacao para F.
O

Vejamos agora um caso particular. Considere £ = F, g € C*(E,E) e
F(\u) = u— g(u) (1.2)

Nestas condigoes, temos o seguinte teorema.



Teorema 1.2 Se \* é um ponto de bifurca¢ao para F da forma (1.2), entao \*

pertence ao espectro de ¢'(0).

Demonstracao: Como F(\, u) = Au — g(u), entdo F,(A\,u) = A — ¢'(u),
que implica em
Fu(A*,0) = X1 —4'(0)
Pelo teorema anterior, F,(\*,0) ndo é invertivel, e portanto A*I — ¢’(0) também
nao é invertivel, que por sua vez, implica que \* pertence ao espectro de ¢'(0).

O

Em geral, a reciproca do teorema acima nao é verdadeira. Daremos um
exemplo de um autovalor A de ¢’(0) (portanto pertencente ao espectro) que
nao ¢ ponto de bifurcagdo para F(\, u) = Au — g(u). Para isto, consideremos
E=F=Reg:E— FE dado por

g(z,y) = (z +y°,y — 2°).

: (1 3y
g (C(Z,y) - ( _3:(:2 1

Portanto ¢'(0,0) = I, cujo unico autovalor ¢ A = 1. Como

Assim, temos

FA (z,9) = Mz, y) — g(2,y),

entao para todo A € IR, temos

A=z + 3> vy = zy + yt 4, 4
Ay =y — a3 — vy = ay — ot — v +y =0

F\ (r,y) =0 = {

Portanto a equagao F(A,u) = 0 nado possui solugdes nao triviais. Em

particular, o autovalor A = 1 nao é ponto de bifurcacao para F.

Suponhamos agora, que em (1.2), g é um operador linear limitado. Entao
g’ (0) = g. Neste caso, \* é um ponto de bifurcacdo para F se, e sé se, \*

pertence ao fecho dos autovalores de g.

Lema 1.1 Sejam g; € CYE;, F;), i = 1,...,n aplicagées entre espacos de

Banach. Entdo existe uma funcdo h : IRT — IRT continua em t = 0 tal que
l9:(u) = g: Q)| < llull A(l[ul]), Yue B, Vi=1,..n

6



e h(0) = sup [lgi(0)[|.

1<i<1

Demonstracao: Para cada i = 1,...,n, tomemos h; : IR™ — IR" dada por

hi(s) = sup ||g;(w)]|
ol <5

Pela desigualdade do valor médio e pela definigao de h;, temos
lgi(w) — g:(0)[| < sup [lg;(Aw)|| lull < As([lul])[lu] (1.3)
0<A<1
Dado ¢ > 0, da continuidade de ¢ , existe §; > 0 tal que
u € Bg,[0,6,] = [lgi(u) — gi(0)] < &
Ou seja,
1g: ()| — & < [lgi(uw)[| < |gi(0)]| + &, Vu € Bg,[0,4]

Em particupar
0<s<d=[lgO) —e<lgi(u)l < lgO0) +c, Yue Bgl0,s]

Logo,
0<s<d=|lgi(0)] —c < sup [lgi(w)|| < [lg;(0)]] + ¢

flull<s

Como h;(0) = ||gi(0)]], entao

Isto prova a continuidade de h; na origem ¢t = 0. Tomando h : IR" — IR" definida
como

h(s) = sup hq(s)

1<i<n

e d = inf{dy, ..., d,}, obtemos
—  sup h(0) —e < sup hy(s) < sup h;(0)+e

1<i<n 1<i<n 1<i<n
= h(0) —e < h(s) <h(0)+¢
Portanto, i : R" — IR é continua em ¢ = 0, com h(0) = sup ||g;(0)]|, e de (1.3),
temos =
lg:(w) = giO)| < [lull A(llul)), Yue B, i=1,..,n



Teorema 1.3 (Crandall - Rabinowitz) Seja F : Rx E — F que salisfaz
(H1) e (H2). Denotamos

Lo =Fu,(A\",0) e Ly = Fr,(\,0)
Suponhamos que
a) Ker(Lo) = (¢),
b) cod(Rg(Lo)) =1,
¢) Lip*(1) & Rg(Lo).

Seja Z o complemento topoldgico de Ker(Ly), ou seja, E = Ker(Ly) @ Z. Entao
A* € um ponto de bifircacao para F. Mais precisamente, existem € > 0, p >0 e
aplicagoes de classe C*

A (—e,¢)

R @D : (_5’5)

— —
= A(S) s = Y(s)

com A(0) = X*, ¥(0) =0 e tais que

a) (Existéncia) A familia X = X(s),u = s(¢* +1(s)) constitue uma curva de
solugdes nao triviais (quando s # 0) da equagio F = 0 que bifurcam do

ponto \*.

b) (Unicidade) Se (A, u) € B,(A\*,0) € uma solugao ndo trivial de F = 0, entdo
eriste s € IR, com 0 < |s| < ¢ tal que

(A u) = (A(s), (" +1(s)).

Além disso, se F € C*, entdo \,u € C*1.

Demonstracao: Primeiro definimos o operador G : IR x Z — F dado pela regra

s FEOs(ef ), ses#0
Gls, A u) = { Fu(X,0) (" 4 u), se s=0



Como F € C?, entao G € C'. Também temos
G(0,X\",0) = F,(A\",0)p" = Lop™ =0

. Diferenciando com respeito a (A, u) € R x Z, temos

. GO, X"+ A hu) — G(0, A*,0
G (0,2%,0)(A,u) = lim ( h> (0,A*,0)

. G(0, X"+ hA, hu)
= lim
h—0 h

T Fu(N + kA 0)(¢* + hu)
h—0 h

+ lim F, (A" + hA, 0)u
h—0 h h—0

= (F)A(A, 0)(M)(¢") + Fu (A7, 0)u
= Fau(A,0)(¢")(A) + Lou

= AFau(A,0) (") (1) + Lou

= AL1p*(1) + Lou

O operador linear G5 (0, A*,0) é continuo e bijetivo. A continuidade vé-se
facilmente. Provemos a injetividade: suponhamos que existam v € Z e A € IR
tais que

Lou+ AL1¢™(1) = G(au)(0, A", 0) (A, u) =0

Se fosse A # 0, terfamos L1p*(1) = Lo(—%), o que contraria Li¢*(1) & Rg(Lo).

Logo A = 0 e consequentemente Lou = 0, e como u € Z, entao u = 0.

Agora vamos provar a sobrejetividade de G(x,,)(0, A*,0). Como cod(Rg (L)) =
1, entdo Rg(Lg) possui um complemento topoldgico de dimensdo 1, digamos
Rg(Lo) ®V = F, com V = (v), vg # 0. A forma geométrica do teorema
de Hahn-Banach garante a existéncia de um funcional ¢ € F’ e uma constante
a € IR tais que
P(w) < a < ¢(vg) Vw e Rg(Lo).

Isto implica que
¢(w) =0 Yw € Rg(Lo)

9



o(v) #0 Yv e V/{0}.
Como Rg(Ly) @V = F entao,

Ker(¢) = Rg(Lo).

Seja f € F. Como Lip*(1) ¢ Rg(Ly), entdao ¢(L1p*(1)) # 0. Tomando

= —¢(f) €e1mos
A e )
* B * e * B
HAL (1) + ) = =36y (D) + 9() =~ iy (0)-+ () =0

portanto —AL1¢*(1) + f € Ker(¢) = Rg(Lo), ou seja, existe u € E tal que
Lou = —AL1p*(1) + f. Finalmente, temos AL1p*(1) + Lou = f, que prova a
sobrejeividade.

O teorema da funcao implicita aplicado em G, garante a existéncia de uma
curva s € (—¢,e) = (A(s),¥(s)) € Rx Z de classe C', com A\(0) = A* e (0) = 0,
tal que

G(s,A(s),¥(s)) =0 (1.4)
onde (s, A(s),?(s)) sao as unicas solugoes nao triviais da equa¢do G = 0 em uma
vizinhanga de (0, A*,;0) em Rx IRx Z.

Segue de (1.4) e da definigao de G' que a aplicagao s — (A(s), s(p* + ¥(s)))
é uma curva de solugoes para F = 0. Assim, provamos a existéncia de solugoes
nao triviais para F que bifurcam de (A*,0). Restando provar a unicidade.

Suponhamos inicialmente que existam p > 0 e uma funcao ¢ : IRF — IR'

continua na origem (¢ = 0), com g(0) =0, e tal que
uweZ, (Nsp"+u)e B,(\,0), F(Asp"+u)=0

implicam em

[l + Is||A = A" < [slg(]s])

Primeiro vamos mostrar que isto garante a unicidade das solugoes nao triviais
préximo de (A*,0) e depois mostrar a existéncia de g. Lembrando que a unicidade

é para 0 < |s| < &, multiplicamos a desigualdade acima por |s|~! , obtendo
Is™hull + [A = A < g(ls])

10



Como ¢ é continua em zero e g(0) = 0, entdo para s suficientemente pequeno,

teremos (\, s 'u) suficientemente préximo de (A*,0) e
G(s, A\, s u) = s ' F(\ 59" +u) =0

Pela unicidade das solugoes de G = 0 em torno de (0, A*,0), temos

Agora sé resta provar a existéncia de g com as propriedades descritas. Observamos

que
= F(A, sp* + u)
F(A, sgp +u) — F(A\, s¢*) — Fu(A, se*)u
f( ") = F(X,0) = sFu(A, 0)¢
+5[Fu (>\ 0)e* = (A = A") Fau(A7, 0)@"(1)]
+Fu(A, s9*)u — Fu (A, 0)u
Fu(A*,0)u + s(A — XN) Fou (A5, 0)0*(1).

+

(1.5)

_|_

Em seguida, tomemos as funcoes

g1(u) = F(A\, s¢* +u) — Fu(, sp®)u
92(8) = F(A, 59%) — sFu(A,0)¢*
93(s) = Fu(s + X, 0)p" + sFru(A*,0)p*(1).

Como F € C? entdo g1,92 e g3 sao de classe C'. O lema (1.1) garante a

existéncia de uma funcao h : IR" — IR" continua na origem e tal que

IF A, 89" +u) = F(A, s¢7) = Fu(X, s )ul - < lull A(][ul])
IF (A, s07) = F(A,0) = sFu(A 0)@"| - < [s] h(]s]) (1.6)
[Fu(X, 0)¢" = (A = A) Fou(A7, 0)" (D < [A = A" A(]A = A7)
Além disso, 1(0) = sup {[|g1(0)]], [l95(0), [[[lg5(0)[} = ©.
Usando as notagoes Ly = F,,(A*,0) e L1 = Fy,(A*,0) em (1.5) e combinando
com (1.6), obtemos

[Low+ (A = A)Lap™[| < [ul] A([lull) + [s] A([s]) + [s||A = A A(IA = A*[)+
HIFuA, 597) = Fu(A, 0)[[[[ull

Como (A, u) — Lou+ALy¢* é um isomorfismo, entao existe uma constante C' > 0
tal que
Clllull + [s[IA = A]) < [[Low + s(A = A") Lag”|
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para todos s, A € IRe u € Z. De modo que
Cllull+[s] IA=A]) < flull AllulD)+Is] A(ls))+[sA=A"] A(IA=A" )+ Fu(X, s@*) = Fu (A", 0)||[|ul]

Como F € C? podemos tomar ¢ > 0 (lembrando que |s| < €) e p > 0 tao
pequenos de modo que
(A, s¢" +u) € B,(\",0)

implica em

* * C
e [[Fu(X; s9%) = Fu(X0)]] <

(lul) < <. .

h(IA = A")) <

| Q

Portanto,

C(llull + [s[ A = A"]) <
< lull Allwll) + [s] 2ls]) + [slIA = A" R(A = A[) + | Fu(A; s97) = Fu(A, 0)[[[ull

C . C

< lull = + [s[h(]s]) + [s] [} = A5 + llull
y 2 4

< 5 (lull+ [ 1A = A1) + Is] A(ls])

que implica em

. 2
lull + 1] [A = A| < [s] 5h(]s])

2
Agora basta tomar g(|s|) := 6h(\s|), e concluimos a demonstragao.

1.2 Métodos de reducao Lyapunov - Schimdt

No método de Lyapunov - Schimdt, pretende-se diminuir a dimensao do
espago em que se quer resolver a equagao F (A, u) = 0. Dentre as aplicagoes, este

método pode também ser ultilizado para demonstrar o Teorema de Crandall-
Rabinowitz (ver [10]).

Seja F uma funcao satisfazendo:

(H1) F e C2(Rx E, F);

(H2) F(A\,0)=0 VAR
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Sejam

Ly = F,(A\*,0) € L(E,F), V = Ker(Ly) C E, R=Rg(Ly) C F
Suponhamos também que

(H3) V possui complementar topolégico W em E, isto é,

E=Vaol

(H4) R é fechado e possui complementar topolégico Z em F', ou seja,

F=R®Z.

Sejam P : F'— Z e @ : F — R as projecoes. Seja u = v +w, comv € V e
w e W, entao

PF(A\v+w)=0

Seja ¢ definida por

Como v € V = Ker(Ly) e Low € R = Rg(Ly), entdo QLov = 0 ¢

QLow = Loyw. Usando este fato junto com a igualdade (1.7), temos

QFMv+w)=0 & QLy(v+w)+Qp\v+w)=0
& QLyv+ QLow + Qp(A\,v+w) =0
& Low+ QoA v+w)=0

Vamos estudar a equagdo QF (A, v + w) = 0, que equivale a

d(N,v,w) = Low + Qu(\, v+ w) = 0. (1.8)

Lema 1.2 Para cada (\,v), existe um inico w = y(\,v) que resolve (1.8). Além

disso, temos
a) v(A,0) =0.
b) 1,(A\*,0) = 0.
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Demonstragao: Temos ¢ € C?(Rx V x W, R) e ¢,(\*,0,0) € L(W, R) com
$u(A",0,0)(2) = Loz + Qpu(A",0)(2) (1.9)
Pela definigao ¢(A,u) = F(A, u) — Lou, temos
©u(A,0) = Fu(A,0) = Lo =0 (1.10)
Por (1.9) e (1.10), temos
buw(N*,0,0) = Lolw : W — R.

Pela definigao de W e R, a restricdo Lolw : W — R é bijetiva. Como W e
R sao fechados, portanto espagos de Banach, entao (pelo teorema da aplicacao
aberta) ¢,(A\*,0,0) = Lo|lw : W — R possui inversa continua, portanto é um

isomorfismo.

Agora podemos aplicar o teorema da fungao implicita na equagao (1.8),
garantindo a existéncia de uma vizinhanga aberta (A x V x W) de (A*,0,0) em

Rx V x W e uma funcao v € C%(A x V, W) tal que

{ Lov(A,v) + QoA v+ (A, v)) =0, ¥Y(A\v) €AxV 111)
Low + QoA v +w) =0,(A\v) € A XV = w =~(\,)
Em particular, para v = 0, a equacao
d(X,0,w) = Low + Qp(\,w) =0
possui w = 0 como uma solucao. Portanto
7(A,0) =0, VAeA (1.12)

Isto prova o tem a) do lema.

Diferenciando a primeira equacao de (1.11) em relagao a v, no ponto (A*,0),

obtemos
Lovu(A", 0)2 + Qou (A, (A, 0)) [z + 7 (A, 0)2] =0 Ve V
Usando (1.10) e (1.12), obtemos
Lov,(A,0)z =0 YxeV
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Portanto ~,(A\*,0)x € V = Ker(Ly), e como ~,(A\*,0)x € W (pois 7,(A*,0) €
L(V,W)), entao v,(A*,0)z = 0 para todo = € V. Finalmente, temos

Yo(A*,0) =0

Como queriamos. O

Agora suponhamos também que,

(H5) V ¢é unidimensional, isto ¢, existe u* # 0 tal que V' = (u*).

(H6) R é fechado e cod(R) = 1.

Como cod(R) = 1, isto é, R é um hiperplano, entdo existe um funcional
v e F* 1 # 0, tal que
Ker(¢y) = R.

Substituindo w = (A, v), a equagdo PF (A, v+ w) = 0 toma a forma
PFAv+~y(Av)=0

chamada de equacao de bifurcacao.
Como P : F — Z é uma projecao, R®Z = F, R =ker(¢)) e V = (u*), entao
PFANv+~v(A\v) =0 & FAv+vy(\v) €R
< Y(FEAv+7(Av))
e Y(FO tut + v\t
Fazendo A = \* + p, definimos
Bust) = P(FN" + p, tu” + y(A" + p, tu’)))

onde # é uma funcao real em torno de (0,0) € IR>. Como 1, F e v sdo de classe

C?, entao B também é de classe C2.

Teorema 1.4 Tem-se

a) B(p,0) =0 Vp.
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b) 8.(0,0) = B,,.(0,0) = 0.
c) p:(0,0) =0.
d) Bi(0,0)[1, 1] = P(Fur (A", 0)[1, u*]).

¢) Bu(0,0)[1, 1] = P(Fuu(A*, 0)[u*, w']).
Demonstragio: Lembrando que
Bu,t) = p(F(X" + p, tu” + v (A" + p, tu”))),
temos
a) Pelo lema (1.1) e por (H2), temos
Bk, 0) = W(FA" + p, v (A" + 11,0))) = P(F (A" + 1,0)) = 0

b) Como B(u,0) = 0 Vpu, entdo S,(p,0) = 0. Em particular, £,(0,0) = 0.
Além disso, 3,(x,0) = 0 implica em f3,,(0,0) = 0.

c¢) Diferenciando  em relacao a t, obtemos

Bi(p, 1)(r) = Y (Fu(N Hp, b+ (N g, b)) (ru™ 4, (A +p, tu®) (ru”))), vr € R

tomando ¢ = 0 e y = 0, obtemos
Bi(0,0)(r) = Y (Fu (A", (A7, 0)) (ru” + 7 (A", 0)(ru®))), Vr € R

Pelo lema (1.1), temos v(A*,0) = 0 e A,(X*,0) = 0. Logo

B,(0,0)(r) = Y(Fu (N5, 0)(ru)) = rp(Fu(X*, 0)(u)) = rib(Lou™) = 0, Vr € R

Portanto,
£:(0,0) = 0.

d) Em S;(p,t) acima, fazemos t = 0 e r = 1, assim

Be(p, 0)(1) = P(FulA" + 1, (A" + 11, 0)) (0" + 70 (A" + 1, 0)(u"))).
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Novamente usando o lema 1.1, obtemos

Be(1,0)(1) = Y(Fu( AN+ 1, 0) (u™ + v (A" + 1, 0)u”)).
Diferenciando p +— £;(p,0)(1), obtemos

Bru(p, 0)[s, 1] = 1b( uA()‘*"‘,UaO)[S u” +%<)‘*+M7 0)u*])+

Tomando =0, s =1 e usando o lema 1.1, temos

Biu(0,0)[1,1] = (Fur(N*, 0)[1, u* + v, (\*, 0)u*])+
FP(Fu(X,0) (Yor (A" + w1, 0)[1, u*]))

= P(Fur (A" 0)[1, w]) + P (Fu (A, 0) (vor (A7, 0)[1, u']))
Mas como

entao

Biu(0,0)[1, 1] = (Fur (A", 0)[1, u)).
e) Do item c), temos

Be(p, 1) (1) = (Fu(A" + p b + (A" + p, tu”) ) (u” + 7 (A" + p, tu”)u”))
Diferenciando t +— B;(u, t)(1), obtemos

B, t)[1,1] =
= P(Fuu(N* A o, tu* 4y (N 4 g, b)) [u* 4 v (N 4 gyt )u®, w4 vy, (A 4 p, tu* )]+
A+ Fu (N 4 o, tu + (N + s tw*)) (Yoo (A + g, tu®) [u*, w']))

Fazendot =0e pu =0,

Bi(0,0)[1,1] = th(Fuu(A*, ¥ (A, 0)) [ + 7 (A, 0)u*, u* + 7, (N*, 0)u*]+
FFu (N7 (A5 0)) (You (A, 0) [u, u*]))

Pelo lema 1.1, temos

Pu(0,0)[1, 1] = P (Fuu(A", 0)[u”, w”] + Fu (A", 0) (7 (A", 0)[u”, u"]))
= Y(Fuu(A, 0)[u”, w7]) + P (Fu (X7, 0) (You (A )[ " u]))

Como
FuA,0) (o (A, 0)[u*, u']) € R = (Fu(A", 0)(yuu (A", 0)[u*, u'])) = 0

entao

Btt(oa O)[lv 1] = w(Fuu<)‘*7 0)[u*7 u*])
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Capitulo 2

Aplicacao do Teorema de
Crandall-Rabinowitz

Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucoes para equacoes da forma

—Au = A+ f(z,u), Q
{ u = 0, o) (2.1)
onde f € C?(Q x IR, IR) é uma funcdo que satisfaz
f(z,0)=0 e lim f(zs) = 0. (2.2)

s—0 S

Teorema 2.1 Para cada autovalor simples A, de —A, existe uma curva

(A(s),u(s)) de classe C', cujos pontos sio solugoes do problema (2.1), desde

que [ satisfaca (2.2). Além disso liII[l) A(s) = Mg, lil%u(s) =0 eu(s) # 0 para
s— s—

s # 0. Em particular, A\ € ponto de bifurcacdo.

Demonstragao: Sejam F = {u € C**(Q); u = Osobre dQ} e F =

C*(2), 0 < «a < 1. Definimos a fun¢ao F : Rx E — F dada por
FO0u) = Au+ X+ f(u)

onde f(u) estd definido por f(u)(z) = f(z,u(z)) (usamos a mesma notagao para

f e para o operador de Nemitskii de f). Desta forma, qualquer solugao da equagao
F(A\u)=0
também serd solucao da equagao (2.1).
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Usando (2.2) em F e F,, obtemos
F(A\0)=0, VXeR
Fu(X,0) =A+ A

onde [ é a inclusao £ — F. Lembramos que o teorema (B.5) garante a existéncia

de uma sequéncia de autovalores A\, e autofuncoes ;. satisfazendo

—Apr = i,
{ e (2.3)

onde pelo menos \; é autovalor simples de —A, e fQ or=1.

Se A\, é um autovalor simples de —A, entao de (2.3) segue que

Pelo teorema (B.5) b), temos

Rg(Fulr, 0)) = {u € F: /ngok _ 0}

Logo,
cod(Rg(Fu(Mi,0))) = 1. (2.5)

Como Fyy (Mg, 0)[v, 1] = Fur(Ag, 0)[1, v] = v, entao

pois fQ o =1.

Por (2.4), (2.5) e (2.6), podemos aplicar o teorema de Crandall - Rabinowits,
de modo que para A (e qualquer outro autovalor simples de —A), existe uma
curva de solugoes (A(s), u(s)) nao triviais (quando s # 0) da equagao F (A, u) = 0,
com ll_I)I(l) A(s) =M e ll_I)I(l) u(s) = 0. Em particular, Ay (e qualquer outro autovalor
simples de —A) é um ponto de bifurcagao para F. Além disso, A(s) e u(s) sao
de classe C, com A(0) = A\ e u(s) = s(ox + ¥r(s)), onde 1, também é de classe
Ch com ¥ (0) = 0. O

Como pelo menos A; é autovalor simples de —A, e toda solucao da equagao
F(A,u) = 0 também é solucao de (2.1), entdo garantimos a existéncia de uma

familia de solugoes nao triviais para o problema (2.1).
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Agora, estudaremos a diregao da bifurcacao. Se (g, u,) é uma bifurcagao
partindo de (\g,0), ou seja, (pn, un) — (Ak,0), com u, # 0, entdo chamaremos a
bifurcacao de subcritica quando u, < A, e supercritica quando pu, > A, para n

suficientemente grande. Ver figura 2.1.

R (K,

[ AN

/\A- A A,;.

Bifurcacdo supercritica Bifurcagdo subcritica

Figura 2.1: Direcao da bifurcacao.

Teorema 2.2 Considere o problema (2.1) e as hipdteses (2.2). Se ¢ €

autofuncao de um autovalor simples \;, de —A e
[ fusta 00t 0
Q

entao de (Mg, 0) parte uma bifurca¢ao supercritica quando [ fuu(z,0)phdz < 0,

e subcritica quando [, fuu(z,0)@idz > 0.
Demonstracao: Pelo teorema de Crandall-Rabinowitz, de (A, 0) bifurca

uma curva de solugdes (A(s),u(s)) nao triviais que podem ser escritas como

{ A(s) = M+ s+ o(s)
u(s) = spp, + %y + 0o(s?), s € (—¢,¢)

Agora definimos

e calculamos as derivadas

g'(t)s = fulw, u(t))u'(t)s
9" (1)s* = fuul@, u(®)) (uw'(£))*s* + fulz, u(t))u"(t)s*

Fazendo t = 0, e usando (2.2) e u(s) = sy + s*x + o(s?), obtemos
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Usando a expansao de Taylor, temos

o(5) = 9(0) + ¢ (0)s + 59" ()5 + o(s?)

Que nos leva a

£, uls)) = 3 fual, 00 + 0(s?)

Fazendo essas substituigdes em (2.1), obtemos

—A(sppts*Ppto(s?)) = (Ak+suk+0(s))(scpk+821/)k+0(52))+%fuu(x, 0)pis*+o(s?)
Dividindo ambos os lados por s # 0, obtemos

—A(pr+str+0(s)) = (A +sux+0(s)) (o + sk +0(s)) + %fuu(:c, 0)¢ils+o(s)
Usando o fato de que —Ap, = Ay e substituindo acima, obtemos
—A(syp+o(s)) = )\k(swk+0(s))+(suk+o(s))(gok+swk+0(s))+%fw(x, 0)ils+o(s)

Dividindo novamente por s, obtemos

- (o 2 (v L) (i + 22 (st o, 000

s s
Fazendo s — 0, obtemos
1
— Aty = Mty + pror + §fuu(xa 0)¢i
Que nos da (lembrando que ¢y, € ker(—A — Ay)),

1
Q Q
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Portanto

/fUU<x70)902dX
_ _Jo

i
/ @i dx
Q

A direcao da bifurcacao é determinada pelo sinal de / fuu(z,0)p3dx.  Se
Q

este for negativo, entao a direcao é de supercritica, mas se / fuu(,0)pidx for
Q

positivo, entao a direcao é subcritica. O]

Porém, pode ocorrer desta integral ser igual a zero. Vejamos o caso em que

flz,u) =a(z)u?, p>0, p#£1

onde a € C'(Q,R). Neste caso, temos fu,(z,0) = 0. A equacdo (2.1) toma a

forma

(a0 = s s e

u = 0, 05}
Para estudarmos a direcao de bifurcagdo neste caso, escrevamos a curva de

solugoes da seguinte forma

A(s) = g+ p(s)
{u<s> — s(n + vn(s)) (2:8)

Onde v (s) ¢ de classe C! com lim, .o 5(s) = 0. Substituindo (2.8) em (2.7),

obtemos
—A(sr + sthr(s)) = (A + pi(s)) (sor + sthi(s)) + a(@)s”(r + Yi(s))”
Dividindo por s, obtemos

— A+ Ui(s)) = (A + () (0r + Vi(s)) + al@) " (or + i(s))?

Subsituindo —Ayy, = Appr, obtemos

—AYi(s) = Nei(s) + pi(s)(r + Vi(s)) + alz) " (or + i(s))?

Usando novamente —Agy = \ppg, temos
0= pu(8)pr(or + Vi(s)) + a(x)s? rpn + i(s))”
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que por sua vez, implica em

fx(5)
sp—1

or(er + Vi(s)) = —a(z)s? or(or + Pr(s))?

Fazendo s — 0, obtemos

- p(s) 1
lim =22k = —a(@)ey”
Portanto
p+1
a(x)y, dx
() A

1m =
s—0 gp—1 9
ppdx
Q
p+1

Logo, para o problema (2.7), a bifurcacao ¢ supercritica quando [, a(x)¢} " do <

0, e é subcritica quando [, a(z)?dr > 0.
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Capitulo 3

Bifurcacao Global

Neste capitulo, consideraremos a equagao
F(\u)=0 (3.1)

onde F : Rx E — E esta definido como

FAu)=u—Thu,
T\ : E — E esta definido como

Thu = ALu + h(\, u)
elL:FE— FEeh:IRx E— FE sao fungoes tais que
(H7) L ¢ linear e compacto.
(H8) h é compacto.

(H9) h(A, u) = o(]|u||) uniformemente sobre intervalos limitados de IR.

Teorema 3.1 Nas condi¢oes acima, se \* # 0 € um ponto de bifurca¢ao para
(8.1), entao 1/\* € autovalor de L.

Demonstracao: Sendo A* ponto de bifurcacao, significa que existe uma
sequéncia (A, u,) € Rx E tal que u, # 0, F(Ap,u,) = 0 e (A, un) — (A5,0).
Dividindo a equagao F(A,, u,) = 0 por ||u,|| e usando a linearidade de L, temos

0 Uy, )\nL( Uy, ) B h()\n,un)'

] [ [
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h(An,un)
flun]

Por (H8), temos que — 0 quando n — oo, e juntamente com a

compacidade de L e h, existe w € E com ||Jw|| =1 tal que
0=w— \"Lw,

que implica em
Lw = —w.
>\>)<
Portanto 1/A* é autovalor de L.

Teorema 3.2 Suponhamos (H7), (H8), e (H9). Seja A\* € R AN* # 0 tal que 1/\*

¢ autovalor de L de multiplicidade impar. Entao \* € um ponto de bifurcacgao.

Demonstragao: Suponhamos por contradicao que A* nao seja ponto de
bifurcagao. Isto significa que (A*,0) pertence a uma vizinhanga aberta B =
Bi(M\*,g0) X B2(0,7) C Rx E de modo que B nao possua solugoes nao triviais,

ou seja, BN S = (), portanto

(\,u) € B (A u) €S
{f()\,u):O :>{ Foouy =0 =0 (3.2)

Para r suficientemente pequeno, na implicacdo acima podemos usar B; x B, em
vez de B, assim a equacao F = 0 so possui solucao em B, se esta for a solugao
trivial, e como u = 0 € JB,, entao F = 0 nao possui solugao em 0B,, ou seja, para
qualquer A € (A* — g9, \* + €¢), por (3.2) temos 0 & F(\,0Bs) = (I — T»)(0B,),
portanto estd definido o grau topoldgico d(I — Ty, Bs,0).

Dados A1 € (A" — g, A*) € A2 € (A", A* 4 &¢), temos
d(I — Ty, B,0) = d(I — Ty, Bs,0) (3.3)

pois a aplicagao [0,1] x E — E, (t,u) — T(1_px,+tr,u define uma homotopia

compacta entre T\, e T},

Agora para A # \*, tomemos a homotopia
hi:[0,1] x By(0,7) — E,  hy(t,u) = A\Lu +t h(\, u).

Se 0 € I — hy(t,0B3), entdao (I — AL)u = th(\ u). Para gy suficientemente

pequeno, temos (I — AL) injetiva. De fato, se para todo gy > 0, houvesse algum
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A€ (A — g9, \* + &) tal que ker(/ — AL) # (), entdo existiria uma sequéncia de
autovalores (1/)\,) que converge para um autovalor ndo nulo 1/A*, um absurdo

pelo teorema (B.1). Portanto, (I — AL) ¢ injetiva e
[[2(A, )|

lul

u=(I=AL)" (th(A\u) = |lull < M[Ih(A\ )| = 1< M

Por (H8), a tltima desigualdade é absurda para r suficientemente pequeno. Logo
0¢I— hy(t,0Bs). Portanto

d(I =Ty, B2,0) = d(I — hi(1,-), B2,0) = d(I — hy(0, ), B2,0) = d(I — AL, B, 0).
Portanto,

d(I = T,, Bs,0) = d(I — M\ L, Bs,0)
d(I — Ty, Bs,0) = d(I — AL, B>,0)

Junto com (3.3), temos
d(I — ML, Bs,0) =d(I — X\2L, B, 0) (3.4)
Por outro lado, pelo teorema (B.11), temos
d(I — ML, B3,0) =d(I — M\ L, By,0)(—1)°
onde o é a multiplicidade de 1/A*, que por hipétese é impar. Logo
d(I — \L,B5,0) = —d(I — XL, B5,0) (3.5)
Por (3.4) e (3.5), devemos ter
d(I — M\ L,B,0) =d(I — X\2L,B5,0) =0

O que contraria o teorema (B.11), pois como os operadores lineares u — A\ Lu e
u +— AyLu nao admitem 1 como autovalor (ja que N(I — AL) = () YA), entdo o

item a) do teorema (B.11) garante que
{d(I — ML, B,0), d(I — ML, B5,0)} {1, -1}

(lembrando que os raios das bolas B; e By sao suficientemente pequenos). O

26



Teorema 3.3 (Rabinowitz) Suponhamos (H7), (H8) e (H9). Seja \* €
RN # 0 tal que 1/X\* € autovalor de L de multiplicidade impar. Entao \*
pertence a uma componente conexa mazximal ¥, do fecho do conjunto das solugoes

ndo triviais de F(\,u) = 0 (i.e. S), de modo que pelo menos uma das afirmagdes

abaixo € verdadeira
i) ¥ ndo € limitado.
i) X possui um ponto (p,0) # (A*,0), onde 1/u € outro autovalor de L.

Para provar este teorema, usaremos os dois seguintes lemas, cujas

demonstragoes podem ser vistas em [26].

Lema 3.1 Seja 1/ um autovalor de L e X a componente conexa mazimal de S
que contém (p,0). Se X € limitada e nao contém nenhum outro ponto da forma
(X, 0) onde 1/X\ € algum outro autovalor de L, entdo existe um aberto limitado

O C Rx E com as sequintes propriedades:

a) ¥.CO.
b) SNOO = .

c¢) Se denotarmos por J = {1/X\;; \; autovalor de L} e g = d(p, J \ {i}),

entao
N (Rx{[0}) =(k—c,n+e)

com 0 <e< %80.
d) Ja>0;V(\u) €O, |A\—p|>ec=jul| >a.
Lema 3.2 Seja E um espaco de Banach, Q C IR x E wum aberto limitado,
Fy:Q — E compacta e F(t,x) =z — Fy(t,z). Seja Qt) = {z € E; (t,z) € Q}

ey € E. Seja J C R um intervalo tal que y # F(t,x) para todo t € J e
x € (00)(t). Entao d(I — Fy(t,x),Q(t),y) € invariante em t € J.

Demonstracao do teorema (3.3): Suponhamos por contradigdo que o

teorema seja falso, entao pelo lema (3.1), existe um aberto © com as propriedades
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descritas no lema para pu = A*. Definimos
Sx={ueE; \u)eSteOy={ueckE; (\u)c0}.

O intervalo (A* — e, \* + ¢) ndo contém inversos de autovalores de L. De fato,
se existisse algum p € (A — e, \* + ¢) tal que 1/u fosse autovalor de L, entao

terfamos p € J\ {\*} e
AT\ AN S AN ) < 2 < 520 < AL\ D)

obviamente uma contradigao. Pelo teorema (3.1), se 0 < | — A*| < &, entao u

nao é ponto de bifurcacao. Portando, definindo
=d(0,5,), se0<|A—\|<e
—a, se [N =\ >e.

vemos que s(A) > 0.

Provaremos agora que para todo A # \*, o grau topoldgico

d(I =Ty, 05\ By, 0)

estd bem definido. Para isto, mostraremos que a equagao I — 7T\ = 0 nao tem

solugao na fronteira 9(O) \ By()). Separamos em casos:

a) Seja0 < |A—\*| < e. Se u é uma solugdo da equacdo F(\, u) = u—Tsu = 0,

entao u € S_X» portanto
25(\) = d(0, S5) < d(0,u) = [Jul.

Suponhamos por contradi¢ao que u € d(0x \ Byz)) C 005U 0B, ). Como
||| > 2s(X), entdo u & 0B, e portanto u € 905. Isto significa que para
toda bola B em torno de u, existem uq,us € B tais que

u; € O (N up) €O —
{uQQGi =>{ (hus) & O = (\,u) € 90

Porém, como (A, u) € S, isto contraria o item b) do lema (3.1).
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b) Seja |\ — \*| > . Se u € O, existem u,, € O5 com u,, — u. Pelo item

d) do lema (3.1), temos [Ju,|| > a, logo ||lu|]| > a. Como s(\) = La, entdo
u & Byg. Isto prova que o1 N B, = 0. Portanto, ©5\ B,z = Oy, que
implica em

9(05\ B,x)) = 9(65)

Juntamente com o item b) do lema (3.1), vemos que a equagao F = 0 nao

tem solugao em 0(Oy \ Byz,)). Como querfamos.

Agora mostraremos que

d(I =T, 05\ Byn),0) =0, VA £\ (3.6)

Primeiro suponhamos que A > A*. O caso em que O, = () é imediato, entao
vamos supor que Oy # (). Como § é limitado, entdo podemos tomar \g > A tal

que O,, = ). Definimos
s = inf{s(}\) ; A< A< Ao}

Se [X — A\*| > €, entdao |A — A\*| > € para todo A € (X, ), logo s(A) = 1a
para todo A < XA < )\, e portanto s = %a > 0. Se, porém, tivermos
0 < |X — N| < g, entdo também ocorre s > 0, pois caso contrario, terfamos
inf{d(0,5y) ; A < XA < X\ +¢e} =0, ou seja, para cada n € N, existiria A, tal
que d(0,S,,) < %, que por sua vez implicaria na existéncia de u,, € S, tal que
un| < £, ou seja, (A, u,) € S com u, — 0 e (tomando uma subsequéncia se
necessario) isto contraria a nao existéncia de bifurca¢ao em (A*, \* 4 ¢). Portanto,

s > 0. Como s < s(\), entdo pelo item d3) do teorema (B.8), temos

d(I - Tx, 05\ B,,0) = d(I - T, 05 \ By, 0) + d(I - T5, Byx) \ Bs, 0)

Como ja vimos, a equacao JF = 0 nao possui solugao em BS(X)\E, pois as solugoes
devem ter normas maior ou igual a 2s()). Logo, d(I — T, Bx \ B,,0) =0, e

portanto

d(I —Tx, 05\ B,,0) = d(I — T3, 05\ B,).0). (3.7)

Agora considere o conjunto
A=0\([\", o] x B,).
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Entao A é aberto limitado, F = 0 ndo possui solugoes na fronteira de A (ver
item b do lema (3.1)) e Ay = Oy \ B, em particular A, = 0, \ B, = 0. Pelo
lema (3.2), d(I — T),.Ay,0) é invariante em X € [A*, \g], logo

d(I — T, ©5 \ Bs,0) = d(I — T, A5, 0) = d(I — T, Ay, 0) =0

junto com (3.7), temos

d(I =T, 05\ Byz), 0) = 0.

para A > A\*. O caso em que A < \* é andlogo. Portanto, vale (3.6).

Tomemos A € (A —&, ") e X € (A, \* +¢). Para 0 < |\ — \| < ¢, a equagdo

I — T, = 0 possui solucao em B,(y) apenas na origem, entao pelo item d2 do

teorema (B.8) junto com o teorma (B.10) e o comentério apés ele, temos que

d(l =Ty, 0,,0) =i(f —T3,0,0) +d(I — Ty, 0, \ By, 0)
d(I —T%,05,0) = i({ — T5,0,0) + d({ — 15,05 \ B,y 0)

Segue do lema (3.2) que d(I —T), ©,,0) é constante para todo A € (\* —e, \*+¢),

e junto com (3.6), temos
i(I —T),0,0) = i(I — T4, 0,0). (3.8)

Fixando A € (A* — e, A* + ¢), A # \*, provaremos que existe r > 0

suficientemente pequeno, tal que a homotopia
H:[0,1]x B, —- E

definida por
H(t,u) = ALu+t - h(\, u)

é compacta e satisfaz

u— H(t,u) # 0 para todo (t,u) € [0,1] x IB,.

De fato, caso contrario existiria uma sequéncia (t,, u,) € [0,1] x E com u,, # 0
e u, — 0, tal que
Up — H(tn,u,) =0
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equivalentemente,
Uy — ALy, —t, - h(A\ u,) = 0.

obtemos

Tomando v,, = UnH’
n

[
h(X, un)

v, = ALv, + t, - )
[[n |

Pela compacidade de L e h, e por h(\,u) = o(]|u||) quando ||u]| — 0, entao
fazendo n — 0 e tomando uma subsequéncia se necessario, obtemos v,, — vy com
[vol| = 1 e

Vo = )\Lvo,

contrariando o fato de que A nao é inverso de autovalores de L. Portanto, para
r > 0 suficientemente pequeno, podemos usar a invariancia homotdpica para

obter
d(I — \L,B,,0)=d(I — H(0,-),B,,0)=d(I — H(1,+),B,,0) = d(I — T}, B,,0)

Temos
i(I —AL,0,0) = limd(I — AL, B,,0)

r—0

= limd(I — Ty, B,,0)
r—0

= (I —Ty,0,0).

Juntando este fato com (3.8), obtemos
i(I —AL,0,0) = i(I — \L,0,0) (3.9)

Porém, como ja vimos, o teorema (B.11) garante que i(/ — \L,0,0) € {—1,1}
e também troca de sinal quando A\ atravessa o inverso de um autovalor de

multiplicidade impar de L, ou seja,
i(I — AL,0,0) = —i(I — AL, 0,0) # 0,

uma contradi¢ao com (3.9). O

Considere, em particular, o caso em que h(\,u) = 0, entdao a equacao (3.1)
torna-se
u— ALu = 0.
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Para cada p, onde 1/ é autovalor de L, os pontos do conjunto {u} x ker(i[ —L)
sao solucoes da equacao acima. Como ker(%‘] — L) é um subespago vetorial, entao
g é um ponto de bifurcagao, além disso, {u} x ker(/%[ — L) é conexo, fechado,
ilimitado e estd contido no fecho das solugoes nao triviais S. Com isto verificamos
o item 7) do teorema de Rabinowitz. Precisamente, o conjunto {u} x ker(ﬁ] —L)
é a prépria componente conexa maximal que passa pelo ponto (y,0). De fato, se
houvesse algum outro ponto (1, 0) na componente conexa, entdo 1/puy # 0 seria
limite se uma sequéncia de autovalores, o que sabemos que nao ocorre. Logo, o

item i7) do teorema de Rabinowitz ndo ocorre neste caso.

Como outro exemplo, tome E = F = IR? e considere a equacao

()= (o D) ()= () - (0)

que esta na forma (3.1), onde

= () 1= (4 3 o= ()

Os inversos dos autovalores de L sao 1 e 2, e o conjunto solucao consiste da curva

_ —\\3/8/) _ 1)1/8
u:{ul +(2 - N3N —1) l<x<2

upy = £(2 = NN = 1)38
que é limitada, pois ||u|]| < 1. Logo o item ¢) do teorema de Rabinowitz nao
ocorre. Por outro lado, o conjunto solucao mostrado acima é uma curva conexa
e continua que passa pelos pontos (1,0) e (2,0), se verificando assim o item i7)

do teorema de Rabinowitz.
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u = (u1,u9)
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Capitulo 4

Aplicacao do Teorema (lobal de
Rabinowitz

Neste capitulo, aplicaremos a versao global do teorema de Rabinowitz para
estudar a bifurcacao de —A que parte de um autovalor de multiplicidade fmpar,
assim como a existéncia e estrutura das solugdes positivas do problema (2.1).
Consideremos, durante este capitulo, que €2 é um aberto, conexo e limitado em

R".

Teorema 4.1 Se f € C?(Q x R, IR) satisfzendo as hipéteses em (2.2) e A, um
autovalor de multiplicidade impar de —A. Entao de (A\g,0) bifurca um continuo
de solugoes nao triviais do problema (2.1) que € ilimitado ou que contém outro

ponto (u,0), onde p # N, € outro autovalor de —A.

Demonstragao: De fato, suponhamos que f € C?(Q x IR, IR) seja como no

problema (2.1), ou seja,

—Au = I+ f(z,u), Q
{ w = 0, 90 (2.1)
e considere sobre f as mesmas hip6teses que em (2.2), isto é,
_ _flx,s)
f(2,0)=0 e lim=—-—=0. (2.2)

Denotemos E := Cy(Q) e L = (—A)~'. Em [12] prova-se que L é um operador

linear compacto. Da equagdo (2.1) e lembrando que f(u) estd definida como
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f(u)(x) = f(z,u(z)), podemos escrever
u = ALu+ L(f(u))

Definindo h(\, u) = L(f(u)), temos
u=ALu+ h(\ u).

Além disso,

POl I o
el el - [l
v max

< C-{f”%ﬁ)'} < C.M(Q)iw

max | f (@, u(z)| max 1f(e.0)
e

Portanto,
1Ol _ e 1f( )]

[ullsa 7 li<lulle 2
Como u — 0 = [Ju||oc — 0 =t — 0, ent@o das hipdteses em (2.2), temos

TG Ey
=0 uf|o

Portanto, ||h(X, u)||e = o(||u]l) € as hipéteses do teorema de Rabinowitz sao

satisfeitas. Finalmente, aplicamos o teorema de Rabinowitz para obter o conexo

maximal ¥ 3 (A, 0) como no teorema, isto é, ilimitado ou passando por outro

ponto (u,0), onde p # Ay também é autovalor de L. O

A partir de agora, vamos considerar a aplicacao do teorema para o autovalor

A1, ja que este ¢ um autovalor simples.
A equagao (2.1) pode ser reescrita como

{—Au = du+ f(u), Q

u = 0 of (4.1)

Pelo teorema de Crandall-Rabinowitz, (4.1) possui uma curva de solugoes
(A(s),u(s)) em B,(A1,0), de modo que

u(s) = sp1 + si(s), para s € (—¢,¢)
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com (A(0),u(0)) = (A1,0). Denotemos por C; , essa curva. Entao C;, \ {(A1,0)}
possui duas componentes conexas, uma obtida quando s > 0 e outra quando
s < 0. Como p; > 0 (ver [24]) e £1_r>r(1) Y(s) = 0, entdo tomando p e € suficientemente
pequenos, teremos
{ u(s) >0, paras>0
u(s) <0, paras <O0.

Denotaremos por Cf, a componente conexa de Cy, \ {(A1,0)} formada pelas
solugoes positivas e, C; , formada pelas solugoes negativas. Seja C; a componente
conexa de ¥ que contém (A1,0). Chamaremos C; de continuo de solugbes do
problema (4.1). Entdo C;, C C;. Seja também C; a componente conexa de

Ci \ {(A\,0)} que contém Cf:p , ¢, C; a componente conexa que contém C; .

Definindo P* = {u € C(Q); u > 0} e P~ = {u € C}(Q); u < 0}, vamos

provar que C{ C PT, C; C P~, e ambas as componentes C;",C; sao ilimitadas.

Teorema 4.2 Seja f € C*(Q x R, R) satisfazendo as hipdteses em (2.2). Além
disso, se f > 0, e C; € o continuo de solugoes do problema (2.1) passando por
(A1,0), entdo

a) O conjunto Cy \ {(A1,0)} € constituido de exatamente duas componentes
conezas Cf C PT eCy C P~.

b) Cada uma das componentes conexas Cy e Cy sdo ilimitadas.

Demonstracgao:Para isto, definimos
DYy ={(\u)eCf;ue P}

de modo que Cf € PT & Df =Cf

Primeiro vamos mostrar que Di é aberto em C;". Para isto, basta observar
que, tomando (A\g,up) € Di e uma sequéncia (\,,u,) € Cf com (A, u,) —
(Mo, up), como ug > 0, entdo teremos u, > 0 para n suficientemente grande e

consequentemente (\,, u,) € DY, provando assim que Di é aberto em C; .

Para provar que D] é fechado em C;, tomemos (g, ug) € C;” (em particular,

(Mo, ug) # (A1,0)), e uma sequéncia (A\,,u,) € D, com (A, u,) — (Ao, uo).
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Como u, > 0, entao ug > 0. Sendo g solu¢ao da equagao (4.1), temos

—AUO = /\0U0+f(UO), Q
Uy — 0, o0

Como f(u) > 0, entdo existe K > 0 tal que
—AUO + KUO = (K + )\0)’&0 + f(U()) > 0

e consequentemente pelo principio do maximo forte, temos ug = 0 ou ug > 0.

Suponhamos, para chegar numa contradi¢ao, que ug = 0. Como u, > 0, entao

podemos fazer v, = || UT| . Sendo (A, u,) também solugao de (4.1), podemos
un o0
escrever
—Av, = Mu, + f(un), Q
[[wnlloo
v, = 0, o0

Entao, fazendo n — oo, seque da hipdtese em (2.2) e da compacidade de L,
que v, — vp (tomando subsequéncia, se necessario), com |[vg|lec = 1, vo > 0 e
—Avg = A\gvg. Mas isto implicaria que A\g é um autovalor de autofuncao positiva,
o que é um absurdo, pois A; é o tnico autovalor com esta propriedade (ver [24]).
Portanto, devemos ter uy > 0, e consequetemente (Ao, ug) € Df , provando assim

que D é fechado em C;".

Finalmente, como D} é aberto e fechado em C;", entdao D = C; e portanto

C;t € PT. O caso C; C P~ faz-se de modo analogo.

Agora, provaremos que as duas componentes conexas C;” e C; sao ilimitadas.
De fato, pelo teorema de Rabinowitz, 3 deve ser ilimitada ou conter um ponto
(1,0), onde p é um autovalor diferente de A;. Como vimos acima, (u,0) € Cy
quando g # A1, portanto o segundo caso nao ocorre e ¥ é necessariamente

ilimitada. Assim,

C,=CHucly U{(\,0)}

Ao menos uma das componentes C; ou C; ¢ ilimitada. Suponhamos que C; seja

limitada e C; ilimitada. Neste caso, tomemos o problema auxiliar

—Au = du+g(u), Q
u = 0, of)

onde

glu)(e) = { ey, Tz (4:2)
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Para esta equacao, temos o continuo de solu¢oes dado por
€1 =C/ UC U{(M,0)}.

Pela defini¢ao de g, as solugoes positivas de (4.2) sao também solugoes de (2.1).
Além disso, para u > 0, temos as equivaléncias
—Au= X u+g(r,u) & —Au=u+ f(z,u)

& —A(-u) = AM—u) = f(z, —(-u))

& —A(—u) = AN—u) + g(z, —u)
Ou seja, u > 0 é uma solugao de (4.2) se, e somente se, —u também for uma
solucdo de (4.2). Desse modo, temos 6\1_ = —CA'1+. Isto significa que ambas as
componentes 51+ e CAI_ sao ilimitadas, e portanto, (?1 é ilimitado. Além disso, como
os elementos do conexo (/Z\fr sao solugoes positivas de (2.1), entao 51+ CcCCX e

para p suficientemente pequeno, temos C;, C C;". Como C é um conexo em C

+
1,p0

de que C; ¢é limitado. O

que contém Cy ), entao (?f C C{. E como CA;“ ¢ ilimitado, isto contradiz a hip6tese
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Apeéendice A

Calculo em espacos de Banach

Faremos uma pequena introducao ao calculo diferencial em espacos de Banach,
mostrando alguns conceitos e teoremas importantes usados de forma explicita

neste trabalho. Para mais detalhes, consultar [1], [3], [8], [14] e [19].

Sejam E e F espacos de Banach e U um aberto em E. Diremos que uma
funcao f : U — F é Fréchet-diferenciavel no ponto xqg € U quando existir um

operador linear continuo A : E — F tal que

o 1@+ ) = o) = AR _
h—0 Il

0.

Isto significa que ao escrever
f(zo+h) = f(x0) + Ah + Ry (h),

teremos Ry(h) = o(]|h]]), onde esta notacao significa que

o IRl
h—0 HhH

Neste caso, A chama-se a derivada de Fréchet de f em x, e denotamos A = f'(z).
Dizemos simplesmente que f é Frechét-diferenciavel quando existe a derivada de

Frechét de f em todos os pontos de U.

Se f: U C E — F é Fréchet-diferenciavel em xq € U, entao para todo h € FE,

tem'o;(xOJrah)f(xo) f/(x())hH _ Hf(scwah)—f(l‘o)—f'<’f°>5h‘
- Wz et =) = ol

39



de modo que o lado direito da igualdade acima converge para zero quando € — 0.

Portanto

lim f(zo +eh) — f(xo)

e—0 £

= f/ ($0)h

Assim, quando f é Fréchet-diferenciavel, podemos usar a igualdade acima para
calcular f’(z¢)h. Observe que o limite acima pode existir mesmo que f nao seja
Fréchet-diferenciavel. Quando tal limite existe e é igual a um operador linear

aplicado em h, dizemos que f é Gataux-diferencidvel.

Quando a aplicacao derivada

.U = L(E,F)
u = f(u)

é continua, dizemos que f é de classe C! e escrevemos f € C'. Indutivamente,
dizemos que f ¢ de classe C* e escrevemos f € C*, onde k € N,k > 1, quando
f" € C*'. Finalmente, f € C* quando f € C* para todo k > 1.

Teorema A.1 Sejam FE e I espacos de Banach e U C E aberto. Se f,g:U — F

sao Frechét-diferencidveis em xg e 6 € IR, entdo

a) A derivada de Frechét de f em xq € unica e f € continua em x.

b) A funcgao f+ 0g € Frechél-diferencidvel em xq e
(f +cg)'(z0) = f'(0) + 09 (20).
Demonstragao:

a) Se f é Frechét-diferencidvel em xg, entao

fxo +h) = f(xo) + f'(wo)h + Ry(h)

com Rs(h) = o(||h]]). A continuidade de f segue do fato de que
f'(zo)h e Rs(h) = |||l - (Rs(h)/||R||) convergem para zero quando ||h| —
0. Suponhamos agora, para chegar numa contradi¢cao, que existe outro

operador linear continuo A : E — F tal que
f(zo+h) = f(zo) + Ah +1(h)

40



com 1¢(h) = o(||h]]) e A # f'(x0), entdo existe h* € E \ {0} tal que

a:= ||Ah* — f'(xo)h*|| > 0. Por um lado, temos
* _ !/ * * _ *
o B = )] _ o) = Ry _
=0 [l =0 [£h]

por outro lado,

|A(th™) — f'(xo)(th) || _ [[AR" — f'(xo)R"[| _ [[AR" = f'(zo)h"]| _ @
[[th]] 12l ol [t

¢ uma constante > 0, assim chegamos numa ontradi¢ao, como queriamos.

>0

b) Basta observar que

(f+09)(xo+h) = f(wo+h)+0g(zo+h)
f(xo) + f'(zo)h + Rp(h) + 0(g(x0) + ¢'(z0)h + Ry(h))
= (f+0g)(zo) + (f'(w0) + 0g'(x0)) 1 + (Rp(h) + Ry(h))

1B (h) + By()|| . (HRf(h)H N H?“f(h)H> _0
7] 7] '

com

y
= 5] = hso

Portanto f + 6¢g ¢é Fréchet-diferenciavel e

(f 4+ cg)(x0) = f'(w0) + 09 (o).

0

Teorema A.2 (Regra da Cadeia) Sejam E,F e G espagos de Banach, f :
UCE—F g:VCF—G,comU eV abertose f(U) CV. Se f é Fréchet-
diferencidavel em xo € U e g € Fréchet-diferencidvel em f(xy), entdo a aplicagdo

go f:U — G € Fréchet-diferencidavel em xq e
(90 f)(w0) = g'(f(x0)) 0 f'(x0)

Demonstragao: Como f é Fréchet-diferencidvel em x(, entao para algum
0 > 0, temos

1/ (xo + h) = f(xo) — /(o)
il

|h] < 0 = <1

Portanto, para ||h|| < ¢, temos

1f (2o +h) = (o)l < [ f(wo + h) = flwo) = f'(wo)hll + [ f (o) hl]
< Al 1L o)l (151
< Ol
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onde C' =1+ | f'(z0)]-

Como g é Fréchet-diferencidvel em f(zo), entao

(go f)wo+h)—(go f)we) = ¢(f(x0))(f(xo+h)— f(x0)) + Re(f (o +h)— f(x0))
= ¢'(f(x0))(f'(wo)h + Ry(h)) + Ry(f(wo + h) — f(x0))
= g'(f(@0))f'(xo)h + g'(f(x0))Rs(h) + Ry(f(wo +h) — f(x0))

com Ry(h) = o(|[hl]) € Ry(f(xo + h) = f(w0)) = o(f(xo + h) = f(w0))-
Para ||| < d, temos

g’ (f (z0)) R (h)+ Ry (f (xo+h)—f (o))l

i < Hg’(f(z‘?}zl)Rf(h)ll + ||Rg(f(:c0”4;fﬁ)—f(xo)u
! IRs (R | [If(@ot+h)—f(zo)ll |Be(f(mot+h)—f(zo))l
< g’ (f (o))l A + L ||g{)(|~’|50+h)*f($0)H
/ f xo —J(xo
< g o)l + O aeti—rao

O lado direito da desigualdade acima converge para zero quando ||h|| — 0. Entao

g (f(@o)) Ry (h) + Ry(f (o + h) = f(x0)) = o([[]]).

Portanto g o f é Fréchet-diferencidvel em x, e

(90 f) (o) = ¢'(f(z0)) o f'(0).
O
Teorema A.3 (Desigualdade do Valor Médio) Sejam E e F espagos de
Banach, U C E aberto e f : U — F wma aplicagao Frechét-diferencidvel. Se
u,v € U sao tais que o segmento [u,v] := {tv+ (1 —t)u; 0 <t < 1} estd contido
em U, entao
1f(w) = f@) < sup [If'(w)] - flu—vl|.

wE[u,v]

Demonstragao: O caso f(u) = f(v) é imediado, entdo suponhamos que
f(u) # f(v). Pelo coroldrio do Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional

linear limitado ¢ : ¥ — Rtal que ||| = 1 e
e(f(u) = f(v) = [lf(w) = fFW)]-
Definindo A : [0,1] — IR por
h(t) = (f(tu+ (1 —t)v)),
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obtemos
W(t) = (f'(tu+ (1= t)v)(u—v)).

Pelo teorema do valor médio para fungoes em IR, existe 6 € (0, 1) tal que

h(1) — h(0) = }'(6).

Portanto,
1f(u) = fF)l = @(f(u) = f(v) = ¢(f(u) — ©(f(v))

= h(1) — h(0) = K (0)
= o(f'(fu+ (1 —0)v)(u—0))
< el f"(0u+ (1 = 0)o)|[[[u — v
= [/ (Ou + (1 = 0)v)][[[u — v]|
< Sup L ()] - [Ju = vl].

Como queriamos. O

Agora considerem E, F e G espacos de Banach, U um subconjunto aberto
de E x F, (Aog,up) € U, e uma aplicagdo f : U — . Dizemos que f é
diferencidvel com respeito a A em (Ao, up) quando existe um operador linear

continuo A : F — G tal que
f(Ao + h,ug) = f( Ao, uo) + A+ o(||h]))-

Neste caso, A é unicamente determinada e chama-se derivada parcial de f em
(Mo, up) com respeito a A (que representa a primeira coordenada) e denotamos
A = fi(xo,70). De modo andlogo, definimos a derivada parcial de f em (g, ug)
com respeito a u (que representa a segunda coordenada) como sendo um operador

linear continuo B : F' — G tal que
f(Xosuo + h) = f(Xo, uo) + Bh + o([|h]]).

e denotamos B = f, (Ao, up).

Se f é diferencidvel em (Ao, ug), entao f tem as derivadas parciais com respeito

aXewuem (AN, up), com

S0, u0)(h) = f'( Mo, uo)(R,0) e fulAo,uo) (k) = f'(Xo, u0)(0, k)

Podemos pensar nas derivadas parciais fy(Ao,u0) € fu(Xo,ug) como sendo as

derivadas de Frechét das aplicagoes A +— f(A\ ug) e u — f(Ao,u). Desse
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modo, podemos aplicar os teoremas para derivadas de Frechét fazendo as devidas
adaptagoes.
As aplicacoes f) : U — L(E,G) e f, : U — L(F,G) também podem possuir

derivadas parciais, e quando possuem, denotamos

f)\u()\Oa UO) = (fA)u()\o, Uo).

As vezes escreveremos fr, (Ao, uo)[s,t] no lugar de fy, (Ao, uo)(s)(t), e as vezes
escreveremos fy, (Ao, ug)s? no lugar de fy,(Xo, uo)[s, s] para tornar mais simples

a notacao em algumas contas.

A seguir usaremos dois fatos importantes para demonstrar o teorema da
fungao implitica: o primeiro é o teorema do ponto fixo para contragdes (ou
teorema do ponto fixo de Banach) e o segundo é o fato de que o conjunto dos
operadores lineares continuos e invertiveis de £ em F é um subconjunto aberto
de L(E, F). As demonstragoes foram omitidas para nao prolongar o texto e por
nao terem sido citados explicitamente durante o trabalho, mas as demonstracoes

podem ser encontradas em [8] e [19].

Teorema A.4 (Teorema da Fungao Implicita) Sejam E,F e G espagos de

Banach, um aberto U C E X F e f: U — G uma aplicacao continua tal que
a) f(Xo,uo) =0 para algum (Ao, up) € U.
b) fu € continua em torno de (Ao, ug);
c) fu(Xo,up) € continua e bijetiva.

Entao existem abertos © C E em torno de Ay , V C F em torno de uy e uma
aplicacao continua
u:0 -V

tal que
F(A u(N)) =0 para todo X € O,

e se f(A\,v) =0 com (\,v) € O XV, entao v =u(\) (em particular, u(Ng) = uo).
Além disso, se f € CF, k> 1, entdou € C* e

u'(\) = =[ful@)] " o falp), ondep= (N u())) eXe®.
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Primeiro observe que podemos assumir, sem perder a

Demonstragao:
generalidade, que F' = G, (A, up) = (0,0) e fu(Ao,up) = Ir. De fato, definindo

g u) = [fuXo,uo)] ™ 0 f( Ao + A, ug + ),

vemos que g é continua e satisfaz todas as hipoteses do teorema com F = G,

X =0,u=0¢eg,(0,0) = Ip. Além disso, a tese do teorema vale para g se, e s6

se, vale também para f.
Portanto, a partir de agora, vamos assumir que F' = G, (Ao, ug) = (0,0) e

fu(Xo, up) = Ip. Agora, definimos uma aplicacdo R : U — F' tal que

R\ u) =u— f(\u).

Assim,
R,(0,0) = Ir — f.,(0,0) = 0.
A continuidade de f, em torno de (0,0) implica também na continuidade de R,

em torno de (0,0). Portanto, existem 7,71 > 0 tais que

1
| Ru(A, u)]| < 5 para todo (A, u) € B, x By,

onde B, ={Ae€ X ; ||\ <r}eB, ={ueYY; |u]| <r}. Usando o teorema

do valor médio para a aplicagdo R(],-) e a desigualdade acima, obtemos

< sup [[Ru(A w) Jur — us

HR<)‘7 'LL1) - R<)‘7 UZ)H =
wE[ul,uz]
<l —
—|luy —u
S glm 2
B, x B,,. Assim, para todo A € B,, temos

para todos (A, u1), (A, uz) €
[R(A,u) — R(X, 0)]| + [|R(A, 0)]]

IR w)] - <
< slul + 10l

Tomando r > 0 pequeno suficiente para

1
£ (A0 < 57, para todo \ € B,

obtemos
|R(\,u)|| < 1 para todo (\,u) € B, x B,,.
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Assim, para todo A € B, a aplicacao

R(\,): B, — B,
u = R(\u)
é uma contracao e portanto possui um tunico ponto fixo. Ou seja, para cada
A € B,, existe um tnico u = u(\) € B,, tal que R(\,u) = u, mas esta tltima
igualdade é equivalente a f(\,u) = 0. Isto define uma aplicacdo u : B, — B,, de
modo que f(A,u(A)) = 0 para todo A € B,. Para verificar a continuidade de u,

considere A\, \' € B,., e portanto

[u(A) —uN)| = [[R(A, u(A) = BN, w(X)|
< RO u(N) — ROLu(N)] + IR, u(N) — ROV, (V)]
< gllud) —uW)+ IR, u(X) = ROV, w(N)]-
Logo,

[u(A) = u(N)[| < 2+ [[R(A, w(X)) = RO, u(N)|

Pela continuidade de R, o lado direito da desigualdade acima converge para zero
quando A — X e consequentemente ||u(\) —u(N')|| — 0. Isto prova a contiuidade
de u. Agora, basta definirmos V = B,, e © = v~ (V) C B, para obtermos a
aplicagao continua

u: 0=V

tal que
f(A u(A)) =0 para todo A € ©.

Além disso, se f(A,v) =0 com (\,v) € © x V, entdo v = u(A) pela unicidade do
ponto fixo de R(A,-).

Finalmente, suponhamos que f € C*, k > 1. Pela desigualdade do valor

médio, temos

[u(X 4 h) = u(A)]] 2- [RA A+ B, u(X)) —H)’(A,U(A))H

<

< 2. sup ||Ra(w,u(N)| Rl
wENA+R]

< CO|Al.

Também,

0 = fA+huA+h)— f\u(N)
[fOA+h,u(A+h)) — fF(A u(X+
[fA<A,u(A+h))h+o(||h|l)] [fu

M)+ [F A wA £ h)) = F(Xu(N)]
(A u(N)

] :
yu(A) (WA +h) = u(A) + o([u(h + h) — u(A[])].
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Antes de continuarmos, observe que

loQllAlD) + o([lu(A + h) —u(IDIl - _ [loCIAIDI |, [lu(A +R) = uV] [lo(lu(A +h) = u(MIDI]

7] - h| |7] [u(A+h) = u(A)]
< ||Oé|h’|)|| + o ol +h) = u(M) D]
—nd [u(A 4 h) = u(A)]]

Pela continuidade de u, o lado direito da desigualdade acima converge para zero

quando ||h]| = 0. Portanto
o([[B]l) + o([Ju(A + h) = u(M)][) = o([|A]])
Dai, segue que
I u(d+h))h 4 fu(A (X)) (w(A + h) = u(A)) + of[|a]]) = 0

e portanto

uA+h) —u() = =[fu(A u(N))] TN u(A +7)h = [fu(A, u(N)] " o([|A]])
= —[fu w7 u(A + h))h + of[|A]])

Finalmente, podemos calcular
[u(A +h) — u(A) + [fu(A w(A)] T (A u(A)A]

17l
= O O] A + B+ o) + [fu O s S5O, w(A) R
Tl
A 1D LA 1+ B) = SO, u)]h + oA
Tl
< LD L O a4 BY) = A ) + %

Pela continuidade de u e f), o lado direito converge para zero quando h — 0.

Isto prova que u é diferenciavel com

u'(\) = —[fu(p)] ™" o fa(p), onde p= (A, u()) e A € O,

Para mostrar que v € C*, usamos um argumento indutivamente, assim: como
feCk k>1,entao f, e f\ sdo continuas, junto com a continuidade de u e pela
forma de v/, vemos que u’ é continua, portanto v € C*. Novamente, se f € C?,
entao f, e f\ sao de classe O, e como u € C*, entao pela forma de u’ vemos que
v € C', portanto u € C?. Seguimos com esse argumento até obter u € C’“, como

queriamos. O
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Apéendice B

Outros resultados importantes

Agora apresentaremos alguns conceitos e teoremas mnecessarios sobre analise
funcional, equacoes dierenciais e o grau topoldgico. Este difere do apéndice

anterior por nao conter demonstragoes para nao estender o texto.

Analise Funcional

Seja ' um espaco de Banach e T : E — E um operador linear. O resolvente de

T é o conjunto
p(T)={NeC; RgINM -T)=E, (M —T)': Rg(\I —=T) — E é limitado}.

O espectro de T é o complementar do resolvente o(T') = C\p(T"). Obviamente,

todo autovalor pertence ao espectro.

Teorema B.1 Suponhamos que E é um espaco de Banach de dimensao infinita

el : E— E ¢ um operador linear e compacto. Entao

a) 0 €o(T).
b) Todos os elementos nao nulos de o(T') sao autovalores.

c) O congunto o(T) \ {0} ou € vazio, ou € finito, ou € uma sequéncia que

converge para 0.
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Um operador linear T' : E — F entre espacos normados ¢ dito compacto

quando T'(B) é compacto em F, onde B é a bola unitaria fechada em E. Todo

operador compacto é continuo.

Teorema B.2 Sejam E e F espagos normados. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes para um operador linear T' : E — F.

a) T é compacto.

b) T(A) é compacto para todo limitado A em E.

c¢) Para toda sequéncia limitada {x,}new em E, a sequéncia {T(z,)}new possu

subsequéncia convergente em F.

Teorema B.3 Sejam E e F espagos normados e K(E,F) o conjunto dos
operadores compactos de E em F .Entao K(E,F) é um subespaco vetorial de
L(E,F). Se F ¢ espago de Banach, entio KC(E, F') é fechado em L(E,F).

Teorema B.4 Sejam Ey, E, F, Fy espacos normados e S : Ey - E, T : E — F
e U : F — Fy operadores lineares, onde S e U sdo continuos e T € compacto.

Entao U oT oS é compdacto.

Equacoes diferenciais

Considere o problema de encontrar u € E tal que

{—Au: Au,

we 0. O (B.1)

Quando existem A € Re u # 0 satisfazendo (B.1), dizemos que A é um autovalor

e u ¢ uma autofuncao associada ao autovalor .
Teorema B.5

a) O problema (B.1) possui uma sequéncia nao decrescente de autovalores {\g}
tais que 0 < \y < Ag, onde Ay € um autovalor simples e A\, — +oo. Também

existe uma sequéncia de funcoes {¢r} onde cada ¢ € uma autofuncao

_ 1, se 1=
/Q('Di('pj_(;”_{ 0, se i # ]
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b) Para todo autovalor A, de (B.1), o sistema

{ “Au= Iuth Q

we 0. O (B.2)

onde h € L*(), possui solugdo se, e somente se,

Q

Teorema B.6 (Principio do méaximo forte) Seja Q wm conexo limitado
satisfazendo a condigdo de esfera interior, e Lu := —Au + c(x)u, com c(x) €
L>®(Q). Sec>0 e parau € C*HQ)NCLQ), se tem

Lu >0, Q
u>0, 09

Entao v =0 ouwu > 0.

Grau Topolégico de Brouwer

Seja  C IR* um aberto limitado, f : Q@ — IR* uma aplicacdo continua e y € IR*
tal que y € f(02). Definimos

S ={(,Qy): f e CQR), y & f(ON)}.

Ou seja, se (f,Q,y) € >, entdo a equacao f(r) =y n ao tem solugao em 0S2.

Teorema B.7 FEziste uma unica aplicacao d : >, — 7 que satisfaz as sequintes

propriedades
d1) Sey €, entdo d(I,Q,y) = 1.

d2) Se Q0 e Qy sdo subconjuntos abertos disjuntos de Q ey & f(Q\ (2 UQy),

entao
d(f,Q,y) = d(f,Q,y) + d(f, 2, y).

d3) Seh:[0,1] xQ = Q ey :[0,1] = R sdo continuas e y(t) & h(t,00N) para
todo t € [0, 1], entao d(h(t,-),Q,y(t)) ndo depende de t € [0, 1].

Esta aplicacao d chama-se grau topologico de Brouwer de f relativo a ) e y.
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Grau topolégico de Leray-Schauder

Nesta secao trataremos de definir o grau topoldgico em espacos de dimensao

infinita.

Seja EF um espaco de Banach real, 2 C F um aberto limitado, y € F e
T : Q — E compacto. Definimos

D:={(I-T,2y); T:Q— E compacto, e y & (I —T)(00)}.

Teorema B.8 Fuxiste uma unica aplicacao d : I' — Z que satisfaz as sequintes

propriedades
d1) Sey €, entio d(1,Q,y) = 1.
d2) Se € e Qs sao subconjuntos abertos disjuntos de 2 com
y & (I =T)(Q\ (2 U)),

entao
d(‘[ - T7QJy) = d(I - T, Qlay> + d<I - T7 Q?yy)'

d3) Se h:[0,1] x Q — E ¢ continua e compacta, ey : [0,1] — E ¢ continua
com y(t) € I — h(t,00) para todo t € [0,1], entdo d(I — h(t,-),$,y(t)) ndo
depende de t € [0, 1].

Esta aplicacao d chama-se grau topolégico de Leray-Schauder de I — T relativa a

Qeay.

Teorema B.9 Sed(I—T,Q,y) # 0, entao a equagio x— Tz =y tem pelo menos

uma solucao em (1.

Teorema B.10 Se (I — T,Q,y) € T e Q1 C Q € um aberto tal que y &
(I —T)(Q\ ), entdo

d(I_TaQay) = d(I _T7 Qlay)‘
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Seja xp uma solugao isolada da equagao (I — T)xr = y. Entao para algum
ro > 0 suficientemente pequeno, xy é a tinica solu¢do em B(xg, 7). Pelo teorema

(B.10),
r € (0,r0) = d(I — T, B(wo,7),y) = d(I — T, B(xo,70),y)
Esse valor é o indice da solucao isolada xg, e também é definido por

'l(] T, ZCo,y) = hmd([ — T,B(x()ar)vy)'

r—0

Teorema B.11 Seja T um operador compacto definido em torno da origem,

diferencidvel na origem e tal que T(0) = 0.

a) Sel nao é autovalor de T'(0), entao 0 € uma solugao isolada de (I—T)x =0

i(I —1T,0,0) = (—1)"

onde B € a soma das multiplicidades algébrias dos autovalores de T'(0) que

estdao no intervalo (1,+00).

b) Quando 5 ndo é autovalor de T'(0), o indice i(I—XT,0,0) estd bem definido
e € multiplicado por (—1)™ quando A atravessa um inverso de um autovalor

de multiplicitdade m;.
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