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Resumo

Nesta dissertação, vamos analisar alguns teoremas sobre hipersuperf́ıcies com curvatura

média constante nas formas espaciais Rn+1, Sn+1(1) e Hn+1.

No caso em que M
n+1

= Sn+1(1) e a hipersuperf́ıcie Mn possui curvatura média nula

(mı́nima), resultados devido à Simons [20], Chern, do Carmo, Kobayashi [11] e Lawson

[16] mostraram que uma condição sobre a norma do operador de forma garante que Mn é

totalmente geodésica ou um toro de Clifford.

O próximo passo para estender essa noção é analisar hipersuperficies com curvatura

média constante e perceber que temos um 2-tensor de Codazzi h̊ definido por meio da

segunda forma fundamental h(X, Y ) = 〈AX, Y 〉, onde A é o operador de forma, X, Y são

campos tangentes a M , e h a segunda forma fundamental. Neste caso, h̊ obedece a equação

de Codazzi,

∇X h̊(Y, Z) = ∇Y h̊(X,Z).

Em seguida, veremos que uma condição sobre a norma de h̊ classifica as hipersuperf́ıcies

Mn com curvatura média constante imersas em Sn+1(1). Tal resultado se deve a H. Alencar

e M. do Carmo (ver [1]). Posteriormente, vamos tratar de um caso mais geral que é quando

Mn está imersa numa forma espacial com curvatura constante c denotada por Fn+1(c) e

satisfaz uma desigualdade integral ótima sobre h̊, obtido por Catino [8].

Palavras-Chave: Hipersuperf́ıcies, Curvatura média constante, Forma espacial.
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Abstract

In this dissertation, we will analyze some theorems about hypersurfaces with constant

mean curvature in the space forms Rn+1, Sn+1(1) and Hn+1.

In the case M
n+1

= Sn+1(1) and the hypersurface Mn has zero (minimum) mean

curvature, results due to Simons [20], Chern, do Carmo, Kobayashi [11] and Lawson [16]

showed that a condition on the form operator norm ensures that Mn is totally geodesic or

a Clifford Torus.

The next step to extend this notion is to analyze hypersurfaces with constant mean

curvature and realize that we have a Codazzi 2-tensor h̊ defined by the second fundamental

form h(X, Y ) = 〈A.X, Y 〉 where A is the form operator, X, Y are vector fields on M and h

is the second fundamental form. In this case, h̊ satisfies the Codazzi equation,

∇X h̊(Y, Z) = ∇Y h̊(X,Z)

Next, we will to see that a condition on the norm of h classifies the hypersurfaces Mn

with constant mean curvature immersed in Sn+1(1). This result is due to H. Alencar and

M. do Carmo (see [1]). Later, we will deal with a more general case, which is when Mn

is immersed in a space form with constant curvature c denoted by Fn+1(c) and satisfies a

optimal integral inequality on h̊, obtained by Catino [8].

Key-words: Hypersurfaces, Constant mean curvature, Space Form.
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Introdução

No estudo da caracterização de hipersuperf́ıcies com curvatura média constante imersas

em formas espaciais de curvatura constante c, podemos observar muitos avanços ao longo

do tempo. Primeiramente, citamos um interessante resultado obtido por Delauney [13] em

1841, o qual caracteriza toda superf́ıcie de revolução com curvatura média constante em R3.

Teorema (Charles Delauney). A curva plana descrita por um dos focos de uma cônica

quando esta rola sobre uma reta, sem deslizar, gera uma superf́ıcie de revolução de curvatura

média constante. Além disso, toda superf́ıcie de revolução com curvatura média constante

é obtida desta maneira.

Um famoso questionamento levantado por H. Hopf foi: as esferas redondas são as

únicas superf́ıcies compactas de curvatura média constante em R3? Somente em 1985,

Went [22] obteve um contra-exemplo para o questionamento levantado por H. Hopf,

fornecendo exemplos de superf́ıcies compactas de curvatura média constante imersas em

R3 homeomorfas à toros.

Seguindo nesta direção, S.S. Chern [12] obetve um famoso teorema, o qual, de maneira

mais geral, caracteriza hipersuperf́ıcies CMC (curvatura média constante) de uma forma

espacial F3(c) com curvatura constante c.

Teorema (Hopf-Chern [12]). Seja M2 uma superf́ıcie compacta com curvatura média

constante em uma forma espacial F3(c) de curvatura constante c. Então, ou M2 é

totalmente umb́ılica ou, X (M2) ≤ 0. Em particular, toda esfera bidimensional com

curvatura média constante imersa em uma forma espacial F3(c) é totalmente umb́ılica.

2
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No caso particular de hipersuperf́ıcies mı́nimas, em 1968, J. Simons [20], caracterizou as

hipersuperf́ıcies mı́nimas em Sn+1 com a condição |A|2 ≤ n, onde A é o operador de forma.

Observando que, nessas condições, |A|2 só pode obter os valores 0 ou n. Seguindo a mesma

linha, Lawson [16], obteve de maneira independente a S.S. Chern, Do Carmo e Kobayashi

[11] uma caracterização de tais hipersuperf́ıcies Mn para o caso |A|2 = n. Tal condição é

equivalente a Mn ser (localmente) um Toro de Clifford em Sn+1(1).

Já no ano de 1994, com o intuito de mostrar uma generalização dos resultados de Simons,

Lawson e Chern et. al. para hipersuperf́ıcies CMC de Sn+1(1), H. Alencar e Do Carmo [1],

introduziram o polinômio

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1),

e mostraram que se |̊h|2 ≤ BH , onde BH é o quadrado da raiz positiva de PH(x) e h̊ = Hg−h

com h sendo a segunda forma fundamental da imersão, então ou Mn é totalmente umb́ılica

ou, acontece um dos casos:

a) H = 0 e M é um toro de clifford em Sn+1.

b) H 6= 0, n ≥ 3 e M é um H(r)- toro com r2 <
n− 1

n
.

c) H 6= 0, n = 2 e M é um H(r)- toro com r2 6= n− 1

n
.

De acordo com os resultados obtidos por Simons [20], Chern, Do Carmo e Kobayashi

[11], Lawson [16] e Alencar e Do Carmo [1], podeŕıamos levantar a seguinte questão:

Considerando uma hipersuperf́ıcie CMC em Sn+1(1) de modo que |̊h| é constante, então o

conjunto de valores que |̊h| pode assumir é discreto? Tal indagação é comumente chamada de

Conjectura de Chern. Das contribuições para a resolução deste, podemos citar o trabalho

de Peng e Terng [19] o qual para o caso n = 3 e H = 0 mostrou que se 3 < |̊h| ≤ 6 e

|̊h| = cte, então |̊h| = 6.. Posteriormente podemos citar o trabalho de Almeida e Brito [2]

que estenderam este resultado para H = cte.

Mais recentemente, em 2016, o italiano G. Catino [8] estendeu os resultados de H.

Alencar e Do Carmo para hipersuperf́ıcies CMC de uma forma espacial Fn+1(c) de curvatura
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constante c, satisfazendo uma certa desigualdade integral. Além disso, em dimensão n = 2,

tal resultado recupera o Teorema de Hopf-Chern citado acima.

Para seguirmos adiante, apresentamos alguns preliminares necessários para estudar os

resultados mais gerais propostos nessa dissertação.



Capı́tulo 1
Conceitos Preliminares

1.1 Curvatura

Neste caṕıtulo, vamos tratar de definições e alguns resultados que nos ajudarão a

compreender os posteriores no que diz respeito a curvatura de uma variedade riemanniana

(Mn, g) com conexão de Levi-Civita ∇. Além disso, denotemos por C∞(M) e X (M) o

espaços das funções e Campos diferenciáveis sobre M , respectivamente. Para maiores

detalhes o leitor pode consultar [4], [6] e [21].

Definição 1.1. Dada uma variedade riemanniana (Mn, g), o tensor de curvatura é a

aplicação R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y e Z ∈ X(M).

EmRn, lembrando que dados campos X, Y ∈ X(Rn) a conexão compat́ıvel com a métrica

usual de Rn é tal que (∇XY ) = DY (X), temos ∇Y∇XZ − ∇X∇YZ = (DZ)(Y ◦ X) −

(DZ)(X ◦ Y ) = (DZ)(Y ◦X −X ◦ Y ) = (DZ)([Y,X]). Portanto R(X, Y )Z = 0 em Rn.

5
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Proposição 1.1. O tensor endorfismo curvatura, ou simplesmente o tensor curvatura,

possui as seguintes propriedades:

a) R(X1 + fX2, Y )Z = R(X1, Y )Z + fR(X2, Y )Z;

b) R(X, Y1 + fY2)Z = R(X, Y1)Z + fR(X, Y2)Z;

c) R(X, Y )(Z1 + fZ2) = R(X, Y )Z1 + fR(X, Y )Z2.

Demonstração. Segue da definição de R e das propriedades de uma conexão riemanniana.

Para mais detalhes veja [6].

Definição 1.2. (Convenção de Einstein) Na linguagem tensorial, ı́ndices que se repetem

estão se somando. Por exemplo, em vez de escrevermos X =
∑

iX
i∂i escrevemos

simplesmente X i∂i

Em um sistema de coordenadas locais, o tensor de curvatura se escreve,

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l.

Observe que dados X = X i∂i, Y = Y j∂j e Z = Zk∂k em X (M) temos

R(X, Y )Z = Rl
ijkX

iY jZk∂l,

ou seja, R depende apenas dos valores dos campos X, Y, Z em p ∈ M e dos valores das

funções Rl
ijk em p.

Proposição 1.2. Identidade de Bianchi

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.
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Demonstração. Segue da definição de R e da simetria da conexão de Levi-Civita que

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

+ ∇Z∇YX −∇Y∇ZX +∇[Y,Z]X

+ ∇X∇ZY −∇Z∇XY +∇[Z,X]Y

= ∇X(∇ZY −∇YZ) +∇[Y,Z]X

+ ∇Y (∇XZ −∇ZX) +∇[Z,X]Y

+ ∇Z(∇YX −∇XY ) +∇[X,Y ]Z

= ∇X [Z, Y ]−∇[Z,Y ]X +∇Y [X,Z]−∇[X,Z]Y

+ ∇Z [Y,X]−∇[Y,X]Z

= [X, [Z, Y ]] + [Y, [X,Z]] + [Z, [Y,X]] = 0,

pela identidade de Jacobi para o colchete de Lie.

A partir deste tensor, podemos definir um 4-tensor Rm dado por

Rm(X, Y, Z, T ) = 〈R(X, Y )Z, T 〉,

onde X, Y, Z, T são campos tangentes a M . Assim, em coordenadas,

Rijkl = 〈R(∂i, ∂j)∂k, ∂l〉.

Naturalmente,

Rijkl = 〈Rs
ijk∂s, ∂l〉 = Rs

ijkgsl.

O 4-tensor Rm satisfaz as seguintes propriedades.

Proposição 1.3. Em coordenadas locais, temos:

a) Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0. (Identidade de Bianchi)

b) Rijkl = −Rjikl.
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c) Rijkl = −Rijlk.

d) Rijkl = Rklij.

Demonstração. Ver [6].

Agora, vejamos alguns resultados importantes sobre curvatura seccional.

Definição 1.3. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana e p ∈ M . Considere o subspaço

σ gerado por dois vetores linearmente independentes x, y de TpM . Definimos a curvatura

seccional K(x, y) em p sobre o plano σ por

K(x, y) =
Rm(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
.

Tal resultado não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ. Para uma verificação disto

veja [6]. Então K(x, y) = K(σ) é chamado curvatura seccional de σ em p. Um fato

interessante é que se conhecemos K(σ) para todo σ ⊂ TpM então conheceremos Rm para

todo p ∈M . Isto se traduz no seguinte Lema

Lema 1.1. Suponha que exista R′ : X(M)×X(M)×X(M)→ X(M) satisfazendo as mesmas

propriedades do tensor R. Se

K(σ) =
Rm(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
=
R′m(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
= K ′(σ),

para todo σ ⊂ TpM , então R = R′.

Demonstração. Basta usar as simetrias do tensor curvatura para mostrar que

Rm(x, y, z, t) = R′m(x, y, z, t) para todos x, y, z, t ∈ TpM . Para mais detalhes ver [6].

Um Lema extremamente útil para este trabalho é o seguinte.

Lema 1.2. Sejam Mn uma variedade riemanniana e p um ponto de M . Defina uma

aplicação trilinear R′ : TpM × TpM × TpM → TpM por

〈R′(X, Y )W,Z〉 = 〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈Y,W 〉〈X,Z〉.
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para todos X, Y, Z,W ∈ TpM . Então M tem curvatura seccional constante k0 se e somente

se, R = k0R
′, onde R é a curvatura de M .

Demonstração. Primeiramente, observe que a volta é imediata pois se R = k0R
′, então,

para quaisquer X, Y ∈ TpM , temos

R(X, Y,X, Y ) = k0(〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2),

ou seja,
R(X, Y,X, Y )

|X ∧ Y |2
= k0.

Reciprocamente, suponha que M tem curvatura seccional constante k0, ou seja,

R(X, Y,X, Y )

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
= k0,

isto é,

R(X, Y,X, Y ) = k0(|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2) = k0R
′(X, Y,X, Y ),

para todo σ gerado por X, Y . Pelo Lema 1.1, temos que R = k0R
′ como queŕıamos.

Corolário 1.1. Seja M uma variedade riemanniana e p ∈ M um ponto de M . Tomemos

uma base ortonormal {ei}, i = 1, .., n, de TpM . Então, M tem curvatura seccional constante

k0 em p, se só se,

Rijkl = k0(δikδjl − δilδjk),

onde δij = gij considerando a base ortonormal.

1.2 Curvatura de Ricci e Curvatura escalar

A seguir, iremos introduzir outras noções de curvatura sobre uma variedade riemanniana

(Mn, g).

Definição 1.4. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana. O tensor de Ricci é a aplicação

Ric : X(M)× X(M)→ C∞(M) dada por
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Ric(X, Y ) = tr(Z 7→ R(X,Z)Y ).

Em coordenadas locais, temos

Rik = Ric(∂i, ∂k) = Rj
ijk =

∑
j,l

δjlR
l
ijk =

∑
j,l,p

gjpgplR
l
ijk =

∑
j,p

gjpRijkp,

isto é, utilizando a convenção de Einstein, temos

Rik = gjlRijkl.

Definição 1.5. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana. Definimos a curvatura escalar

R como

R = gijRij,

onde Rij são as componentes do tensor de Ricci. No que segue daqui em diante uma

variedade riemanniana será simplesmente representada pelo par (Mn, g).

1.3 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Definição 1.6. Considere uma variedade riemanniana (Mn, g) e f : Mn → R uma função

diferenciável. O Gradiente de f é o campo ∇f em M dado por

〈∇f,X〉 = X(f),

para todo X ∈ TM .

Segue-se facilmente desta definição o seguinte:

1) ∇(f + g) = ∇f +∇g

2) ∇(fg) = g∇f + f∇g.
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Tomando um referencial ortonormal {ei} temos

〈∇f, ei〉 = ei(f)〈ei, ei〉 = 〈ei(f)ei, ei〉.

Dáı, podemos concluir que ∇f = ei(f)ei.

Proposição 1.4. Seja f : Mn → R uma função diferenciável. Dados p ∈ M e v ∈ TpM ,

consideremos uma curva γ : I ⊂ R→M tal que γ(0) = p e γ′(0) = v. Então,

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣
t=0
.

Demonstração. Ver [4].

Corolário 1.2. Se f : M → R e φ : R → R são funcões diferenciáveis, então para todo

p ∈M

∇(φ ◦ f) = φ′(f)∇f.

Demonstração. Da proposição anterior, considerando v ∈ TpM e uma curva γ satisfazendo

as mesmas condições, teremos

〈∇(φ ◦ f), v〉 =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)

∣∣
t=0

= φ′(f(γ(0)))
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣
t=0

= φ′(f)〈∇f, v〉,

no ponto p.

Definição 1.7. Seja f : M → R uma função diferenciável. Um ponto p ∈ M se chama

ponto cŕıtico de f se ∇f(p) = 0. Em particular segue que todo ponto de máximo ou mı́nimo

local de f é ponto cŕıtico.

Proposição 1.5. Seja Mn uma variedade conexa e f : M → R uma função diferenciável.

Se ∇f = 0 em M então f é constante em M .

Demonstração. Ver [4].
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Definição 1.8. Seja X um campo tangente diferenciável sobre M . O Divergente de X é

a função diferenciável divX : Mn → R, dada para p ∈M por

divX(p) = tr(v 7→ (∇vX)(p)),

onde v ∈ TpM .

Tomando um referêncial ortonormal {ei} e X =
∑

i a
iei ∈ X (M), temos

div(X) =
∑
i

〈∇eiX, ei〉 =
∑
i

ei〈X, ei〉 −
∑
i

〈X,∇eiei〉 =
∑
i

ei(ai)−
∑
i

〈X,∇eiei〉.

Utilizando a convenção de Einstein, teremos

div(X) = 〈∇eiX, ei〉 = ei〈X, ei〉 − 〈X,∇eiei〉 = ei(ai)− 〈X,∇eiei〉.

O divergente de um campo sobre Mn satisfaz as seguintes propriedades.

Proposição 1.6. Dados X, Y campos diferenciáveis em M e f : M → R uma função

diferenciável, temos

a) div(X + Y ) = divX + divY

b) div(fX) = fdivX + 〈∇f,X〉

Demonstração. O item a) é imediato. Para provar b), pela definição temos

div(fX) = 〈∇ei(fX), ei〉 = 〈f∇eiX + ei(f)X, ei〉 = f〈∇eiX, ei〉+ 〈ei(f)ei, X〉

= fdivX + 〈∇f,X〉.

Definição 1.9. Seja (Mn, g) e f : Mn → R uma função diferenciável. O Laplaciano de

f é a função ∆f : Mn → R dada por

∆f(p) = div(∇f)(p).
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Segue da definição de divergente para um referencial ortonormal e de ∇f = ei(f)ei que,

∆f = ei(ei(f))− 〈∇eiei,∇f〉 = ei(ei(f))− (∇eiei)f.

Quando tomamos um referencial geodésico {ei} em p, temos que ∇eiei(p) = 0 e portanto,

para tal referencial

∆f(p) = ei(ei(f))(p).

Proposição 1.7. Dadas funções f, g : Mn → R temos

∆(fg) = g∆f + f∆g + 2〈∇f,∇g〉.

Demonstração. Basta utilizar as propriedades do Divergente. Para mais detalhes veja

[4].

Em particular
1

2
∆f 2 = f∆f + |∇f |2.

1.4 Imersões isométricas

Seja f : Mn → M
n+k

uma imersão, onde M é uma variedade diferenciável e M uma

variedade riemanniana. Então podemos definir uma métrica em M que torna f uma

isometria. Tome p ∈M . Dados u, v ∈ TpM definimos

〈u, v〉p = 〈dfpu, dfpv〉f(p).

Como f é uma imersão, para cada p ∈M existe uma vizinhança U ⊂M de tal modo que

f restrita a U é um mergulho. Assim, podemos “identificar ”U com f(U) e cada v ∈ TpM ,

p ∈ U , com dfpv ∈ Tf(p)M . Para cada p ∈ M temos que dfp(TpM) ∼= TpM é um subespaço

vetorial de Tf(p)M . Da álgebra linear, temos

Tf(p)M = TpM ⊕ (TpM)⊥.
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Dáı, para cada v ∈ TpM podemos o decompor de maneira única, como

v = v> + v⊥,

onde v> ∈ TpM é chamada a componente tangencial e v⊥ ∈ (TpM)⊥ a componente normal.

Denotando ∇ a conexão de M prova-se que dados X, Y campos tangentes a M e X,Y

extensões locais a M, a conexão definida por (∇XY )> é uma conexão compat́ıvel com a

métrica de M . Segue da unicidade da conexão de Levi-Civita que ∇XY = (∇XY )>.

Definimos a segunda forma fundamental vetorial h, dada por

h(X, Y ) = (∇XY )⊥ = ∇XY −∇XY, (1.1)

onde X, Y ∈ X(M). É fácil mostrar que h é bilinear e simétrica (ver [6]).

Para cada η ∈ (TpM)⊥ podemos definir a segunda forma fundamental de f em p na

direção do vetor normal η como a aplicação hη : TpM × TpM → R dada por

hη(X, Y ) = 〈h(X, Y ), η〉.

De acordo com a Equação (1.1), é fácil mostrar que hη é uma forma bilinear e simétrica.

Podemos associar a segunda forma fundamental a uma aplicação linear Aη : TpM →

TpM , tal que para todos X, Y ∈ TpM , temos

〈AηX, Y 〉 = hη(X, Y ).

Como hη é simétrica, segue que 〈AηX, Y 〉 = hη(X, Y ) = hη(Y,X) = 〈AηY,X〉, ou seja,

Aη é auto-adjunta. Da álgebra linear, sabemos que existe uma base ortonomal {ei} de TpM

que diagonaliza Aη em p, a saber, Aηei = kiei para todo i =, .., n. Chamamos os k′is, as

curvaturas principais de M em p.

Proposição 1.8. Seja p ∈ M , x ∈ TpM , η ∈ (TpM)⊥ e extensões locais X e N de x e η
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respectivamente. Então, em p

Aη(x) = −
(
∇XN

)>
.

Demonstração. Tomando y ∈ TpM e Y uma extensão local a M observe que 〈N, Y 〉 = 0.

Logo

〈AηX, Y 〉 = 〈h(X, Y ), N〉 = 〈∇XY −∇XY,N〉 = 〈∇XY,N〉.

Mas, 0 = X〈N, Y 〉 = 〈∇XN, Y 〉+ 〈N,∇X , Y 〉 e dáı,

〈AηX, Y 〉 = 〈∇XY,N〉 = 〈−∇XN, Y 〉 = 〈−(∇XN)>, Y 〉.

Definição 1.10. Seja f : Mn →M
n+k

uma imersão isométrica e considere um referencial

ortonormal adaptado {Ei}i=1,..k a um aberto U ⊆ M e Ai = AEi
. Definimos o vetor

curvatura média H de M por,

H =
1

n

n+k∑
i=n+1

(tr(Ai))Ei =
( 1

n
tr(AEn+1), ...,

1

n
tr(AEn+k

)
)
.

Observação 1.1. Quando a codimensão é igual a 1, temos tr(A) = nH.

Quando o vetor H = 0, dizemos que f é uma imersão mı́nima. Um caso interessante

surge quando estudamos hipersuperf́ıcies, a qual passamos a definir.

Definição 1.11. Seja f : Mn → M
n+1

uma imersão isométrica. Chamamos Mn uma

hipersuperf́ıcie. Quando H = 0, dizemos que Mn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima.

No caso de hipersuperf́ıcies, como dim(TpM)⊥ = 1, hη será representada por h, já que

não há perigo de confusão. Pretendemos agora, relacionar as curvaturas seccionais de Mn

e sua “variedade ambiente”M
n+k

.

Teorema 1.1. Sejam Mn e M
n+k

variedades riemannianas com conexões ∇, ∇ e

curvaturas seccionais K e K, respectivamente. Então, dados x, y vetores ortonormais em

TpM , temos

K(x, y)−K(x, y) = 〈h(x, x), h(y, y)〉 − |h(x, y)|2.
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Demonstração. Denotando ∇, K e X conexão, curvatura seccional e campo em M e apenas

colocando uma barra superior para indicar que diz respeito a M , tomando X um campo

em M tal que Xp = x e Y de maneira análoga para y com Yp = y, temos

K(x, y)−K(x, y) = R(X, Y,X, Y )−R(X,Y ,X, Y )

= 〈∇Y∇XX −∇X∇YX −∇[X,Y ]X, Y 〉

− 〈∇Y∇XX −∇X∇YX −∇[X,Y ]X,Y 〉

= 〈∇Y∇XX −∇X∇YX −∇Y∇XX +∇X∇YX,Y 〉

+ 〈∇[X,Y ]X −∇[X,Y ]X,Y 〉,

pois em M , Y = Y . Observe que a última parcela se anula pois é igual a

−〈h([X, Y ], Y ), Y 〉,

ou seja, é o produto interno de um vetor normal a M com um vetor tangente a M . Tomando

uma referencial ortonormal {Ej}, j = n+ 1, ..., n+ k, para X(M)⊥ temos que

h(X, Y ) =
∑
j

βjEj.

Note que hEr(X, Y ) = 〈h(X, Y ), Er〉 = βr. Portanto, podemos escrever

h(X, Y ) =
∑
j

hj(X, Y )Ej,

onde hj = hEj
. Assim, para cada p ∈M , temos

∇Y∇XX = ∇Y (h(X,X) +∇XX) = ∇Y (
∑
j

hj(X,X)Ej) +∇Y∇XX

=
∑
j

(
hj(X,X)∇YEj + Y hj(X,X)Ej

)
+∇Y∇XX.

Logo, pela Proposição 1.8, temos que 〈∇YEj, Y 〉 = 〈−AEi
Y, Y 〉 = −hi(Y, , Y ). Além disso,
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Y (hj(X,X))Ej é um vetor normal e portanto seu produto interno com Y é nulo. Conclúımos

que

〈∇Y∇XX,Y 〉 = −
∑
j

hj(X,X)hj(Y, Y ) + 〈∇Y∇XX, Y 〉.

Analogamente,

〈∇X∇YX,Y 〉 = −
∑
j

hj(X, Y )hj(X, Y ) + 〈∇X∇YX, Y 〉.

Finalmente,

K(x, y)−K(x, y) =
∑
j

hj(X,X)hj(Y, Y )−
∑
j

hj(X, Y )hj(X, Y )

= 〈h(x, x), h(y, y)〉 − |h(x, y)|2.

Para hipersuperf́ıcies, tomando um referencial ortonormal {ei} em p ∈ Mn que

diagonaliza h, teremos

K(ei, ej)−K(ei, ej) = kikj.

Definição 1.12. Uma imersão f : Mn → M
n+k

é geodésica em p ∈ M , se para todo

η ∈ (TpM)⊥ a segunda forma fundamental hη é identicamente nula. Dizemos também que

f é totalmente geodésica, se é geodésica para todo p em M .

Veremos mais adiante que um exemplo importante de imersão totalmente geodésica é

considerar a aplicação f : Sn(1) → Sn+1(1) que se apresenta como primeiro exemplo de

imersão mı́nima em Sn+1(1).

Definição 1.13. Seja (M
n+1

, g) uma variedade riemanniana e f : Mn → M
n+1

uma

imersão isométrica. Dizemos que a imersão f é totalmente umb́ılica se para todo p ∈ Mn,

a segunda forma fundamental h satisfaz

h(X, Y ) = λ(p)〈X, Y 〉,
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para todo par X, Y ∈ X(M).

1.5 Equações fundamentais de uma imersão isométrica

Seja f : Mn →M
n+k

uma imersão. Para X ∈ X(M) e η ∈ X(M)⊥, temos o seguinte:

∇Xη = (∇Xη)> + (∇Xη)⊥ = −AηX + (∇Xη)⊥.

Denotando (∇Xη)⊥ = ∇⊥Xη temos uma conexão da imersão que chamamos de conexão

normal ∇⊥. Verifica-se facilmente que ∇⊥ possui as propriedades usuais de uma conexão.

Como a conexão ambiente se divide na componente tangente (que é a conexão de M) e a

componente normal, a conexão normal é um campo (de M) normal a M , ou seja, uma seção

do fibrado normal sobre M . Assim, de maneira natural, surge uma noção de curvatura

normal, que nada mais é que a fórmula de curvatura para a conexão normal.

Definição 1.14. Dados X, Y ∈ X(M) e η ∈ X(M)⊥. Definimos a curvatura normal R⊥

como

R⊥(X, Y )η = ∇⊥Y∇⊥Xη −∇⊥X∇⊥Y η +∇⊥[X,Y ]η. (1.2)

Vamos agora utilizar tal conceito para ter uma relação entre a curvatura de M e a

curvatura de sua variedade ambiente M e relacionar a curvatura normal com a curvatura

da variedade ambiente apenas conhecendo a segunda forma fundamental.

Proposição 1.9. Seja f : Mn → M
n+k

uma imersão e ∇,∇ as conexões de M e M

respectivamente. Então,

a) (Equação de Gauss)

〈R(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉 − 〈h(Y, T ), h(X,Z)〉+ 〈h(X,T ), h(Y, Z)〉.

b) (Equação de Ricci)

〈R(X, Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X, Y )η, ζ〉 = 〈[Aη, Aζ ]X, Y 〉.
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Demonstração. a) Primeiramente, por definição

∇XY = ∇XY + h(X, Y )

e

∇Xη = (∇Xη)> +∇⊥Xη.

Usando tais propriedades temos,

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= ∇Y (∇XZ + h(X,Z))−∇X(∇YZ + h(Y, Z)) +∇[X,Y ]Z + h([X, Y ], Z)

= ∇Y∇XZ +∇Y h(X,Z)−∇X∇YZ −∇Xh(Y, Z) +∇[X,Y ]Z + h([X, Y ], Z)

= ∇Y∇XZ + h(Y,∇XZ)− Ah(X,Z)Y +∇⊥Y h(X,Z)−∇X∇YZ + h(X,∇YZ)

+ Ah(Y,Z)X −∇⊥Xh(X,Z) +∇[X,Y ]Z + h([X, Y ], Z).

Agrupando convenientemente e observando que fazendo produto interno com T os termos

normais se anulam, obtemos o desejado.

Para o item b), a demonstração da equação de Ricci segue as mesmas ideias da

demonstração da equação de Gauss. Para mais detalhes veja [6].

Podemos escrever a segunda forma fundamental como um tensor h : X(M) × X(M) ×

X(M)⊥ → C∞(M) dado por

h(X, Y, η) = 〈h(X, Y ), η〉.

A diferencial covariante de um k-tensor T : X(M)× ...×X(M)→ C∞(M) é o (k+1)-tensor

(∇T ) dado por

∇Xk+1
T (X1, .., Xk) = ∇T (X1, ..., Xk, Xk+1) = Xk+1(T (X1, ..., Xk))

−
∑
i

T (X1, ..,∇Xk+1
Xi, ..., Xk).
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Com estas ideias postas, podemos enunciar o seguinte:

Proposição 1.10. (Equação de Codazzi): Seja f : Mn → M
n+k

uma imersão. Para

X, Y, Z ∈ X(M) e η ∈ X(M)⊥ temos

〈R(X, Y )Z, η〉 = ∇Y h(X,Z, η)−∇Xh(Y.Z, η).

Demonstração. Temos pelas definições anteriores que

∇Xh(Y, Z, η) = X〈h(Y, Z), η〉 − 〈h(∇XY, Z), η〉 − 〈h(Y,∇XZ), η〉 − 〈h(Y, Z),∇⊥Xη〉

〈∇⊥Xh(Y, Z), η〉 − 〈h(∇XY, Z), η〉 − 〈h(Y,∇XZ), η〉.

Na demonstração da equação de Gauss, reveja que

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z + h(Y,∇XZ) +∇⊥Y h(X,Z)− Ah(X,Z)Y − h(X,∇YZ)−∇⊥Xh(Y, Z)

+Ah(Y,Z)X + h([X, Y ], Z).

Fazendo produto interno com η os termos tangentes se anulam e obtemos

〈R(X, Y )Z, η〉 = 〈h(Y,∇XZ), η〉+ 〈∇⊥Y h(X,Z), η〉 − 〈h(X,∇YZ), η〉 − 〈∇⊥Xh(Y, Z), η〉

+〈h([X, Y ], Z), η〉.

Como [X, Y ] = ∇XY −∇YX, obtemos

〈R(X, Y )Z, η〉 =
[
〈∇⊥Y h(X,Z), η〉 − 〈h(∇YX,Z), η〉 − 〈h(X,∇YZ), η〉

]
−
[
〈∇⊥Xh(Y, Z), η〉 − 〈h(∇XY, Z), η〉 − 〈h(Y,∇XZ), η〉

]
= ∇Y h(X,Z, η)−∇Xh(Y, Z, η).

No nosso contexto, vamos trabalhar em variedades ambientes com curvatura seccional
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constante. Assim sendo k0 = R(X, Y,X, Y ) segue do Lema (1.2) que

〈R(X, Y )Z, η〉 = k0(〈X,Z〉〈Y, η〉 − 〈Y, Z〉〈X, η〉) = 0.

A equação de Codazzi para este caso se reduz a

∇Xh(Y, Z, η) = ∇Y h(X,Z, η).

De maneira equivalente, para a forma algébrica da segunda forma fundamental h, temos

∇Xh(Y, Z) = ∇Y h(X,Z).

1.6 Tensores de Codazzi com traço constante

Seja Mn uma variedade riemanniana. Um 2-tensor T : X(M)×X(M)→ C∞(M) é dito

de Codazzi se é simétrico e satisfaz

∇XT (Y, Z) = ∇Y T (X,Z).

Seja T um tensor de Codazzi. Em particular, vamos assumir que o traço de T seja

constante. Podemos definir um tensor T̊ = T − 1

n
tr(T )g com traço nulo, chamado traceless

de T, o qual é novamente um tensor de Codazzi. Em coordenadas locais, temos

∇kT̊ij = ∇kT̊ji = ∇jT̊ki = ∇jT̊ik. (1.3)

Assim, derivando com relação a k a Eq. (1.3) e tomando o traço com relação a k,

obtemos

∆T̊ij = ∇k∇kT̊ij = ∇k∇jT̊ik. (1.4)
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Usando a identidade de Ricci para a comutação de derivadas covariantes (ver [21]), segue

de (1.4),

∆T̊ij = ∇k∇jT̊ik = ∇j∇kT̊ik −RikjlT̊kl +RjkT̊ik.

Segue do fato de tr(T̊ ) = 0 que

∆T̊ij = −RikjlT̊kl +RjkT̊ik. (1.5)

Agora, pela fórmula de Weitzenbock (ver [3]), temos

1

2
∆|T̊ |2 = |∇T̊ |2 + ∆T̊ij.T̊ij. (1.6)

Segue de (1.5) e (1.6)

1

2
∆|T̊ |2 = |∇T̊ |2 −RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik. (1.7)

Vamos ao seguinte lema técnico que será útil em demonstrações futuras.

Lema 1.3 (Desigualdade de Okumura [18]). Sejam µi, i = 1, ..., n números reais tais que∑
i µi = 0 e

∑
i µ

2
i = β2, onde β é uma constante não-negativa. Então,

− n− 2√
n(n− 1)

β3 ≤
∑
i

µ3
i ≤

n− 2√
n(n− 1)

β3.

e a igualdade no lado direito (esquerdo) ocorre se, e somente se, apenas (n−1) dos números

µ′is são não-positivos (não-negativos) e iguais.

Demonstração. Sejam f : U ⊂ Rn → R e g : U ⊂ Rn → R funções, onde U é aberto, dadas

por f(µ) =
∑

i µ
2
i e g(µ) =

∑
i µi. Seja também φ : U → R; φ(µ) =

∑
i µ

3
i . Queremos

encontrar os pontos cŕıticos de φ restrita a M onde

M = {µ ∈ U ;
∑
i

µ2
i = β2;

∑
i

µi = 0} = f−1(β2) ∩ g−1(0).

Note que β2 e 0 são valores regulares de f e g respectivamente. Assim, para µ ∈ M
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ponto cŕıtico devemos ter

grad(φ(µ)) = λ1grad(f(µ)) + λ2grad(g(µ)).

Logo, para µ ponto cŕıtico de φ
∣∣
M

, devemos ter

µ2
i − λµi − α = 0 (1.8)

Somando em i, temos que α ≥ 0. Se α = 0 segue imediatamente que β = 0. Multiplicando

(1.8) por µi, conclúımos que
∑

i µ
3
i = 0. Se α > 0, então (1.8) tem duas ráızes a e −b com

a, b > 0. Supondo que os p primeiros µi sejam a e os (n− p) restantes sejam −b, temos

µ1 = ... = µp = a;µp+1 = ... = µn = −b.

Então,

β2 =
∑
i

µ2
i = pa2 + (n− p)b2

0 =
∑
i

µi = pa− (n− p)b

φ =
∑
i

µ3
i = pa3 − (n− p)b3.

Dáı

b =
p

n− p
a⇒ β2 = pa2 + (n− p) p2

(n− p)2
a2 = pa2 +

p2

n− p
a2 ⇒ a2 =

n− p
np

β2.

De maneira análoga,

b2 =
p

n(n− p)
β2.

Também,

φ = pa2a− (n− p)b2b =
p(n− p)
np

β2a− (n− p) p

n− p
β2b =

n− p
p

β2a− p

n
β2b.

Assim, como β2, a, b são positivos temos que a medida que p cresce, φ descresce. Portanto,
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φ atinge o máximo para p = 1 e o mı́nimo para p = n − 1, donde por um cálculo direto

segue o resultado.

Citaremos agora um teorema que nos auxiliará em resultados futuros. Para mais detalhes

veja [5].

Teorema 1.2 (do Carmo e M. Dajczer). Seja f : Mn → M
n+1

(c), n ≥ 3 uma

hipersuperf́ıcie arbitrária. Suponha que as curvaturas principais k1, ..., kn de f satisfazem

k1 = k2 = ... = kn−1 = λ 6= 0, kn = −µ = −µ(λ) e λ − µ 6= 0. Então f(Mn) está contida

em uma hipersuperficie de rotação.



Capı́tulo 2
Hipersuperf́ıcies com curvatura média

constante em esferas

Seja f : Mn → Sn+1(1) uma imersão isométrica onde Mn é uma variedade diferenciável

orientável. Nosso objetivo neste caṕıtulo é tratar de uma extensão dos resultados obtidos

por Simons [20], Chern, do Carmo e Kobayashi [11] e Lawson [16], o qual trata de imersões

mı́nimas em esferas. Iremos mostrar como podemos generalizá-los para hipersuperf́ıcies

com curvatura média constante em esferas, resultado obtido por Alencar e do Carmo em

[1]. Existem dois casos conhecidos de variedades mı́nimas de Sn+1(1), a saber, o grande

ćırculo e o toro de clifford. Vamos mostrar esse fato nos exemplos a seguir.

2.1 Grande Ćırculo

Seja v ∈ Rn+2 um vetor unitário e c ∈ R com |c| < 1. Definimos,

Sn(v, c) = {x ∈ Sn+1(1); 〈x, v〉 = c}.

Geometricamente, Sn(v, c) é a esfera obtida pela interseção de Sn+1(1) ⊂ Rn+2 com um

plano cujo vetor normal é v e cuja distância à origem de Rn+2 é c. Claramente, Sn(v, c)

é uma hipersuperf́ıcie de Sn+1. Vamos calcular a segunda forma fundamental para obter

25
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alguma informação sobre Sn(v, c).

Seja ν : Sn(v, c)→ Sn+1(1) dada por,

ν(x) =
1√

1− c2
(v − cx).

Temos que |ν(x)| = 1 e ν é normal ao longo de Sn(v, c). Então, para todo x ∈ Sn(v, c), o

operador de forma é dado por

Ax = −dνx =
c√

1− c2
I,

onde I é a aplicação identidade e Ax = Aν(x). Isto mostra que Sn(v, c) é totalmente umb́ılica

cujas curvaturas principais são dadas por

k1 = ... = kn =
c√

1− c2
.

Além disso temos H =
c√

1− c2
e |Ax|2 =

nc2

1− c2
. Note que Sn(v, c) é totalmente

geodésica se, e somente se, c = 0, isto é, se e somente se, Sn(v, c) é um grande ćırculo.

2.2 Toro de Clifford

Denotemos por Mk = Sn(r1) × Sm(r2) um produto de esferas como hipersuperf́ıcie de

Sk+1(1). Vamos mostrar que tal hipersuperf́ıcie tem curvatura média constante e, além

disso, com um valor espećıfico para r1 e r2, Mk, torna-se mı́nima. Consideremos as imersões

f : Sn(r1)→ Rn+1, g : Sm(r2)→ Rm+1 e f × g : Sn(r1)× Sm(r2)→ Rk+2 onde k = n+m e

r1, r2 são tais que r2
1 + r2

2 = 1. Note que, dado x ∈ Sn(r1) e y ∈ Sm(r2), temos

(f × g)(x, y) = (f(x), g(y)) = (x1.., xn+1, y1, ..., ym+1),

onde
∑n+1

i=1 x
2
i = r2

1 e
∑m+1

i=1 y2
i = r2

2.
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Logo

|(f(x), g(y))|2 = r2
1 + r2

2 = 1,

e, portanto, podemos escrever f × g : Sn(r1)× Sm(r2)→ Sk+1(1).

Seja p = (p1, p2) ∈ Sn(r1)× Sm(r2). Então, um campo normal a Mk = Sn(r1)× Sm(r2)

pode ser dado por

N(p1, p2) =

(
−r2

r1

p1,
r1

r2

p2

)
.

De fato,

〈p,N(p)〉 =
〈

(p1, p2),

(
−r2

r1

p1,
r1

r2

p2

)〉
=
〈
p1,
−r2

r1

p1

〉
+
〈
p2,

r1

r2

, p2

〉
=
−r2

r1

|p1|2 +
r1

r2

|p2|2 = −r2r1 + r1r2 = 0.

Logo, N ∈ TpSk+1, pois p é normal a Sk+1. Desde que TpSk+1 = TpM ⊕ TpM
⊥,

mostraremos que 〈N, v〉 = 0 onde v ∈ TpM para concluir que N ∈ TpM
⊥. Seja

α : (−ε, ε) → M uma curva diferenciável tal que α(0) = p = (p1, p2) e α′(0) = v = (v1, v2),

v1 ∈ Tp1Sn e v2 ∈ Tp2Sm. Como α(t) ∈ M , existem curvas α1 : (−ε, ε) → Sn e

α2 : (−ε, ε)→ Sm tais que α(t) = (α1(t), α2(t)). Dáı,

〈α1(t), α1(t)〉 = |α1(t)|2 = r2
1 e 〈α2(t), α2(t)〉 = |α2(t)|2 = r2

2.

Derivando ambas equações anteriores com relação a t, obtemos

〈α′1(t), α1(t)〉 = 〈α′2(t), α2(t)〉 = 0.

Em particular 〈v1, p1〉 = 〈v2, p2〉 = 0. Logo,

〈N, v〉 =
〈(−r2

r1

p1,
r1

r2

p2

)
, (v1, v2)

〉
=
−r2

r1

〈p1, v1〉+
r1

r2

〈p2, v2〉 = 0.

Logo N ∈ TpM⊥. Note que o operador de forma AN da imersão f × g é tal que

ANX = −∇XN,
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onde X ∈ TpM e ∇ é a conexão de Sk+1(1) induzida pela conexão euclidiana.

Tomando α : (−ε, ε) → M , α(0) = p e α′(0) = Xp, temos (∇XN)p =
∂

∂t
N ◦ α(t)

∣∣
t=0

.

Logo,

∂

∂t
N ◦ α(t)

∣∣
t=0

=

(
−r2

r1

α′1(0),
r1

r2

α′2(0)

)
.

Portanto, (ANX)p =

(
r2

r1

α′1(0),
−r1

r2

α′2(0)

)
onde Xp = (α′1(0), α′2(0)).

Note que TpM = Tp1S
n × Tp2S

m podendo ser tomada uma base do tipo

{(e1, 0), ..., (en, 0), (0, f1), ..., (0, fm)} onde {e1, .., en} e {f1, ..., fm} são bases para Tp1S
n e

Tp2S
m respectivamente, de maneira que diagonalize AN . Observemos que para v = (x, 0)

com x ∈ Tp1Sn temos, ANv =
r2

r1

v. Com tal argumento, podemos dizer que a matriz que

representa o operador AN é dada por



r2

r1

0 · · · 0 0 · · · 0

0
r2

r1

· · · 0 0 · · · 0

...
...

. . .
...

... · · · ...

0 0 · · · r2

r1

0 · · · 0

0 0 · · · 0
−r1

r2

· · · 0

...
... · · · ...

...
. . .

...

0 0 · · · 0 0 · · · −r1

r2



onde
r2

r1

se repete n vezes e
−r1

r2

se repete m vezes. Para que f × g seja mı́nima, devemos

ter n
r2

r1

−mr1

r2

= 0, o que resulta em r1 =

√
n

n+m
e r2 =

√
m

n+m
. Com tais raios,

f × g é chamada Toro de Clifford.

Definição 2.1. Um H(r)-toro em Sn+1(1) é o produto Sn−1(r) × S1(
√

1− r2) imerso em

Rn+2 onde consideramos a imersão canônica de Sn−1(r) em Rn e S1(
√

1− r2) em R2.

Para o teorema da seção a seguir, veremos que uma condição especial sobre a norma
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do operador de forma, garante que quando uma imersão em Sn+1(1) é mı́nima, então a

variedade Mn é um grande ćırculo ou um Toro de Clifford.

2.3 Classificação de Hipersuperf́ıcies com curvatura

média constante em esferas

Vamos enunciar um teorema cujo item i) é devido a Simons (ver [20]) e o item ii) foi

obtido de maneira independente por Lawson (ver[16]) e S.S. Chern, Do Carmo e Kobayashi,

(ver[11]).

Teorema 2.1. Seja Mn uma variedade riemanniana compacta e f : Mn → Sn+1(1) uma

hipersuperf́ıcie mı́nima. Suponha que a segunda forma fundamental h, seja tal que |h|2 ≤ n,

para todo p ∈M . Então

i) ou |h|2 = 0, e M é totalmente geodésica, ou |h|2 = n;

ii) |h|2 = n se e somente se Mn é um Toro de Clifford em Sn+1.

Vamos agora apresentar alguns resultados que serão úteis na demonstração de um

teorema que é uma generalização do Teorema 2.1, no sentido de que pretende classificar

hipersuperf́ıcies com curvatura média constante imersas em esferas, com a condição de que

a norma de um dado operador é menor do que ou igual a uma constante.

Seja Mn uma hipersuperf́ıcie de Sn+1(1) e h a segunda forma fundamental. Desde que

o operador de forma A é simétrico, podemos considerar uma base ortonormal {ei}i=1,..,n de

TpM que diagonaliza A, isto é, A(ei) = kiei, i = 1, ..., n.

Consideremos o 2-tensor h̊ dado por

h̊ = Hg − h,
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onde H é a curvatura média da imersão. É fácil ver que tr(̊h) = 0 e, além disso,

|̊h|2 =
1

2n

∑
i,j

(ki − kj)2, i, j = 1, ..., n,

onde ki = h(ei, ei). De fato, fazendo µi = h̊(ei, ei), para cada i teremos

µi = H − ki.

Assim,

|̊h|2 =
∑
i

µ2
i =

∑
i

(H − ki)2 =
∑
i

(k2
i −Hki),

pois
∑

i(H
2 −Hki) = 0. Portanto,

|̊h|2 =
∑
i

(k2
i −Hki) =

1

2n

∑
i

(2nk2
i −2nHki) =

1

2n

∑
i

nk2
i +

1

2n

∑
i

nk2
i −2(

∑
i

ki)(
∑
j

kj).

Note que como i, j são variáveis mudas,
∑

i nk
2
i =

∑
i,j k

2
i =

∑
i,j k

2
j . Dáı,

|̊h|2 =
1

2n

∑
i,j

(k2
i − 2kikj + k2

j ) =
1

2n

∑
i,j

(ki − kj)2, (2.1)

como queŕıamos. Vamos a um resultado devido a Cheng e Yau.

Teorema 2.2 (S. Cheng e S. Yau [10]). Seja (Mn, g) e h̊ : X(M) × X(M) → C∞(M) um

2-tensor simétrico de Codazzi. Então,

1

2
∆|̊h|2 = |∇h̊|2 +

∑
i

µi(tr(̊h))ii +
1

2

∑
i,j

Rijij(µi − µj)2,

onde Rijij é a curvatura seccional do plano [ei, ej].

A seguir, mostraremos um lema que será utilizado no trabalho.

Lema 2.1. Seja h̊ : TpM × TpM → R uma aplicação bilinear e simétrica tal que tr̊h = 0.
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Se µ1, ..., µn são autovalores de h̊, então

1

2

∑
i,j

(1 + µi.µj)(µi − µj)2 = n
∑
i

µ2
i −

(∑
i

µ2
i

)2

.

Demonstração. Calculando o lado esquerdo da igualdade acima, obtemos,

∑
i,j

(1 + µiµj)(µi − µj)2 =
∑
i,j

µ2
i − 2

∑
i,j

µi.µj +
∑
i,j

µ2
j +

∑
i,j

µ3
iµj

− 2
∑
i,j

µ2
iµ

2
j +

∑
i,j

µiµ
3
j .

Note que os somatórios que tem como fator
∑

i µi se anulam pois tr(̊h) = 0, por exemplo,∑
i,j µ

3
i .µj = (

∑
j µj).(

∑
i µ

3
i ) = 0. Logo,

∑
i,j

(1 + µiµj)(µi − µj)2 =
∑
i,j

(µ2
i + µ2

j)− 2
∑
i,j

µ2
iµ

2
j = 2n

∑
i

µ2
i − 2(

∑
i

µ2
i )

2.

pois i, j são variáveis mudas.

Vamos usar também um resultado devido a Nomizu e Smyth (ver [17]), que utiliza as

mesmas ideias do lema anterior.

Lema 2.2. Se tr̊h = 0 onde h̊ : TpM × TpM → R é simétrico com auto-valores µ1, ..., µn,

então
1

2

∑
i,j

(µi + µj)(µi − µj)2 = n
∑
i

µ3
i .

Com isto, podemos enunciar e demonstrar o principal teorema deste caṕıtulo, o qual foi

obtido por H. Alencar e M. do Carmo em [1].

Teorema 2.3. Seja Mn uma variedade compacta, orientável e f : Mn → Sn+1(1) uma

imersão com curvatura média constante H. Considere o polinômio

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1).

e seja BH o quadrado da raiz positiva de PH(x) = 0. Suponha que |̊h|2 ≤ BH para todo
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p ∈Mn. Então:

i) ou |̊h|2 = 0, e M é totalmente umb́ılica, ou |̊h|2 = BH .

ii) |̊h|2 = BH se, e somente se,

a) H = 0 e M é um toro de clifford em Sn+1.

b) H 6= 0, n ≥ 3 e M é um H(r)- toro com r2 <
n− 1

n
.

c) H 6= 0, n = 2 e M é um H(r)- toro com r2 6= n− 1

n
.

Demonstração. Em tudo que segue, vamos tomar uma orientação para Mn de modo que

H > 0. Para o item i), tomando um referencial ortonormal {ei} que diagonaliza h, pelo

Teorema 2.2, obtemos

1

2
∆|̊h|2 = |∇h̊|2 +

1

2

∑
i,j

Rijij(µi − µj)2.

Primeiramente, vamos calcular o termo
1

2

∑
i,j Rijij(µi − µj)

2. Pela fórmula de Gauss

para a curvatura seccional, temos para X, Y ∈ TpM ,

K(X, Y )−K(X, Y ) = 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 − |h(X, Y )|2.

Contudo, em Sn+1(1) temos, K(X, Y ) = 1, para todo X, Y ∈ TpSn+1(1) com X, Y

linearmente independentes. Para {ei, ej}, teremos

Rijij = K(ei, ej) = 1 + 〈h(ei, ei), h(ej, ej)〉+ |h(ei, ej)|2.

Mas, 〈h(ei, ej), η〉 = 〈Aei, ej〉 = ki〈ei, ej〉. Porém, i 6= j pois [ei, ej] tem dimensão 2.

Portanto, |h(ei, ej)|2 = 0. De maneira equivalente

〈h(ei, ei), η〉 = ki.
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Logo, h(ei, ei) = kiη. Então,

〈h(ei, ei), h(ej, ej)〉 = kikj〈η, η〉 = ki.kj.

Assim, temos o seguinte:

Rijij = 1 + kikj. (2.2)

Desde que ki = H − µi, segue da Equação (2.2) que

Rijij = 1 +H2 −H(µi + µj) + µi.µj.

De (2.1) temos
∑

i,j(µi − µj)2 = 2n|̊h|2. Portanto, segue-se dos Lemas (2.1) e (2.2) que

1

2

∑
i,j

Rijij(µi − µj)2 =
1

2

∑
i,j

[1 + µiµj −H(µi + µj) +H2](µi − µj)2

=
1

2

∑
i,j

(1 + µiµj)(µi − µj)2 − H

2

∑
i,j

(µi + µj)(µi − µj)2

+
nH2

2n

∑
i,j

(µi − µj)2

= n
∑
i

µ2
i −

(∑
i

µ2
i

)2

− nH
∑
i

µ3
i + nH2|̊h|2

= n|̊h|2 − |̊h|4 − nH
∑
i

µ3
i + nH2 |̊h|2.

Com isso, pelo Teorema 2.2 obtemos

1

2
∆|̊h|2 = |∇h̊|2 − |̊h|4 + n|̊h|2 + nH2|̊h|2 − nH

∑
i

µ3
i . (2.3)

Vamos agora utilizar o Lema 1.3 (Okumura) para estimar o valor de
∑

i µ
3
i . Segue que,

1

2
∆|̊h|2 ≥ |∇h̊|2 − |̊h|4 + n(H2 + 1)|̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H |̊h|3

= |∇h̊|2 + |̊h|2
(
− |̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H |̊h|+ n(H2 + 1)

)
(2.4)
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Lembrando que

PH(x) = x2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx− n(H2 + 1),

o termo em parênteses na última equação é −PH(|̊h|). Como |̊h|2 ≤ BH , então PH(|̊h|) ≤ 0

pois PH(x) é uma parábola com concavidade voltada para cima e seu termo independente é

negativo. Isto implica que possui necessariamente uma raiz positiva e uma negativa. Assim,

como
√
BH é uma raiz e sendo k a raiz negativa, temos k < 0 ≤ |̊h| ≤

√
BH , o que implica

−PH(|̊h|) ≥ 0. Dáı,
1

2
∆|̊h|2 ≥ |∇h̊|2 + |̊h|2(−PH(|̊h|)). (2.5)

Integrando (2.5) e aplicando o teorema da Divergência obtemos

0 =

∫
M

∆|̊h|2dM ≥
∫
M

|∇h̊|2dM +

∫
M

|̊h|2(−PH(|̊h|)) ≥ 0.

Portanto,

∫
M

|∇h̊|2dM = 0 (2.6)

e

∫
M

|̊h|2(−PH(|̊h|))dM = 0. (2.7)

Da Eq. (2.6) conclúımos que |∇h̊|2 = 0 e, pela desigualdade de Kato (ver,[15])

|∇|̊h|| ≤ |∇h̊| para tensores, conclúımos que |̊h|2 = c, onde c é uma constante, a priori,

desconhecida. Agora, pela integral (2.7) temos |̊h|2(−PH(|̊h|)) = 0. Portanto, devemos ter,

ou |̊h| = 0, ou |̊h|2 = BH , provando a parte i) do teorema.

Para o item ii), consideremos |̊h|2 = BH . Se H = 0, então BH = n e pelo teorema 2.1,

Mn é um toro de Clifford em Sn+1(1). Isto garante o item a).

Agora para o caso de H 6= 0 e n ≥ 3 temos que, se |̊h|2 = BH , então ∇h̊ = 0 pela
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Equação (2.4). Note de (2.3) que,

nH
∑
i

µ3
i = |̊h|2(−|̊h|2 + n(H2 + 1)). (2.8)

Porém, como PH(|̊h|) = 0, temos

|̊h|2 +
n(n− 2)√
n(n− 1)

.H |̊h| − n(H2 + 1) = 0,

isto é,
n(n− 2)√
n(n− 1)

H |̊h| = −|̊h|2 + n(H2 + 1).

Portanto, substituindo isso na Eq. (2.8), temos

nH
∑
i

µ3
i = |̊h|2 n(n− 2)√

n(n− 1)
H |̊h|,

donde, ∑
i

µ3
i =

n− 2√
n(n− 1)

|̊h|3.

Pela Desigualdade de Okumura (ver Lema 1.3),
∑

i µ
3
i atinge seu máximo. Assim, os

auto-valores do operador h̊ são constantes tais que µ1 = ... = µn−1 e µn 6= µi para todo

i = 1, ..., n − 1. Como tais auto-valores estão relacionados com as curvaturas principais

de Mn, conlúımos que k1 = ... = kn−1 e kn 6= ki para todo i = 1, ..., n − 1. Estamos nas

condições de aplicar o Teorema 1.2 devido à do Carmo e Dajczer para garantir que Mn é

localmente isométrica a uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn+1 e, portanto, um H(r)-toro.

Para ter mais informações deste H(r)-toro, vamos encontrar uma estimativa para o raio

r. Pelo Lema de Okumura, temos

µn =

√
n− 1

n
|̊h|, µ1 = ... = µn−1 =

−1√
n(n− 1)

|̊h|.

Usando de alguns processos algébricos explicitados a seguir, vamos obter uma
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comparação entre as curvaturas principais k1 e kn. Observe que

knk1 = (H − µn)(H − µ1) = H2 + µ1µn −H(µ1 + µn).

Como µ1µn = −|̊h|
2

n
e µ1 + µn =

n− 2√
n(n− 1)

|̊h| temos

nk1kn = −|̊h|2 −H |̊h|. n(n− 2)√
n(n− 1)

+ n(H2 + 1)− n = −n.

Desde que PH(|̊h|) = 0, conclúımos da igualdade anterior que k1kn = −1. Por outro

lado

kn = H − µn =
kn + (n− 1)k1

n
− µn,

isto é,

(n− 1)kn − (n− 1)k1 = −nµn.

Desde que µn > 0, conclúımos que kn < k1. Como k1kn = −1, devemos ter kn < 0. Com

isto, o H(r)-toro é a hipersuperf́ıcie Sn−1(r)×S1(
√

1− r2) de Sn+1(1), e pelo exemplo sobre

o toro de Clifford, temos que as curvaturas principais são dadas por

k1 = ... = kn−1 =

√
1− r2

r
; kn =

−r√
1− r2

.

Um cálculo simples nos revela que

H =
(n− 1)− nr2

nr
√

1− r2
.

Como H > 0 segue que, r2 <
n− 1

n
e isto completa a prova do caso (b) em ii).

Para o caso H 6= 0 e n = 2, observe que M2 ⊂ S3(1) é uma superf́ıcie isoparamétrica, o

qual é bem conhecido devido à Cartan [7] ser totalmente umb́ılica ou um H(r)-toro. Como

|̊h|2 = BH temos que M2 é um H(r)-toro.

Como Tr(̊h) = 0 e |̊h|2 = µ2
1 + µ2

2, obtemos µ1 = ± 1√
2
|̊h| e µ2 = −µ1. Agora, desde que
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µi = H − ki, i = 1, 2 e PH(|̊h|) = 0 depois de alguns cálculos mostra-se que k1k2 = −1.

Portanto, segue que, ou k1 > 0 e k2 < 0, ou k1 < 0 e k2 > 0 ambos valores constantes.

Então teremos, ou

k1 =

√
1− r2

r
; k2 =

−r√
1− r2

,

ou

k1 = −
√

1− r2

r
; k2 =

r√
1− r2

.

Com um cálculo simples obtemos

H = ± 1− 2r2

2r
√

1− r2

o qual só é positivo se r2 6= 1

2
=
n− 1

n
para n = 2.



Capı́tulo 3
Hipersuperf́ıcies CMC imersas em Fn+1(c)

Nesta seção, nosso objetivo é estudar um caso mais geral do resultado anterior devido a

H. Alencar e Do Carmo [1]. Aqui consideramos nossa variedade Mn como hipersuperf́ıcie

de uma forma espacial Fn+1(c) com curvatura constante c. Iremos enunciar alguns lemas

que serão úteis na demonstração do teorema principal desta seção. Este primeiro resultado,

faz uma comparação entre a norma da diferencial covariante de um tensor T̊ o qual é de

Codazzi, com traço nulo, e o gradiente da norma de T̊ .

Lema 3.1. Seja T̊ um tensor de Codazzi com traço nulo numa variedade riemanniana Mn

e seja Ω0 = {p ∈Mn; |T̊ |(p) 6= 0}. Então, em Ω0

|∇T̊ |2 ≥ n+ 2

n
|∇|T̊ ||2. (3.1)

Demonstração. Pode ser encontrada em [15].

Segue das Equações (1.7) e (3.1) que

1

2
∆|T̊ |2 ≥ n+ 2

n
|∇|T̊ ||2 −RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik. (3.2)

em Ω0. Agora, precisamos que (3.2) valha em todo Mn. Temos a seguir um resultado sobre

a medida do conjunto Mn \ Ω0.

Lema 3.2. Seja T̊ um tensor de Codazzi não-trivial com traço nulo numa variedade

38
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riemanniana (Mn, g) e seja Ω0 = {p ∈Mn; |T̊ |(p) 6= 0}. Então V ol(Mn \ Ω0) = 0

Demonstração. ver [9].

Temos agora uma proposição que é de grande aux́ılio na demonstração do teorema

principal.

Proposição 3.1 (G. Catino, 2016 [9]). Seja T̊ um tensor de Codazzi, não trivial e com

traço nulo definido numa variedade riemanniana compacta (Mn, g). Para ε > 0, defina

Ωε = {p ∈Mn; |T̊ |(p) ≥ ε}. Então

∫
Mn

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)f
−(n+2)

n
ε dM ≤ 0, (3.3)

onde

fε =

|T̊ |(p) se p ∈ Ωε

ε se p ∈Mn \ Ωε.

Demonstração. Multiplicando por fε
−n+2

n em ambos os lados da Eq. (3.2) e integrando

sobre Mn, pelo teorema da divergência, obtemos

0 ≥ −1

2

∫
Mn

∆|T̊ |2fε−
n+2
n dM +

n+ 2

n

∫
Mn

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM

+

∫
Mn

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)fε
−n+2

n dM. (3.4)

Agora, note que da Proposição (1.6), temos

div(fε
−n+2

n ∇|T̊ |2) = fε
−n+2

n div(∇|T̊ |2) + 〈∇(fε
−n+2

n ),∇|T̊ |2〉. (3.5)

Integrando (3.5) em Mn e usando o teorema da divergência obtemos

− 1

2

∫
Mn

∆|T̊ |2fε−
n+2
n dM = −1

2

∫
Mn

fε
−n+2

n div(∇|T̊ |2)dM =
1

2

∫
Mn

〈∇|T̊ |2,∇fε−
n+2
n 〉dM.

(3.6)
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Além disso,

1

2

∫
Mn

〈∇|T̊ |2,∇fε−
n+2
n 〉dM = −n+ 2

n

∫
Mn

〈∇|T̊ |,∇fε〉|T̊ |fε
−2n−2

n dM. (3.7)

Substituindo as Equações (3.6) e (3.7) em (3.4), conclúımos

0 ≥ −n+ 2

n

∫
Mn

〈∇|T̊ |,∇fε〉|T̊ |fε
−2n−2

n dM +
n+ 2

n

∫
Mn

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM

+

∫
Mn

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)fε
−n+2

n dM. (3.8)

Observe que, em Ωε temos fε = |T̊ |. Logo

− n+ 2

n

∫
Ωε

〈∇|T̊ |,∇fε〉|T̊ |fε
−2n−2

n dM +
n+ 2

n

∫
Ωε

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM

= −n+ 2

n

∫
Ωε

|∇fε|2fε−
n+2
n dM +

n+ 2

n

∫
Ωε

|∇fε|2fε−
n+2
n dM = 0,

e dáı, a equação (3.8) garante a validade da Equação (3.3) em Ωε.

Agora, sobre Mn \ Ωε, temos ∇fε = 0. Portanto

0 ≥ −n+ 2

n

∫
Mn\Ωε

〈∇|T̊ |,∇fε〉|T̊ |fε
−2n−2

n dM +
n+ 2

n

∫
Mn\Ωε

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM

+

∫
Mn\Ωε

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)fε
−n+2

n dM

=
n+ 2

n

∫
Mn\Ωε

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM +

∫
Mn\Ωε

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)fε
−n+2

n dM

≥
∫
Mn\Ωε

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)fε
−n+2

n dM,

pois
n+ 2

n

∫
Mn\Ωε

|∇|T̊ ||2fε−
n+2
n dM ≥ 0.

Portanto, a Equação (3.3) vale em Mn \ Ωε, donde vale em toda Mn.

O teorema a seguir, classifica, do ponto de vista local, todas as hipersuperf́ıcies com
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curvatura média constante (CMC), imersas em formas espaciais Fn+1(c) com curvatura

constante c. Então, pode ser visto como um resultado mais geral que o Teorema 2.3 devido

à H. Alencar e Do Carmo [1], pois a variedade ambiente é qualquer forma espacial, e além

disso, se vale a condição |̊h|2 ≤ BH , reobtemos o Teorema 2.3.

Teorema 3.1. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie compacta com curvatura média constante

imersa numa forma espacial Fn+1(c) de curvatura constante c. Então,

∫
Mn

|̊h|
n−2
n

(
nH2 − |̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||̊h|+ nc

)
dM ≤ 0,

onde h̊ é o traceless da segunda forma fundamental h e H é a curvatura média de Mn. A

igualdade ocorre se, e somente se, ou Mn é totalmente umb́ılica, ou quando n ≥ 3 e H 6= 0,

ao redor de todo ponto não-umb́ılico, está localmente contida em uma hipersuperf́ıcie de

rotação de Fn+1(c).

Demonstração. Para todo p ∈ M consideramos um referencial ortonormal adaptado

{e1, ..., en+1} de modo que {e1, ..., en} seja uma base ortonormal para TpM . Pela equação

de Gauss, para o caso do espaço ambiente ter curvatura constante c, temos

Rikjl = c(gijgkl − gilgjk) + hijhkl − hilhjk. (3.9)

Tomando o traço em (3.9), temos

Rij = gklRikjl = c(gklgklgij − gklgjkgil) + gklhklhij − gklhjkhil.

Dáı,

Rij = c(ngij − gij) + nHhij − (gklhil)hjk. (3.10)

Tomando novamente o traço na Equação (3.10) temos

R = gijRij = c(ngijgij − gijgij) + gijhijnH − (gijhil)(g
klhjk),
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onde nH = tr(h) = gijhij. Agora, note que (gijhil)(g
klhjk) = |h|2. Assim,

R = n(n− 1)c+ n2H2 − |h|2. (3.11)

Supondo que Mn não é totalmente umb́ılica, ou seja, h̊ é um 2-tensor de Codazzi não

trivial, podemos aplicar a Proposição 3.1 para h̊ e obtermos o seguinte.

∫
Mn

(−Rikjl̊hijh̊kl +Rjkh̊ijh̊ik)f
−n+2

n
ε ≤ 0,

onde fε = |̊h|(p) se p ∈ Ωε = {p ∈Mn; |̊h|(p) ≥ ε} e fε = ε se p ∈Mn \ Ωε.

Pela equação de Gauss em (3.9) e pelo fato de h = h̊+Hg, temos

Rikjl = c(gijgkl − gilgjk) + (̊hij +Hgij)(̊hkl +Hgkl)− (̊hil +Hgil)(̊hjk +Hgjk)

= c(gijgkl − gilgjk) +H2(gijgkl − gilgjk) + (̊hijh̊kl − h̊il̊hjk)

+ H (̊hijgkl + gijh̊kl − h̊ilgjk − gil̊hjk).

Logo,

Rikjl = (c+H2)(gijgkl− gilgjk) + h̊ijh̊kl− h̊il̊hjk +H (̊hijgkl + gijh̊kl− h̊ilgjk− gil̊hjk). (3.12)

Agora, tomando o traço em (3.12), obtemos

Rkj = gilRkijl = −gilRikjl = (c+H2)(gilgilgjk − gilgijgkl) + gil̊hil̊hjk − gil̊hijh̊kl

+ H(gil̊hilgjk + gilgil̊hjk − gil̊hijgkl − gilgijh̊kl)

= (c+H2)(ngjk − gjk)− h̊jp̊hkp +H(n̊hkj − 2̊hkj).

Portanto,

Rkj = (c+H2)(n− 1)gjk − h̊jp̊hkp + (n− 2)Hh̊jk. (3.13)
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Em particular, pela Equação (3.12), temos

Rikjl̊hijh̊kl = (c+H2)(gijh̊ijgkl̊hkl − (gil̊hij)(gjkh̊kl)) + h̊2
ijh̊

2
kl − (̊hil̊hij)(̊hjkh̊kl)

+ H (̊h2
ijh̊klgkl + gijh̊ijh̊

2
kl − h̊ilgjkh̊ijh̊kl − h̊jkgil̊hijh̊kl)

= −(c+H2)|̊h|2 + |̊h|4 − h̊ijh̊jkh̊kl̊hli − 2H (̊hijh̊jkh̊ki).

Além disso, da Equação (3.13), tem-se

Rjkh̊ijh̊ik = (n− 1)(c+H2)(gjkh̊ik )̊hij − h̊jp̊hkp̊hijh̊ik + (n− 2)Hh̊ijh̊ikh̊jk.

Trocando p por k e k por l na expressão h̊jp̊hkp̊hijh̊ik obtemos h̊ijh̊kl̊hil̊hjk. Assim,

Rjkh̊ijh̊ik = (n− 1)(c+H2)|̊h|2 − h̊ijh̊kl̊hil̊hjk + (n− 2)Hh̊ijh̊ikh̊jk.

E finalmente obtemos

−Rikjl̊hijh̊kl +Rjkh̊ijh̊ik = nH2|̊h|2 − |̊h|4 + nHh̊ijh̊ikh̊jk + nc|̊h|2. (3.14)

Agora, podemos notar que h̊ijh̊ikh̊jk = kigijkigikkjgkj =
∑

i k
3
i num referencial

ortonormal que diagonaliza h̊ com autovalores ki. Assim, queremos estimar o valor de∑
i k

3
i . Para tanto, aplicamos o Lema de Okumura (1.3) para obter

− n− 2√
n(n− 1)

|̊h|3 ≤ h̊ijh̊ikh̊jk ≤
n− 2√
n(n− 1)

|̊h|3. (3.15)

Dáı,

−Rikjl̊hijh̊kl +Rjkh̊ijh̊ik ≥ nH2|̊h|2 − |̊h|4 −H n(n− 2)√
n(n− 1)

|̊h|3 + nc|̊h|2

= |̊h|2
[
nH2 − |̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||̊h|+ nc

]
. (3.16)
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Aplicando a Proposição (3.1) na desigualdade anterior, temos

∫
Mn

|̊h|2
(
nH2−|̊h|2− n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||̊h|+nc

)
f
−n+2

n
ε ≤

∫
Mn

(−Rikjl̊hijh̊kl+Rjkh̊ijh̊ik)f
−n+2

n
ε ≤ 0.

Mas, |̊h|2 = |̊h|n−2
n |̊h|n+2

n . Portanto,

∫
Mn

|̊h|
n−2
n

(
nH2 − |̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||̊h|+ nc

)
|̊h|

n+2
n f

−n+2
n

ε dM ≤ 0.

Desde que |̊h|n+2
n f

−n+2
n

ε → |̊h|n+2
n |̊h|−n+2

n = 1 q.t.p. em M quando ε→ 0, pelo Lema 3.2

temos ∫
Mn

|̊h|
n−2
n

(
nH2 − |̊h|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||̊h|+ nc

)
dM ≤ 0, (3.17)

como queŕıamos.

Para n ≥ 3, observe que a igualdade em (3.17) ocorre se, e somente se, em todo ponto,

ou h̊ é nula ou, quando H 6= 0, em torno de pontos não umb́ılicos, temos que h̊ possui um

autovalor de multiplicidade n− 1 e outro de multiplicidade 1. De fato, suponha que valha a

igualdade em (3.17). Então, para o caso não-umb́ılico, considere p ∈ M tal que |̊h|(p) > 0.

Logo, da continuidade de PH , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que −PH(|̊h|) > 0,

ou seja, o integrando de (3.17) tem sinal em U . Segue que −PH(|̊h|) = 0 em U . Com isso,

segue de (3.16) que, em U

−Rikjl̊hijh̊kl +Rjkh̊ijh̊ik ≥ 0. (3.18)

Novamente pelo lema (3.2) e da proposição (3.1), temos,

∫
Mn

(−RikjlT̊ijT̊kl +RjkT̊ijT̊ik)f
−(n+2)

n
ε dM = 0. (3.19)

De (3.18) e (3.19), em U ,

−Rikjl̊hijh̊kl +Rjkh̊ijh̊ik = 0. (3.20)

Portanto, de (3.14) e (3.20) e lembrando que PH(|̊h|) = 0 em U , obtemos a igualdade do
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Lema de Okumura, ou seja, M possui dois auto-valores distintos, um com multiplicidade

(n− 1) e outro com multiplicidade 1. A rećıproca é inteiramente análoga. Portanto, segue-

se novamente do Teorema 1.2 que toda hipersuperf́ıcie em uma forma espacial com esta

propriedade está contida em uma hipersuperf́ıcie de rotação em Fn+1(c), caracterizando

assim tais Hipersuperf́ıcies, o que prova o teorema.

Observação 3.1. Note que, se H = 0 e c ≤ 0, a afirmação no teorema é trivial, pois neste

caso, o integrando será |̊h|n−2
n (−|̊h + nc) o qual é menor do que ou igual a 0, para todo

p ∈M . Por outro lado, existem Toros de Clifford (ver seção 2.2) em Sn+1(c) com |̊h| = nc

que não estão contidos em uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn+1(c). Portanto, a segunda

parte do Teorema não é verdade se H = 0.

Podemos ainda observar que no caso n = 2, se M2 não é totalmente umb́ılica então vale

a desigualdade integral ∫
M2

−|̊h|2 + 2H2 + 2c ≤ 0.

Observando que |̊h|2 = |h|2 − 2H2 e da Equação (3.11), segue que

∫
M2

R ≤ 0.

Portanto, pelo Teorema de Gauss-Bonnet teremos X (M2) ≤ 0. Com isto, recupera-se o

resultado de Hopf-Chern.
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