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Resumo

Nesta dissertacao, vamos analisar alguns teoremas sobre hipersuperficies com curvatura

média constante nas formas espaciais R"™, S"™1(1) e H"*.

No caso em que = S"*1(1) e a hipersuperficie M™ possui curvatura média nula
(minima), resultados devido a Simons [20], Chern, do Carmo, Kobayashi [11] e Lawson
[16] mostraram que uma condigao sobre a norma do operador de forma garante que M™ é

totalmente geodésica ou um toro de Clifford.

O proximo passo para estender essa nocao é analisar hipersuperficies com curvatura
média constante e perceber que temos um 2-tensor de Codazzi h definido por meio da
segunda forma fundamental h(X,Y) = (AX,Y), onde A é o operador de forma, X,Y sdo
campos tangentes a M, e h a segunda forma fundamental. Neste caso, h obedece a equacao
de Codazzi,

Vxh(Y,Z) = Vyh(X,Z).

Em seguida, veremos que uma condigao sobre a norma de h classifica as hipersuperficies
M™ com curvatura média constante imersas em S"*!(1). Tal resultado se deve a H. Alencar
e M. do Carmo (ver [I]). Posteriormente, vamos tratar de um caso mais geral que é quando
M™ estd imersa numa forma espacial com curvatura constante ¢ denotada por F"1(c) e

satisfaz uma desigualdade integral étima sobre foz, obtido por Catino [§].

Palavras-Chave: Hipersuperficies, Curvatura média constante, Forma espacial.
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Abstract

In this dissertation, we will analyze some theorems about hypersurfaces with constant

mean curvature in the space forms R™*, S"*1(1) and H"*'.

In the case M = S™*1(1) and the hypersurface M™ has zero (minimum) mean
curvature, results due to Simons [20], Chern, do Carmo, Kobayashi [11] and Lawson [10]

showed that a condition on the form operator norm ensures that M™ is totally geodesic or

a Clifford Torus.

The next step to extend this notion is to analyze hypersurfaces with constant mean
curvature and realize that we have a Codazzi 2-tensor h defined by the second fundamental
form h(X,Y) = (A.X,Y) where A is the form operator, X,Y are vector fields on M and h

is the second fundamental form. In this case, h satisfies the Codazzi equation,

Vxh(Y,Z) = Vyh(X, Z)

Next, we will to see that a condition on the norm of h classifies the hypersurfaces M"
with constant mean curvature immersed in S**1(1). This result is due to H. Alencar and
M. do Carmo (see [1]). Later, we will deal with a more general case, which is when M"
is immersed in a space form with constant curvature ¢ denoted by F"™!(c) and satisfies a

optimal integral inequality on A, obtained by Catino [8].

Key-words: Hypersurfaces, Constant mean curvature, Space Form.
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Introducao

No estudo da caracterizacao de hipersuperficies com curvatura média constante imersas
em formas espaciais de curvatura constante ¢, podemos observar muitos avangos ao longo
do tempo. Primeiramente, citamos um interessante resultado obtido por Delauney [13] em

1841, o qual caracteriza toda superficie de revolucao com curvatura média constante em R3.

Teorema (Charles Delauney). A curva plana descrita por um dos focos de uma conica
quando esta rola sobre uma reta, sem deslizar, gera uma superficie de revolugao de curvatura
média constante. Além disso, toda superficie de revolugcao com curvatura média constante

¢ obtida desta maneira.

Um famoso questionamento levantado por H. Hopf foi: as esferas redondas sao as
Unicas superficies compactas de curvatura média constante em R3? Somente em 1985,
Went [22] obteve um contra-exemplo para o questionamento levantado por H. Hopf,
fornecendo exemplos de superficies compactas de curvatura média constante imersas em

R3 homeomorfas & toros.

Seguindo nesta diregao, S.S. Chern [I2] obetve um famoso teorema, o qual, de maneira
mais geral, caracteriza hipersuperficies CMC (curvatura média constante) de uma forma

espacial F3(c) com curvatura constante c.

Teorema (Hopf-Chern [12]). Seja M? wuma superficie compacta com curvatura média
constante em uma forma espacial TF3(c) de curvatura constante c. Entdo, ou M? ¢
totalmente umbilica ou, X(M?) < 0. Em particular, toda esfera bidimensional com

curvatura média constante imersa em uma forma espacial F2(c) é totalmente umbilica.
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No caso particular de hipersuperficies minimas, em 1968, J. Simons [20], caracterizou as
hipersuperficies minimas em S"*! com a condigao |A|? < n, onde A é o operador de forma.
Observando que, nessas condigoes, |A|* s6 pode obter os valores 0 ou n. Seguindo a mesma
linha, Lawson [I6], obteve de maneira independente a S.S. Chern, Do Carmo e Kobayashi
[TT] uma caracterizacdo de tais hipersuperficies M™ para o caso |A|*> = n. Tal condicao é

equivalente a M" ser (localmente) um Toro de Clifford em S"™(1).

Ja no ano de 1994, com o intuito de mostrar uma generalizagao dos resultados de Simons,
Lawson e Chern et. al. para hipersuperficies CMC de S"*(1), H. Alencar e Do Carmo [1],

introduziram o polinomio

e mostraram que se |h|2 < By, onde By é o quadrado da raiz positiva de Py (z) e h = Hg—h
com h sendo a segunda forma fundamental da imersao, entao ou M" é totalmente umbilica

ou, acontece um dos casos:

a) H=0e M é um toro de clifford em S"*!.

n—1

b) H#0,n>3e M éum H(r)- toro com r? <
n

n—1

c) H#0,n=2e M éum H(r)- toro com r? #

n

De acordo com os resultados obtidos por Simons [20], Chern, Do Carmo e Kobayashi
[11], Lawson [I6] e Alencar e Do Carmo [I], poderfamos levantar a seguinte questao:
Considerando uma hipersuperficie CMC em S$™7(1) de modo que || é constante, entdo o
conjunto de valores que |h| pode assumir € discreto? Tal indagacao é comumente chamada de
Conjectura de Chern. Das contribuigoes para a resolucao deste, podemos citar o trabalho
de Peng e Terng [19] o qual para o caso n = 3 ¢ H = 0 mostrou que se 3 < |h| < 6 e
|h| = cte, entdo |h| = 6.. Posteriormente podemos citar o trabalho de Almeida e Brito [2]

que estenderam este resultado para H = cte.

Mais recentemente, em 2016, o italiano G. Catino [8] estendeu os resultados de H.

Alencar e Do Carmo para hipersuperficies CMC de uma forma espacial F**1(c) de curvatura
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constante ¢, satisfazendo uma certa desigualdade integral. Além disso, em dimensao n = 2,

tal resultado recupera o Teorema de Hopf-Chern citado acima.

Para seguirmos adiante, apresentamos alguns preliminares necessarios para estudar os

resultados mais gerais propostos nessa dissertacao.



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

1.1 Curvatura

Neste capitulo, vamos tratar de definicbes e alguns resultados que nos ajudarao a
compreender os posteriores no que diz respeito a curvatura de uma variedade riemanniana
(M"™,g) com conexao de Levi-Civita V. Além disso, denotemos por C*(M) e X(M) o
espacos das funcgoes e Campos diferenciaveis sobre M, respectivamente. Para maiores

detalhes o leitor pode consultar [4], [6] e [21].

Defini¢ao 1.1. Dada uma variedade riemanniana (M™, g), o tensor de curvatura € a

aplicagdo R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vixy 2,
para todo X,Y e Z € X(M).

Em R", lembrando que dados campos X, Y € X(IR") a conexao compativel com a métrica
usual de R™ é tal que (VxY) = DY (X), temos VyVxZ — VxVyZ = (DZ)(Y o X) —
(DZ)(XoY)=(DZ)(YoX —XoY)=(DZ)([Y,X]). Portanto R(X,Y)Z =0 em R".
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Proposicao 1.1. O tensor endorfismo curvatura, ou simplesmente o tensor curvatura,

possui as sequintes propriedades:

a) R(X: + fX0,Y)Z = R(X1,Y)Z + fR(X5,Y)Z;
b) R(X,Y, + fYa)Z = R(X,Y1)Z + fR(X,Y2)Z;

¢) RIX,Y)(Zi + fZ:) = R(X,Y)Z, + fR(X,Y) Zs.

Demonstracao. Segue da definicao de R e das propriedades de uma conexao riemanniana.

Para mais detalhes veja [6]. O

Definigao 1.2. (Convengao de FEinstein) Na linguagem tensorial, indices que se repetem
estao se somando. Por exemplo, em vez de escrevermos X = Y. X'0; escrevemos

simplesmente X'0;

Em um sistema de coordenadas locais, o tensor de curvatura se escreve,

R(0;,0;)0k = R ;10
Observe que dados X = X'0;, Y = Y90, e Z = Z*0, em X (M) temos
R(X,Y)Z = R, XY Z*9,

ou seja, R depende apenas dos valores dos campos X,Y,Z em p € M e dos valores das

= !
fungoes R;;; em p.

Proposicao 1.2. Identidade de Bianchi

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.



1.1. Curvatura

Demonstracao. Segue da definicao de R e da simetria da conexao de Levi-Civita que

R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = VyVxZ —-VxVyZ + V[X,y}Z
4+ VzVy X —VyV X + V[Y,Z}X

+ VxVzY —V,VxY +VixY
— Vx(VzY = Vy2)+ VygX
+ Vy(VxZ = VX)) + VizxY
+ Vi(VyX = VxY) + VixyZ

VX[Z, Y] — V[Z,y}X + Vy[X, Z] — V[X’Z]Y
+ Vz[Y,X] — V[Y’X}Z
= [X,[ZY]|+ [V, [X, Z]] + [Z,[Y, X]] = 0,

pela identidade de Jacobi para o colchete de Lie.

A partir deste tensor, podemos definir um 4-tensor R,, dado por
R.(X,)Y,Z,T)=(R(X,Y)Z,T),
onde XY, Z,T sao campos tangentes a M. Assim, em coordenadas,
Rijii = (R(0;, 0;)0k, 0y).

Naturalmente,
Riji = (Rj;,05,01) = Rjj1.941-

O 4-tensor Rm satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 1.3. Em coordenadas locais, temos:

a) Riju + Rjri + Rriji = 0. (Identidade de Bianchi)

b) Riju = —Rjin-
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c) Riju = —Rijik.

d) Riju = Ry
Demonstragao. Ver [0]. O

Agora, vejamos alguns resultados importantes sobre curvatura seccional.

Definigao 1.3. Seja (M™, g) uma variedade riemanniana e p € M. Considere o subspago
o gerado por dois vetores linearmente independentes x,y de T,M. Definimos a curvatura

seccional K (x,y) em p sobre o plano o por

Rm(&:, y? x? y)

K($7y>: |x/\y|2

Tal resultado nao depende da escolha dos vetores x,y € o. Para uma verificagao disto
veja [6]. Entao K(z,y) = K(o) é chamado curvatura seccional de o em p. Um fato
interessante é que se conhecemos K (o) para todo ¢ C T,M entao conheceremos R,, para

todo p € M. Isto se traduz no seguinte Lema

Lema 1.1. Suponha que exista R' : X(M)x X(M)xX(M) — X(M) satisfazendo as mesmas
propriedades do tensor R. Se

K(o) = B(z,y,2,y) _ R (e,y,2,y) K'(o)
|z Ayl? |z Ayl? ’

para todo o C T,M, entio R = R'.

Demonstracao. Basta usar as simetrias do tensor curvatura para mostrar que

R,(z,y,2,t) = R, (x,y, z,t) para todos z,y, z,t € T,M. Para mais detalhes ver [0]. ]

Um Lema extremamente 1util para este trabalho é o seguinte.

Lema 1.2. Sejam M" uma variedade riemanniana e p um ponto de M. Defina uma

aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por

<R,(X7Y)WZ> = <X7 W><Y7 Z> - <}/7 W><X7 Z>
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para todos XY, Z,W € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante ky se e somente

se, R =FkoR', onde R € a curvatura de M.

Demonstracao. Primeiramente, observe que a volta é imediata pois se R = kyR/, entao,

para quaisquer X,Y € T,M, temos
R(X,Y,X,Y) = ko((X, X)(Y,Y) = (X,Y)?),

ou seja,
RX,Y,X,Y) I
XAYPp

Reciprocamente, suponha que M tem curvatura seccional constante kg, ou seja,

R(X,Y,X,Y)
[ XPPIY]? = (X, Y)?

= k;o’
isto é,
R<X7 va X? Y) = kO(’X|2|Y‘2 - <X7 Y>2) = kOR/(Xa Ya X7 Y)7
para todo o gerado por X,Y. Pelo Lema[l.1], temos que R = kyR' como querfamos. O

Corolario 1.1. Seja M uma variedade riemanniana e p € M um ponto de M. Tomemos
uma base ortonormal {e;}, i =1,..,n, de T,M. Entdo, M tem curvatura seccional constante
ko em p, se so se,

Rijri = ko(0ir0j1 — dudjr),

onde 6;; = gi; considerando a base ortonormal.

1.2 Curvatura de Ricci e Curvatura escalar

A seguir, iremos introduzir outras nogoes de curvatura sobre uma variedade riemanniana

(M™,g).

Definigao 1.4. Seja (M", g) uma variedade riemanniana. O tensor de Ricci € a aplicacao

Ric: X(M) x X(M) — C*(M) dada por
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Ric(X,Y) = tr(Z — R(X, 2)Y).

Em coordenadas locais, temos

Ry = Ric(0;,0) = R, = Z 0] Ry, = Zgjpgleéjk = Zgijijkpa

Jsl Jibsp J»p

isto é, utilizando a convenc¢ao de Einstein, temos
il
Ry, = ¢’ Rijkz-

Defini¢ao 1.5. Seja (M", g) uma variedade riemanniana. Definimos a curvatura escalar
R como

R = ginija

onde R;; sao as componentes do tensor de Ricci. No que seque daqui em diante uma
variedade riemanniana serd simplesmente representada pelo par (M™, g).
1.3 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Definigao 1.6. Considere uma variedade riemanniana (M™, g) e f: M™ — R uma fungao

diferencidvel. O Gradiente de f é o campo V f em M dado por
(VS X)=X(f),
para todo X € T'M.

Segue-se facilmente desta definigao o seguinte:

) V(f+9)=Vf+Vyg

2) V(fg) =gV [+ fVy.
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Tomando um referencial ortonormal {e;} temos
(V[ &) = ei(f)lei, &) = (ei(f)es €).

Dai, podemos concluir que V f = ¢;(f)e;.

Proposicao 1.4. Seja f : M"™ — R uma funcao diferencidvel. Dados p € M e v € T,M,

consideremos uma curva vy : I C R — M tal que v(0) = p e v'(0) = v. Entao,

d
(VF.00 = S om0,y
Demonstracao. Ver [4]. O

Corolario 1.2. Se f : M — R e ¢ : R — R sao funcoes diferencidaveis, entao para todo

peM
V(gof)=¢(f)VF.

Demonstragao. Da proposicao anterior, considerando v € T,M e uma curva - satisfazendo

as mesmas condicgoes, teremos

(V{00 1), 1) = (00 F oD g = ¢ (F0)) o (f 0Dy = F NV 0),

no ponto p. O

Definicao 1.7. Seja f : M — R wma funcgao diferencidvel. Um ponto p € M se chama
ponto critico de f se V f(p) = 0. Em particular seque que todo ponto de mdzximo ou minimo

local de f € ponto critico.

Proposicao 1.5. Seja M™ uma variedade conexa e f : M — R uma funcgao diferencidvel.

Se Vf=0em M entao f é constante em M.

Demonstragao. Ver [4]. O
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Definicao 1.8. Seja X um campo tangente diferencidvel sobre M. O Divergente de X é
a funcao diferencidvel divX : M™ — R, dada para p € M por

divX(p) = tr(v— (V,X)(p)),

onde v € T,M.

Tomando um referéncial ortonormal {¢;} e X = >, a’e; € X(M), temos

div(X) = Z<V€iX’ e;) = Zei(X, ;) — Z(X, V€)= Zei(ai) - Z(X7 Ve.€i).

) i [ % 7

Utilizando a convencao de Einstein, teremos

div(X) = (Ve X, e;) = ei(X,e;) — (X, Ve,ei) = ei(a;) — (X, Ve,e).

O divergente de um campo sobre M" satisfaz as seguintes propriedades.

Proposicao 1.6. Dados X,Y campos diferencidveis em M e f : M — R uma fungdo

diferencidvel, temos
a) div(X +Y)=divX + divY

b) div(fX) = fdivX + (Vf, X)

Demonstragao. O item a) é imediato. Para provar b), pela definicdo temos

div(fX) = (Ve (fX),e)) = (VX +elf)X,e) = f(Ve, X, e) + (ei(f)ei, X)
= fdivX + (V], X).

O

Definigao 1.9. Seja (M",g) e f: M™ — R uma funcao diferencidvel. O Laplaciano de
f € a funcio Af : M™ — R dada por

Af(p) = div(V[)(p).
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Segue da definigao de divergente para um referencial ortonormal e de V f = ¢;(f)e; que,

Af =ei(ei(f)) — (Veei, V) = eilei(f)) — (Ve f.

Quando tomamos um referencial geodésico {e;} em p, temos que V., e;(p) = 0 e portanto,

para tal referencial

Af(p) = e(e(f))(p).

Proposicao 1.7. Dadas funcoes f,qg: M™ — R temos

A(fg) = gAf+ fAg+2(V [, Vg).

Demonstracao. Basta utilizar as propriedades do Divergente. Para mais detalhes veja

. O

Em particular

SAF = [Af+ IV

1.4 Imersoes isométricas

. —n—+k . - , . . .z EVa
Seja f: M™ — M uma imersao, onde M ¢é uma variedade diferencidavel e M uma
variedade riemanniana. Entao podemos definir uma métrica em M que torna f uma

isometria. Tome p € M. Dados u,v € T,M definimos
(u, v)p = (dfpu, dfyv) f(p)-

Como f é uma imersao, para cada p € M existe uma vizinhanca U C M de tal modo que
f restrita a U é um mergulho. Assim, podemos “identificar U com f(U) e cada v € T,M,
p € U, com dfyv € Tf(p)ﬁ. Para cada p € M temos que df,(T,M) = T,M é um subespaco

vetorial de Tf(p)M. Da élgebra linear, temos

TymM = T,M & (T,M)".
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Dai, para cada v € T,M podemos o decompor de maneira tnica, como
v=u0v' + UL,

onde v' € T,M é chamada a componente tangencial e v+ € (T,M)* a componente normal.

Denotando V a conexdo de M prova-se que dados X,Y campos tangentes a M e X,Y

extensoes locais a M, a conexdo definida por (VY)' é uma conexdo compativel com a

métrica de M. Segue da unicidade da conexdo de Levi-Civita que VxY = (V¢Y)'.

Definimos a segunda forma fundamental vetorial h, dada por
h(X,Y) = (VgY)!t =VxY — VyY, (1.1)

onde X,Y € X(M). E facil mostrar que h é bilinear e simétrica (ver [6]).

Para cada n € (T,M)* podemos definir a segunda forma fundamental de f em p na

direcao do vetor normal 1 como a aplicacao h, : T,M x T,M — R dada por

De acordo com a Equacao (L.1]), é facil mostrar que h, é uma forma bilinear e simétrica.

Podemos associar a segunda forma fundamental a uma aplicacao linear A, : T,M —

T,M, tal que para todos X,Y € T,M, temos

(A, X,Y) = hy(X,Y).

Como h,, é simétrica, segue que (4, X,Y) = h,(X,Y) = h, (Y, X) = (4,Y, X), ou seja,
A, é auto-adjunta. Da dlgebra linear, sabemos que existe uma base ortonomal {e;} de T, M
que diagonaliza A, em p, a saber, A,e; = k;e; para todo ¢ =, ..,n. Chamamos os ks, as

curvaturas principais de M em p.

Proposicao 1.8. Sejap € M, x € T,M, n € (T,M)* e extensoes locais X e N de x e n
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respectivamente. Entao, em p

Ay(x) = —(VxN) .

Demonstragao. Tomando y € T,M e Y uma extensao local a M observe que (N,Y) = 0.
Logo
(A, X,Y) = (h(X,Y),N) = (VxY — VxY,N) = (VxY, N).

Mas, 0 = X(N,Y) = (VxN,Y) + (N, Vx,Y) e daf,
(A, X,Y) = (VxY,N) = (—VxN,Y) = (=(VxN)",Y).

]

.~ . —n+k . L L, : ,
Definicao 1.10. Seja f: M™ — M"™ wma imersdo isométrica e considere um referencial
ortonormal adaptado {E;}i—1 r a um aberto U C M e A; = Ap,. Definimos o vetor

curvatura média H de M por,

n+k

H= % 3 (tr(A))E: = <%tr(AEn+l), %tr(AEn+k)>.

1=n-+1

Observagao 1.1. Quando a codimensao € igual a 1, temos tr(A) =nH.

Quando o vetor H = 0, dizemos que f é uma imersao minima. Um caso interessante

surge quando estudamos hipersuperficies, a qual passamos a definir.

Definicao 1.11. Seja f : M™ — M wma imersio isométrica. Chamamos M™ uma

hipersuperficie. Quando H = 0, dizemos que M"™ é uma hipersuperficie minima.

No caso de hipersuperficies, como dim(7,M)* = 1, h, serd representada por h, j& que
nao ha perigo de confusao. Pretendemos agora, relacionar as curvaturas seccionais de M"

. . —n+k
e sua “variedade ambiente” M .

Teorema 1.1. Sejam M"™ e M variedades riemannianas com conexdes V, V e
curvaturas seccionais K e K, respectivamente. Entdao, dados x,y vetores ortonormais em
T,M, temos

K(z,y) — K(z,y) = (h(z, ), h(y, y)) — |h(z,y)[*.
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Demonstracao. Denotando V, K e X conexao, curvatura seccional e campo em M e apenas
colocando uma barra superior para indicar que diz respeito a M, tomando X um campo

em M tal que X, = x e Y de maneira andloga para y com Y, =y, temos

(x,y) = R(X,Y,X,Y)—R(X,Y,X)Y)

=

K(l’,y) -

VyVxX — VxVyX — V[XY]X Y>

<
<VYVXX VxVyX — VYVXX + VXV7 Y)
(

pois em M, Y =Y. Observe que a tltima parcela se anula pois é igual a
_<h([X7 Y]v Y)7 Y>7

ou seja, é o produto interno de um vetor normal a M com um vetor tangente a M. Tomando

uma referencial ortonormal {F}}, j =n+1,...,n + k, para X(M)* temos que
V)= Z B E;
J

Note que hg, (X,Y) = (h(X,Y), E,) = (.. Portanto, podemos escrever
WX, Y) =Y hi(X,Y)E,
J
onde hj = hg,. Assim, para cada p € M, temos
ViVxX = Vy(h(X,X)+VxX)=Ve()_ hi(X X)E)) + VyVx X
J
= Y (h(X,X)VyE; + Yhi(X,X)E;) + VgV X.

J

Logo, pela Proposicao temos que (VyE;,Y) = (=AgY,Y) = —h,(Y,,Y). Além disso,
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Y (h;(X, X))E; é um vetor normal e portanto seu produto interno com Y é nulo. Conclufmos

que
(VyVxX,Y) = =) hi(X, X)h;(Y,Y) + (Vy Vi X,Y).
J
Analogamente,
(VxVyX,Y) = =Y hi(X,Y)h(X,Y) + (VxVyX,Y).
J
Finalmente,

K(:C,y) —F(:C,y) = Zhj(XvX)hj(Y7Y) - Zhj<X7 Y>hj<X7Y>

= (h(z,z),h(y,y)) — |h(z,y)[*.

[]

Para hipersuperficies, tomando um referencial ortonormal {e;} em p € M" que
diagonaliza h, teremos

K(ei,ej) —7(61‘, ej) = k’lkj

Definicao 1.12. Uma imersao f : M" — M e geodésica em p € M, se para todo
n € (T,M)* a sequnda forma fundamental hy € identicamente nula. Dizemos também que

f € totalmente geodésica, se € geodésica para todo p em M.

Veremos mais adiante que um exemplo importante de imersao totalmente geodésica é
considerar a aplicacao f : S™(1) — S™(1) que se apresenta como primeiro exemplo de

imersao minima em S™*1(1).

. .l : . . ——n+1
Definicao 1.13. Seja (Mn ,g) uma variedade riemanniana e f : M" — M uma
imersao isométrica. Dizemos que a imersao f € totalmente umbilica se para todo p € M",

a sequnda forma fundamental h satisfaz

WX Y) = Ap)(X,Y),
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para todo par X,Y € X(M).

1.5 Equacoes fundamentais de uma imersao isométrica
Seja f : M™ — M uma imersdo. Para X € X(M) en € X(M)*, temos o seguinte:

Vxn=(Vxn)" + (Vxn)'=-4,X+ (Vxn)*.

Denotando (V1) = V%7 temos uma conexiio da imersio que chamamos de conexao
normal V*. Verifica-se facilmente que V+ possui as propriedades usuais de uma conexao.
Como a conexao ambiente se divide na componente tangente (que é a conexao de M) e a
componente normal, a conexdo normal é um campo (de M) normal a M, ou seja, uma secio
do fibrado normal sobre M. Assim, de maneira natural, surge uma nocao de curvatura

normal, que nada mais é que a férmula de curvatura para a conexao normal.

Defini¢ao 1.14. Dados X,Y € X(M) e n € X(M)*. Definimos a curvatura normal R*+
como

RH(X,Y)n = VyVxn — VxVyn+ Vixy: (1.2)

Vamos agora utilizar tal conceito para ter uma relagao entre a curvatura de M e a
curvatura de sua variedade ambiente M e relacionar a curvatura normal com a curvatura

da variedade ambiente apenas conhecendo a segunda forma fundamental.

Proposicao 1.9. Seja f : M™ — M uma imersio e V.V as conexoes de M e M

respectivamente. Entao,
a) (Equacao de Gauss)
(R(X,Y)Z,T) = (R(X.Y)Z.T) — (h(Y.T), (X, Z)) + {h(X,T), h(Y, Z).

b) (Equagao de Ricci)

(R(X,Y)n, Q) = (RH(X, Y0, ¢) = ([Ay, AX,Y).
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Demonstragao. a) Primeiramente, por defini¢ao

VxY =VxY + h(X,Y)

Vxn = (Vxn)' + Vxn.
Usando tais propriedades temos,

R(X,Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+VixyZ

= VWw(VxZ+h(X,2) = Vx(VyZ+h(Y,2)) + VixyZ + h(X,Y],2)

= WwVxZ+Vyh(X,2) = VxVyZ —Vxh(Y,Z) +VixyiZ + hX,Y], Z)
= VyVxZ+h(Y,VxZ) — Anx.2)Y + Vyh(X,Z) = VxVyZ + h(X,VyZ)
+ Ay X — Vih(X,Z)+ VixyZ + h([X,Y], 2).

Agrupando convenientemente e observando que fazendo produto interno com 7" 0s termos

normais se anulam, obtemos o desejado.

Para o item b), a demonstragdo da equagdo de Ricci segue as mesmas ideias da

demonstracao da equagdo de Gauss. Para mais detalhes veja [6]. O

Podemos escrever a segunda forma fundamental como um tensor h : X(M) x X(M) x

X(M)t — C°(M) dado por
h(X, Y n) = (WX, Y),m).

A diferencial covariante de um k-tensor T : X(M) x ... x X(M) — C*°(M) é o (k+ 1)-tensor
(VT) dado por

VxenT'( Xy, ., Xi) = VT( Xy, o, Xip, Xig1) = X (T(Xq, 0, X3))

=3 T(Xy, ., Vi, Xiy ooy Xi).
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Com estas ideias postas, podemos enunciar o seguinte:

Proposicao 1.10. (Equagao de Codazzi): Seja f : M"™ — M uma imersdo. Para

XY, Z € X(M) en € X(M)* temos
(R(X,Y)Z,n) = Vyh(X, Z,n) — Vxh(Y.Z,n).
Demonstracao. Temos pelas defini¢oes anteriores que
VWY, Z.n) = X{(W(Y, Z),n) = (h(VxY, Z),n) = (h(Y,VxZ), 1) = (WY, Z), V1)

(Vxh(Y,Z),n) = (M(V Y, Z),n) = (WY, VxZ),n).

Na demonstracao da equacao de Gauss, reveja que
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +h(Y,VxZ) + Vih(X,Z) — Apx,2)Y —h(X,VyZ) — Vxh(Y, Z)

+Any,2) X + h([X, Y], 2).

Fazendo produto interno com 7 os termos tangentes se anulam e obtemos

+(X, YT, 2),m).

Como [X,Y] = VxY — Vy X, obtemos
(R(X.Y)Z0) = [(VEh(X, Z),m) = (W(Vy X, Z),m) = (h(X, Vi Z),n)

- <V§‘{h(}/’ Z)777> - <h(VXY7 Z>777> - <h<Y, VXZ)7n>] = th(Xa 27 77) _th(Y7 Z7 77)'

[]

No nosso contexto, vamos trabalhar em variedades ambientes com curvatura seccional
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constante. Assim sendo ky = R(X,Y, X,Y) segue do Lema (1.2) que

<E(X7Y)Z’n> = k0(<X7 Z><Y777> - 0/7 Z><Xﬂ7>) = 0.

A equacao de Codazzi para este caso se reduz a
Vxh(Y, Z,n) = Vyh(X, Z,7).
De maneira equivalente, para a forma algébrica da segunda forma fundamental A, temos

Vxh(Y,Z) = Vyh(X, Z).

1.6 Tensores de Codazzi com traco constante

Seja M™ uma variedade riemanniana. Um 2-tensor T': X(M) x X(M) — C*(M) é dito

de Codazzi se é simétrico e satisfaz

VxT(Y, Z) = VyT(X, Z).

Seja T' um tensor de Codazzi. Em particular, vamos assumir que o traco de T seja
o 1

constante. Podemos definir um tensor 7' =T — —tr(7T")g com trago nulo, chamado traceless
n

de T, o qual é novamente um tensor de Codazzi. Em coordenadas locais, temos

Vil = Vil = VT = V;Ty. (1.3)

Assim, derivando com relagao a k a Eq. (1.3) e tomando o trago com relagao a k,

obtemos

ATy = ViViTi; = ViV,iTx. (1.4)
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Usando a identidade de Ricci para a comutacao de derivadas covariantes (ver [21]), segue

e ().

Ai’j = Vkvjﬁ;k = Vjvkﬁk — Rikjlfkl + Rjkﬁk-

Segue do fato de tr(T) = 0 que

Aﬁg = Rzklekl + ngTzk (1.5)

Agora, pela férmula de Weitzenbock (ver [3]), temos

1 o o s o
5AyT|2 = |VT|* + AT};.T;;. (1.6)
Segue de (1.5 e (1.6
1 o o o
5A|T\2 = |VT* - RikﬂT Ty + R; ijTZ-k. (1.7)

Vamos ao seguinte lema técnico que sera 1til em demonstracoes futuras.

Lema 1.3 (Desigualdade de Okumura [I8]). Sejam p;,i = 1,...,n nimeros reais tais que

S =0e> uf = 6% onde B é uma constante nao-negativa. Entdio,

n—2

m5<z‘“—m

e a igualdade no lado direito (esquerdo) ocorre se, e somente se, apenas (n—1) dos nimeros

B

[is $Go ndo-positivos (nao-negativos) e iguais.

Demonstracdo. Sejam f: U C R*"— Reg:U C R" — R fungoes, onde U é aberto, dadas
por f(u) = >4 e g(p) = 32, i Seja também ¢ : U — R; ¢(p) = 32, pf. Queremos

encontrar os pontos criticos de ¢ restrita a M onde
M={pelU;> p=p54> w=0}=F"(8)ng 0)

Note que % e 0 sdao valores regulares de f e g respectivamente. Assim, para g € M
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ponto critico devemos ter
grad(p(p)) = Mgrad(f(u)) + Aegrad(g(p))-

Logo, para p ponto critico de gb{ 20 devemos ter
p:— Mg —a=0 (1.8)

Somando em ¢, temos que o > 0. Se a = 0 segue imediatamente que 8 = 0. Multiplicando
(1.8) por p;, concluimos que Y, u? = 0. Se a > 0, entao (1.8) tem duas raizes a e —b com

a,b > 0. Supondo que os p primeiros y; sejam a e os (n — p) restantes sejam —b, temos

[ = oo = [y = Q; [lpt] = ... = [, = —Db.

Entao,

8= ul =pd®+ (n—p)’

0=> pi=pa—(n—pph
0= ui=pa’—(n—ph”
i
Dai
p P’ P n—op
b= :>52:pa2+(n—p)—2a2:pa2+ a=a? = 52
n—p (n—p) n—p np
De maneira analoga,
bQ — p 62
n(n —p)

Também,

o= pata—(n—pth =Py P g NP Py
np n—p p n

Assim, como (32, a,b sdo positivos temos que a medida que p cresce, ¢ descresce. Portanto,
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¢ atinge o maximo para p = 1 e o minimo para p = n — 1, donde por um célculo direto

segue o resultado. O

Citaremos agora um teorema que nos auxiliard em resultados futuros. Para mais detalhes

veja [9].

Teorema 1.2 (do Carmo e M. Dajczer). Seja f : M"™ — MHH(C), n > 3 uma
hipersuperficie arbitrdria. Suponha que as curvaturas principais ki, ..., k, de [ satisfazem
ki=ke=..=ky1=X#0, k,=—p=—pu(N\) e\—p#0. Entao f(M™) estd contida

em uma hipersuperficie de rotacao.



Capitulo

Hipersuperficies com curvatura meédia

constante em esferas

Seja f : M™ — S"1(1) uma imersao isométrica onde M™ ¢ uma variedade diferencidvel
orientavel. Nosso objetivo neste capitulo é tratar de uma extensao dos resultados obtidos
por Simons [20], Chern, do Carmo e Kobayashi [I1] e Lawson [16], o qual trata de imersoes
minimas em esferas. Iremos mostrar como podemos generaliza-los para hipersuperficies
com curvatura média constante em esferas, resultado obtido por Alencar e do Carmo em
[1]. Existem dois casos conhecidos de variedades minimas de S"*1(1), a saber, o grande

circulo e o toro de clifford. Vamos mostrar esse fato nos exemplos a seguir.

2.1 Grande Circulo
Seja v € R™2 um vetor unitério e ¢ € R com |¢| < 1. Definimos,
S"(v,¢) = {x € ™ (1); (x,0) = c}.

Geometricamente, S"(v,c) é a esfera obtida pela intersecao de S"*!(1) € R"™2 com um
plano cujo vetor normal é v e cuja distancia & origem de R"™ é c¢. Claramente, S"(v, c)

é uma hipersuperficie de S"*'. Vamos calcular a segunda forma fundamental para obter

25
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alguma informagao sobre S"(v, c).
Seja v : S"(v,¢) — S"T!(1) dada por,

1
v(z) = ﬁ(v —cx).

Temos que |v(z)| = 1 e v é normal ao longo de S"(v,c). Entao, para todo z € S*(v,c¢), o

operador de forma é dado por

C

Ay = —dvy = ——1
V1 —¢2

onde [ é a aplicacao identidade e A, = A, ;). Isto mostra que S"(v, ¢) é totalmente umbilica

cujas curvaturas principais sao dadas por

k== ky = ——
== e
. c nc’ ,
Além disso temos H = ———— e |A,]> = 5+ Note que S"(v,c) é totalmente
c

V1i—¢2 1—

geodésica se, e somente se, ¢ = 0, isto é, se e somente se, S"(v, ¢) é um grande circulo.

2.2 Toro de Clifford

Denotemos por M* = S™(r;) x S™(ry) um produto de esferas como hipersuperficie de
SEFL(1). Vamos mostrar que tal hipersuperficie tem curvatura média constante e, além
disso, com um valor especifico para r; e ry, M*, torna-se minima. Consideremos as imersoes
f:SM(r) = R g:S™(ry) = R™ e fx g:S"(r) x S™(rp) = R¥2onde k=n+me

1, T9 SA0 tais que r? + 75 = 1. Note que, dado = € S*(r1) e y € S™(ry), temos
(f > 9)(@,y) = (f(2), 9(y)) = (T1s Tng1, Y1, s Y1),

1 1
onde 331 af =i e 37 yf =
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Logo

(@), g)I* =ri+r3=1,
e, portanto, podemos escrever f x g : S"(ry) x S™(ry) — SM1(1).

Seja p = (p1,p2) € S"(r1) x S™(ry). Entdao, um campo normal a M* = S"(r;) x S™(ry)
pode ser dado por
—r r
N(p1,p2) = (—2]717 —1p2> .
1 )
De fato,
—T2 1 —T2

(p,N(p)) = <(P1,p2)a (r_lpl’ EPz) > = <p1, r_1p1> + <p2, :—:,P2>

—r r
= —2|p1|2+ —1|p2|2 = —ror + 11712 = 0.
1 T2

Logo, N € T,S*' pois p é normal a S*¥'. Desde que T,S*!' = T,M & T,M*,
mostraremos que (N,v) = 0 onde v € T,M para concluir que N € T,M*. Seja
a: (—€,€) = M uma curva diferencidvel tal que «(0) = p = (p1,p2) e &/ (0) = v = (vq,v2),
vy € T,S" e v € T,,S". Como «ft) € M, existem curvas o; : (—e,€) — S" e

Qg : (—€,€) = S™ tais que a(t) = (aq(t), as(t)). Dali,
(o (1), o (1)) = lon (1) =} e {aa(t). @a(t)) = lanlt)? = 13
Derivando ambas equacgoes anteriores com relacao a t, obtemos

(@1 (1), en(t)) = (a5(t), aa(t)) = 0.

Em particular (vy, p1) = (v2, p2) = 0. Logo,

—r r —r T
<N> U) = < (—2]91, lpz) ,(01,U2)> = —2<p1,U1> + —1<p2,U2> =0.
T 2 T

r 1 T2

Logo N € T,M+*. Note que o operador de forma Ay da imersdo f x g é tal que

AnyX = —VxN,
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onde X € T,M e V é a conexdo de S¥*1(1) induzida pela conexdo euclidiana.

= 0
Tomando « : (—e,€) = M, a(0) = p e &/(0) = X,, temos (VxN), = aN o O‘(t)‘tzo
Logo,
0 —T9 1
i oalo] Ly = (S0 2a0)
Portanto, (AyX), = (%g 0), _—“a;(O)) onde X, = (c}(0), ay(0)).
1 T2
Note que T,M = 1T,5" x T,S™ podendo ser tomada uma base do tipo

{(e1,0), ..., (€n,0),(0, f1), ..., (0, )} onde {e1,..,e,} e {fi1,..., fm} s@o bases para T, S™ e

T,,S™ respectivamente, de maneira que diagonalize Ay. Observemos que para v = (z,0)
r

com x € T, S™ temos, Ayv = ~2y. Com tal argumento, podemos dizer que a matriz que

1
representa o operador Ay é dada por

2 0 0 0 ]
(&1

0 2 0 0 0

™
0 0 --- 2 g 0
&1
0 0 0o 0
T

o0 .. 0 0 ..
L To 4

T - . ;.
onde — se repete n vezes e —— se repete m vezes. Para que f X ¢ seja minima, devemos

1 )

Ty T n m . .
ter n— — m— =0, o que resulta em r; = ery = . Com tais raios,

1 T9 n—+m n+m

f x g é chamada Toro de Clifford.

Definigao 2.1. Um H(r)-toro em S""(1) € o produto S"7'(r) x S'(v/1 —r?) imerso em

R"™2 onde consideramos a imersao canonica de S"'(r) em R"™ e S'(v/1 —r2) em R

Para o teorema da segao a seguir, veremos que uma condi¢ao especial sobre a norma
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do operador de forma, garante que quando uma imersao em S"™!(1) é minima, entdo a

variedade M™ é um grande circulo ou um Toro de Clifford.

2.3 Classificacao de Hipersuperficies com curvatura

média constante em esferas

Vamos enunciar um teorema cujo item i) é devido a Simons (ver [20]) e o item ii) foi
obtido de maneira independente por Lawson (ver[16]) e S.S. Chern, Do Carmo e Kobayashi,

(ver[11]).

Teorema 2.1. Seja M™ uma variedade riemanniana compacta e f : M™ — S"1(1) uma
hipersuperficie minima. Suponha que a sequnda forma fundamental h, seja tal que |h|? < n,

para todo p € M. Entao

i) ou |h|> =0, e M € totalmente geodésica, ou |h|? = n;

ii) |h|*> =n se e somente se M™ ¢ um Toro de Clifford em S™*.

Vamos agora apresentar alguns resultados que serao uteis na demonstracao de um
teorema que é uma generalizagao do Teorema 2.1, no sentido de que pretende classificar
hipersuperficies com curvatura média constante imersas em esferas, com a condicao de que

a norma de um dado operador é menor do que ou igual a uma constante.

Seja M™ uma hipersuperficie de S"™!(1) e h a segunda forma fundamental. Desde que
o operador de forma A é simétrico, podemos considerar uma base ortonormal {e;};—; . de

T,M que diagonaliza A, isto ¢é, A(e;) = kie;, 1 =1,...,n.

Consideremos o 2-tensor i dado por

iL:Hg—h,
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onde H é a curvatura média da imersao. E facil ver que tr(h) = 0 e, além disso,

o 1 .
h? = o S (ki—k)?, dj=1..n,

2

onde k; = h(e;, e;). De fato, fazendo u; = il(ei, e;), para cada i teremos
= H —k,.

Assim,

|hf* = Zuz ZH k)P =) (K} — Hky),

%

pois >_,(H? — Hk;) = 0. Portanto,

A? = (k2 —Hk;) = % Z(zm& onHk;) an2+— an@ Zki)(z kj).

7 %

. . ~ .-, . 2 2
Note que como i, j sdo varidveis mudas, Y, nk} =3, k7 =, k3. Dali,

. 1 1

i3 i,J
como queriamos. Vamos a um resultado devido a Cheng e Yau.

Teorema 2.2 (S. Cheng e S. Yau [I0]). Seja (M™,g) e h: X(M) x X(M) — C(M) um

2-tensor simétrico de Codazzi. FEntao,
—A|h]2 |Vh|2+zuz tr(h ZRW ,

onde R;ji; € a curvatura seccional do plano [e;, €;].

A seguir, mostraremos um lema que sera utilizado no trabalho.

Lema 2.1. Seja h: T,M x T,M — R uma aplicagcdo bilinear e simétrica tal que trh = 0.
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Se [y, ..., [ty sao autovalores de h, entao

%;(1 i) (i — p1)* = ”Xi:“? - (;“?)2'

Demonstracdao. Calculando o lado esquerdo da igualdade acima, obtemos,

> @ pagg) (s — py)? = Zuz—22mu]+2u3+2umg
4,J
—~ 2Zmu]+2um]

Note que os somatorios que tem como fator ), i; se anulam pois tr(foz) = 0, por exemplo,

D ity = (30 115)-(30; 17) = 0. Logo,

> Ot i) (i = p)* = (pF + p13) — 2 Zuzuj =20 =20 ul)
irj ij i i
pois i, J sao variaveis mudas. O

Vamos usar também um resultado devido a Nomizu e Smyth (ver [I7]), que utiliza as

mesmas ideias do lema anterior.

Lema 2.2. Se trh = 0 onde h : T,M xT,M — R € simétrico com auto-valores i1, ..., fin,

entao

1
2 Z(M + ) (i — ) = RZM?
i, i

Com isto, podemos enunciar e demonstrar o principal teorema deste capitulo, o qual foi

obtido por H. Alencar ¢ M. do Carmo em [I].

Teorema 2.3. Seja M™ uma variedade compacta, orientdvel e f : M™ — S"T(1) uma

imersao com curvatura média constante H. Considere o polinomio

e seja By o quadrado da raiz positiva de Py(x) = 0. Suponha que ]h|2 < By para todo
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p € M". Entao:

i) ou|h|2 =0, e M ¢ totalmente umbilica, ou |h|2> = By.
ii) |h|2 = By se, e somente se,

a) H=0 e M éum toro de clifford em S".

n—1

b) H#0,n>3eM éum H(r)- toro com r* <
n

n—1

c) H#0,n=2eM éum H(r)- toro com r* #

Demonstra¢ao. Em tudo que segue, vamos tomar uma orientacao para M"™ de modo que

H > 0. Para o item i), tomando um referencial ortonormal {e;} que diagonaliza h, pelo

Teorema 2.2 obtemos

1. - o 1
§AW2 = |Vh[* + 5 > Rijij(pi — p1)*.
i

2

1
Primeiramente, vamos calcular o termo 5 > ;i Rijij(pi — p15)°. Pela férmula de Gauss

para a curvatura seccional, temos para X,Y € T,M,

Contudo, em S""1(1) temos, K(X,Y) = 1, para todo X,Y € T,S"*}(1) com X,Y

linearmente independentes. Para {e;, e;}, teremos

Rijij = K(ei,ej) = 1+ (h(es, €5), hlej, e;)) + |h(ei, e5) |

Mas, (h(e;,e;),n) = (Aei,e;) = ki(e;, ej). Porém, i # j pois [e;, e;] tem dimensao 2.

Portanto, |h(e;, e;)]* = 0. De maneira equivalente
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Logo, h(e;, e;) = kmn. Entao,
<h(€i, 62‘), h(ej, 6j)> = k’lkfj<7’], 7’]) = k’ik’J

Assim, temos o seguinte:

Rijij = 1+ kik;. (2.2)
Desde que k; = H — p;, segue da Equacao que
Rijij = 14 H? — H(pt; + ) + - 15.
De temos D, (ki — w)? = 27”L|iL|2. Portanto, segue-se dos Lemas e que

1 1
5231‘]‘2‘]‘(%—%)2 = 52[1+Miﬂj_H(Mi+l~bj)+H2](Ni—Mj)2
2 2%

= Sk pa) s — ) = G D) s — g

1,J
nH? N
+ S 2 )
%)

= ny u- (Zu?)2 —nH Y p} +nH[h|

nlhf? — [h]* = nH Y " +nH? h|%.

Com isso, pelo Teorema [2.2] obtemos
1 ° o o o 0
5A|h|2 = VA = |h[* + n|h* + nH? AP —nH Y 4. (2.3)

Vamos agora utilizar o Lema (Okumura) para estimar o valor de Y, u?. Segue que,

1 o o o o _ .
LAE > (VR = R+ n(E? + Dip - 022 g
2 n—1)
o o o —92 °
= |Vh]*+ yh|2( — |hf? - Mmh\ +n(H? + 1)) (2.4)
n(n —1)
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Lembrando que
n(n —2)

o 1)Hac—n(Hz + 1),

PH(.’L') :x2+

0 termo em parénteses na tltima equacio ¢ — Py (|h]). Como |h|2 < By, entao Py (|h]) < 0
pois Py (x) é uma pardbola com concavidade voltada para cima e seu termo independente é
negativo. Isto implica que possui necessariamente uma raiz positiva e uma negativa. Assim,
como /By é uma raiz e sendo k a raiz negativa, temos k < 0 < |h| < v/By, o que implica
—Py(|h]) > 0. Dai,

SR = [VA 4 [1(~ P (A1) (2.5

Integrando ([2.5) e aplicando o teorema da Divergéncia obtemos

0:/ A|E|2dM2/ |Vloz|2dM+/ |12(—Pr(|h])) > 0.
M M M
Portanto,

/ IVA[2dM = 0 (2.6)
M

/M P (— Py([i]))aM = 0. 2.7)

Da Eq. (2.6) concluimos que |VA[2 = 0 e, pela desigualdade de Kato (ver,]I5])
IV|h|| < |Vh| para tensores, concluimos que |h|> = ¢, onde ¢ ¢ uma constante, a priori,
desconhecida. Agora, pela integral (2.7) temos |h|2(—Py(|h])) = 0. Portanto, devemos ter,

ou |h| =0, ou |h|2 = By, provando a parte i) do teorema.

Para o item ii), consideremos |h|2 = By. Se H = 0, entdao By = n e pelo teorema ,

M™ é um toro de Clifford em S"*1(1). Isto garante o item a).

Agora para o caso de H # 0 e n > 3 temos que, se |h|2 — By, entdo Vh = 0 pela
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Equagao (2.4)). Note de ({2.3)) que,

nHZuZ |h)2(=|h)? + n(H? +1)). (2.8)

Porém, como Py (|h|) = 0, temos

. —9 .
|h|? + M.H;hy —n(H*+1) =0,
vn(n—1)
isto é,
—9 . .
Mmhy = —|h]> + n(H? +1).
n(n—1)

Portanto, substituindo isso na Eq. (2.8]), temos

nH » u; h 2—H h|,
3ot = P = |
donde,
3
Z = ———|h)*,
Vn )

Pela Desigualdade de Okumura (ver Lema [1.3), >, u? atinge seu méximo. Assim, os
auto-valores do operador h sdo constantes tais que fiy = ... = fip_1 € [y F# p; para todo
1 =1,...n — 1. Como tais auto-valores estao relacionados com as curvaturas principais
de M™, conluimos que k; = ... = k,_1 e k, # k; para todo i = 1,....,n — 1. Estamos nas
condigoes de aplicar o Teorema devido a do Carmo e Dajczer para garantir que M™ é

localmente isométrica a uma hipersuperficie de rotagao de S**! e, portanto, um H (r)-toro.

Para ter mais informagoes deste H (r)-toro, vamos encontrar uma estimativa para o raio
r. Pelo Lema de Okumura, temos
n— -1

i S — -]
Ui === i

Hn =

Usando de alguns processos algébricos explicitados a seguir, vamos obter uma
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comparagao entre as curvaturas principais k; e k,. Observe que

knk1 = (H = pn)(H — 1) = H? + pupn, — H(pa + 1)

h? —2 .
Como pq i, = —u e 1 + fhy = n—|h\ temos
n n(n —1)

n(n — 2)

Vvn(n—1)

nkik, = —|h|> — HIh|. +n(H?+1)—n=—n.

Desde que Py(|h|) = 0, concluimos da igualdade anterior que kik, = —1. Por outro
lado
b= H — o, = kn 4+ (n— 1)k o,
n
isto é,

(n— 1Dk, — (n— 1)k = —np,.

Desde que pu,, > 0, concluimos que k,, < k;. Como kik, = —1, devemos ter k, < 0. Com
isto, o H(r)-toro é a hipersuperficie S*™!(r) x S'(v/1 — r2) de S"*1(1), e pelo exemplo sobre

o toro de Clifford, temos que as curvaturas principais sao dadas por

V1—1r2 —
ki=..=ky1=——; k, = ——.
r N

Um calculo simples nos revela que

2

H— (n—1)—nr
/12

n—1

Como H > 0 segue que, 1% < e isto completa a prova do caso (b) em ii).

Para o caso H # 0 e n = 2, observe que M? C S3(1) é uma superficie isoparamétrica, o
qual é bem conhecido devido a Cartan [7] ser totalmente umbilica ou um H(r)-toro. Como

h|2 = By temos que M2 é um H (r)-toro.

. . 1 .
Como Tr(h) =0 e |h|? = u? + p3, obtemos py; = j:—2|h| e pe = —pq. Agora, desde que

%
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pi=H — ki, i=1,2 ¢ Py(|h]) = 0 depois de alguns calculos mostra-se que kiky = —1.

Portanto, segue que, ou k1 > 0 e ky < 0, ou k1 < 0 e ky > 0 ambos valores constantes.

Entao teremos, ou

ou

Com um céalculo simples obtemos

1—2r2
=1

1 n-1
o qual s6 é positivo se 72 # 5=

para n = 2. ]



Capitulo

Hipersuperficies CMC imersas em F*1(¢)

Nesta se¢ao, nosso objetivo é estudar um caso mais geral do resultado anterior devido a
H. Alencar e Do Carmo [I]. Aqui consideramos nossa variedade M™ como hipersuperficie
de uma forma espacial F""!(c) com curvatura constante c¢. Iremos enunciar alguns lemas
que serao uteis na demonstragao do teorema principal desta secao. Este primeiro resultado,
faz uma comparagao entre a norma da diferencial covariante de um tensor T o qual é de

Codazzi, com traco nulo, e o gradiente da norma de 7.

Lema 3.1. Seja T um tensor de Codazzi com traco nulo numa variedade riemanniana M™

e seja Qo = {p € M™;|T|(p) # 0}. Entio, em Q

n -+ 2

VT? > V| T2 (3.1)
n
Demonstragao. Pode ser encontrada em [15]. O
Segue das Equagoes (1.7)) e (3.1) que
1 EIPN n-+2 I o o 0o o
§A|T| > T|V|T|| — RigjiTij T + RT3 T (3.2)

em (2. Agora, precisamos que (3.2]) valha em todo M". Temos a seguir um resultado sobre
a medida do conjunto M" \ €.

Lema 3.2. Seja T um tensor de Codazzi néo-trivial com trago nulo numa variedade

38
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riemanniana (M™, g) e seja Qo = {p € M™; |T|(p) # 0}. Entio Vol(M™\ ) = 0
Demonstragao. ver [9]. O

Temos agora uma proposicao que é de grande auxilio na demonstracao do teorema

principal.

Proposigio 3.1 (G. Catino, 2016 [9]). Seja T wm tensor de Codazzi, ndo trivial e com
traco nulo definido numa variedade riemanniana compacta (M™,g). Para € > 0, defina

Q. = {p e M™|T|(p) > £}. Entio
.. . . —(nt2)
/ (—RirjiTij T + Ry T Tie) fe = dM <0, (3.3)

onde

L e e peo
£ se pe M\ Q..

+2

Demonstracdo. Multiplicando por f.~» em ambos os lados da Eq. 1) e integrando

sobre M™, pelo teorema da divergéncia, obtemos

1 o n+2 2 o n+2
0 > —5/ A|T|2f;—IdMJr”;LF / IV|T|)2f " dM
o o o o n+2
+ / (= Rut Ty T + Ry To) £ 52 M. (3.4)

Agora, note que da Proposicao (|1.6)), temos

_n+42

div(f.” "5 V(T?) = 7% dio(V|T]?) + (V (.5 ), VITP). (3.5)

Integrando (3.5) em M™ e usando o teorema da divergéncia obtemos

1 2 n ]. n o ]_ ° n
- —/ AT £ dM = —3 £ din(V|T ) dM = 5/ (V[T V" )dM.
n Mn n

2
(3.6)
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Além disso,

1

. n42 2
_/ <V|T|27Vfa_ o n

Faat =152 e v s,

-2

5 " dM. (3.7)

Substituindo as Equagoes (3.6]) e (3.7) em (3.4), concluimos

2 o o —2n—2 2 ° n+2
0 > Tt / (VT VLTS / VT2
+ / (_Rikjlﬁjfkl‘FRjkﬁjﬁk)fsi%ﬁdM' (3.8)

Observe que, em €2, temos f. = \T| Logo

n+2

o o —2n—2 n -+ 2 o _n+2
[ Lo 22

n -+ 2

n+2 2
I /ij-;|2]‘;—IdM+”+
n

| 1vapsFan—o
e dai, a equagao (3.8) garante a validade da Equagao (3.3]) em (..
Agora, sobre M"™ \ Q., temos V f. = 0. Portanto

n+2 o o —2n—2 n-+ 2 0 nt2
/ AR AT T / VIR A
M™\Q. n M™\Q.

0 > —
n

n+2

+ / (_Rikjlﬁjfkl + Rjkﬁjﬁk)fe_TdM
Mn\Q.

n + 2 °  n42 o o o o  nt2
= / V| T2 f. 5 dM + / (—Ruj DT + Ry Ty Ty) £~ dM
n ]\4‘71\5’26 M"\Qg

_n+2

2 dM,

v

/ (_Rikjlﬁjfkl + Rjkﬁjﬁ'k)fa
MM\Q.

pois
n+ 2
n

/ V| T||2f. " dM > 0.
Mn\Q.

Portanto, a Equagao (3.3) vale em M™\ ., donde vale em toda M".

]

O teorema a seguir, classifica, do ponto de vista local, todas as hipersuperficies com
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curvatura média constante (CMC), imersas em formas espaciais F"™(c) com curvatura
constante c. Entao, pode ser visto como um resultado mais geral que o Teorema devido
a H. Alencar e Do Carmo [I], pois a variedade ambiente é qualquer forma espacial, e além

disso, se vale a condicao |h|* < By, reobtemos o Teorema .

Teorema 3.1. Seja M"™ uma hipersuperficie compacta com curvatura média constante

imersa numa forma espacial F"*(c) de curvatura constante c. Entao,

o . _9 .
b= (o =i = 52 e < o
M’ﬂ

Vn(n—1)

onde h € o traceless da sequnda forma fundamental h e H € a curvatura média de M™. A
igualdade ocorre se, e somente se, ou M"™ ¢é totalmente umbilica, ou quandon >3 e H # 0,

ao redor de todo ponto ndo-umbilico, estd localmente contida em uma hipersuperficie de

rotacdo de F"1(c).

Demonstracao. Para todo p € M consideramos um referencial ortonormal adaptado
{e1,....ent1} de modo que {ey, ..., e,} seja uma base ortonormal para T,M. Pela equagao

de Gauss, para o caso do espago ambiente ter curvatura constante c, temos
Riwji = (9591 — gugik) + hijhi — hahjs. (3.9)
Tomando o trago em (3.9), temos
Rij = ¢" Ry = (" gugi; — 9" gjnga) + 9" huahi; — g" hjxha.

Dai,
Ri; = c(ngij — gij) + nHhy; — (gklhil)hjk- (3.10)

Tomando novamente o trago na Equacao (3.10)) temos

R = g"Ri; = c(ng” gij — 97 gij) + 9" hijnH — (97 hat) (9" hj1.),
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onde nH = tr(h) = g“h;;. Agora, note que (¢“h;)(g*hji) = |h|*. Assim,

R=n(n—1)c+n’H? — |h]. (3.11)

Supondo que M™ nao é totalmente umbilica, ou seja, h é um 2-tensor de Codazzi nio

trivial, podemos aplicar a Proposicao para h e obtermos o seguinte.
o o o o _n+2
/ (—Rigjihijhi + Righijha) fe ™ <0,

onde f. = [h|(p) se p € Q. = {p € M";|h|(p) >} e f.=csepe M™\ Q..

Pela equacao de Gauss em ([3.9)) e pelo fato de h = h+ Hg, temos

Riji = (9i90 — 9ugjk) + (hm + ng‘j)(fobkl + Hgp) — (hzl + Hgil)(iij + Hgji)
= c(gijgn — gugix) + H*(9i96 — gugjx) + (hz]hkl — hzlh]k)

+ H(ilz'jgkz + gz’j;lkz - /Oulgjk - Quloljk)-
Logo,
Ryt = (c+ H?)(gij91 — 9ugjr) + ;Lij;lkl — ;lililjk + H(;Lijgkl + gij;lkl — ;Lilgjk — gililjk>- (3.12)
Agora, tomando o trago em , obtemos

Ryj = g"Ruiji = —g" Rigji = (¢ + H*) (9" gugin — 9" 9ijgn) + 9" hahjr — 9" hishi
+ H(g"hagjr + 9" gahjr — ¢" hijgn — 9" gijhw)

= (c+ H?)(ngjx — gjr) — iljpilkp + H(ni”ﬂj - 2;%1)'

Portanto,

Rij = (c+ H?)(n = Vg — hyphuy + (n = 2)Hhy. (3.13)
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Em particular, pela Equagao (3.12]), temos

Rz‘kﬂfobijilkl = (c+ HQ)(gijilijgklilkl — (gz‘lilijxgjkibkl)) + hfjhiz - (hzlhw)(h]khkl)
+ Hdhzjilklgkl + gz’j;lijilzl - ililgjkilz'jilkz - ]ibjkgililijibkﬂ

= —(c+ HH)hP + |t — hijhhihy — 2H (highjih).
Além disso, da Equacao , tem-se
Rjhishi, = (n = 1)(c + H*) (gjhan)hij — hjphaphizha, + (n — 2) Hhjhahgy,.
Trocando p por k e k por [ na expressao foszizkpfozijiuk obtemos hzjhklhllhjk Assim,
Riphijha = (n — 1)(c+ H?)|R* = hijhghahg, + (n — 2) Hhihahjy,.
E finalmente obtemos
— Rugjihihus + Righisha, = nH?|h[? — |B|* + nHhishahgy + ne|h)?. (3.14)
Agora, podemos notar que h,]hzkh]k = kigijkiginkig, = kf’ num referencial

ortonormal que diagonaliza h com autovalores k;. Assim, queremos estimar o valor de

k3. Para tanto, aplicamos o Lema de Okumura ((1.3) para obter
7 K

n— n—2

2 ° o o o °
— % B < hyhahg, < ———=——|h)?. 3.15
rn—l)l |” < highachjr < n(n_1)| | (3.15)
Dai,
o o o o ° o -2 ° °
—Rikﬂhijhkl—i‘R]’khi]’hik Z nH2|h|2—\h\4—H n(n ) |h|3+nc]h]2

Vvn(n—1)

. . -9 .
B A I SCRLI Gl M 1T AU (3.16)

vn(n—1)



44

Aplicando a Proposicao (3.1)) na desigualdade anterior, temos

o o nin — 2 ° _n+2 o o o o _n+2
/ |h|? (nH2—\h\2——< ) |H|]h[+nc>fa " S/ (—Rirjihijhi+Rikhijhig) fe ™ <0.
Mn —_ n

vn(n—1)

Mas, |h|2 = |h|"=" |h|"+". Portanto,

R . -9 . o mio _n+2
/ |h|ﬁ<nH2—|h|2—MyH|yh|+nc>|h|szs " dM <0,

Vn(n—1)

o nys _nt2 izt
Desde que |h|" f= * — |[h|"|h|™"" =1 q.t.p. em M quando e — 0, pelo Lema
temos

. . —9 .
/ b <nH2 = =2 g+ nc> dM <0, (3.17)

Vn(n—1)

como queriamos.

Para n > 3, observe que a igualdade em ocorre se, e somente se, em todo ponto,
ou h é nula ou, quando H # 0, em torno de pontos nao umbilicos, temos que h possui um
autovalor de multiplicidade n — 1 e outro de multiplicidade 1. De fato, suponha que valha a
igualdade em 1’ Entao, para o caso nao-umbilico, considere p € M tal que |h|(p) > 0.
Logo, da continuidade de Py, existe uma vizinhanca U C M de p tal que —PH(|h|) > 0,
ou seja, o integrando de tem sinal em U. Segue que — Py (|h|) = 0 em U. Com isso,

segue de (3.16) que, em U
— Rz‘kjl;lz‘jilkl + Rjkiliji%k > 0. (3.18)

Novamente pelo lema (3.2]) e da proposigao (3.1]), temos,

o o o o —(nt2)
/ (= R T T + Ry T) fo o dM = 0. (3.19)

De (3.18)) e (3.19), em U,
- RikjlilijiLkl + Rjkilij;lik = 0. (3.20)

Portanto, de (3.14) e (3.20) e lembrando que Py (|h|) = 0 em U, obtemos a igualdade do
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Lema de Okumura, ou seja, M possui dois auto-valores distintos, um com multiplicidade
(n — 1) e outro com multiplicidade 1. A reciproca é inteiramente andloga. Portanto, segue-
se novamente do Teorema que toda hipersuperficie em uma forma espacial com esta
propriedade estd contida em uma hipersuperficie de rotagao em F"*!(c), caracterizando

assim tais Hipersuperficies, o que prova o teorema. L]

Observacao 3.1. Note que, se H =0 e c <0, a afirmagao no teorema é trivial, pois neste
caso, o integrando serd |h\n772(—\h + ne) o qual é menor do que ou igual a 0, para todo
p € M. Por outro lado, existem Toros de Clifford (ver segdo em S™(c) com |h| = nc
que ndo estio contidos em uma hipersuperficie de rotagio de S"*1(c). Portanto, a sequnda

parte do Teorema nao € verdade se H = 0.

Podemos ainda observar que no caso n = 2, se M? nao é totalmente umbilica entao vale
a desigualdade integral

/ —|h|? +2H? +2¢ < 0.
M2
Observando que |h|2 = |h|2 — 2H? e da Equacio (3.11)), segue que

R <0.

M?2

Portanto, pelo Teorema de Gauss-Bonnet teremos X' (M?) < 0. Com isto, recupera-se o

resultado de Hopf-Chern.
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