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Resumo

Nesse trabalho, mostra-se que se (£2, %, 1) é um espaco de medida, (uy,)nen
¢ uma sequéncia de fung¢oes mensuraveis limitada em LP(Q2) com 1 < p < oo e

u, — u quase todo ponto (g.t.p) em 2 entao

[tk = [ fun = apdat [ b+ ota), 1)
Q Q Q

o qual é um resultado 1til em problemas variacionais para provar a existéncia
de fungoes maximizadoras ou minimizadoras em alguns casos, como por exemplo
quando o problema envolve falta de compacidade. Resultados de convergéncia
como em (1) foram primeiramente obtidos por Brezis e Lieb em [2]. Além disso,
daremos uma discussao com aplicagoes de como (1) pode ser utilizado.

Por outro lado, em aplicagoes concretas a convergéncia ¢.t.p. pode ser dificil
de verificar, enquanto que a condi¢ao de convergéncia fraca raramente apresenta
dificuldade. Assim, é natural perguntar quais possiveis andlogos de (1) existem
para sequéncias em LP(€)) que ndo necessariamente convergem em toda parte.
Por essa razao, mostraremos resultados andlogos de (1) (os quais podem ser
encontrados em [1]) sem a hip6tese de convergéncia quase em toda parte. Neste

trabalho faremos um estudo detalhado dos artigos [2] e [1].

Palavras Chave: Equagoes Diferenciais Parciais Eliticas; Problema Variacional;

Teoria da Medida; Lema de Fatou; Lema de Brezis-Lieb.



Abstract

In this work, it is shown that if (2,3, ) it’s a measurement space, (U, )nen
is a sequence of measurable functions limited in LP(2) with 1 <p < oo e u, — u

pointwise almost everywhere (a.e) in € then

[tk = [ fun = apdat [ o), )
Q Q Q

or what is a useful result in miscellaneous problems proving the existence of
maximizing or minimizing functions in some cases, such as when the problem
involves lack of compression. Convergence results as in (1) were detected by
Brezis and Lieb in [2]

On the other hand, In concrete applications convergence a.e. might be hard to
verify, while the weak convergence condition rarely presents a difficulty. Thus, it
is natural to ask what possible analogues of (2) exist for sequences in LP(£2) that
don’t necessarily converge everywhere. For this reason, we will show analogous
results from (1) (which can be found in [1]) without the hypothesis of convergence

almost everywhere. In this paper we will make a detailed study of the articles [2]

and [1].

Key Words: Elitic Partial Differential Equations; Variational Problem; Measure

theory; Fatou’s lemma; Brezis-Lieb lemma.
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Introducao

O célculo variacional é um ramo da matematica que estuda, entre outras
coisas, problemas de minimizacao, os quais surgem por exemplo na geometria e
na Fisica. Ja na Grécia antiga se sabia que entre todas as curvas com perimetro
fixado, o circulo tem a maior area. Essa propriedade é expressa através da

desigualdade isoperimétrica classica:
L? > 47A

onde L é o comprimento da curva e A é a area da curva. Em 1662, Fermat
deduziu as leis de refracao da luz a partir do postulado de que os raios luminosos
seguem sempre o caminho que minimiza o tempo de percurso. Neste caso, foram
fundamentais as ideias do calculo para a resolugao do problema. Em 1696, Johann
Bernoulli propos o famoso problema da braquistocrona e apresentou sua solucao,
que marcou o desenvolvimento do cédlculo das variagoes. Em 1744, Euler deduziu
a equacao diferencial correspondente a um problema de minimizagao no caso
unidimensional. Em outros termos, relacionado ao problema de minimizacao do

funcional

também conhecido como funcional de energia correspondente a equacao de Euler
Fu@)(z,u(z),v'(x)) = DFy)(z, u(z),v'(z)) =0

modernamente denominada equacao de Euler-Lagrange. O método direto do
calculo variacional consiste em obter a existéncia de solucao para a equacao
de Euler-Lagrange através da demonstracao da existéncia de uma funcao que

minimiza o funcional de energia associado. Em 1856, Dirichlet utilizou uma ideia



atualmente conhecida como principio de Dirichlet. De acordo com esse principio,

ao resolver o problema de minimizacao do funcional

I(u):/Q|Vu|2dx

conhecida como integral de Dirichlet, obtemos uma solugao da equacao diferencial

de Laplace

—Au(xz) =0, em ()
u(z) =o¢(x) em 0N

que é uma das mais importantes equacoes diferenciais da matematica e de suas
aplicacOes as outras ciéncias. Apesar do sucesso desse principio na resolucao de
varios problemas, o resultado de Dirichlet nao foi demonstrado com o devido
rigor exigido na época. De fato, em 1895, Weierstrass questionou a ideia de
Dirichlet (que o funcional I sempre atinge o infimo) ao propor um problema onde a
sequéncia minimizante wu,, convergia para uma fun¢ao v que nao pertencia a classe
de fungdes em questao, isto é, I(v) = C = inf,ep [(u) mas v ndo pertencia ao
espaco E. Entretanto, o proprio Weierstrass juntamente com outros matematicos
proporcionaram uma base tedrica mais solida para o Célculo Variacional através
de resultados importantes da Anadlise Funcional e a criacao dos espagos de
Sobolev (ver [4]). Analisando a dificuldade presente no problema de Weierstrass,
reconhecemos o que é atualmente chamado de auséncia de compacidade. Todavia,
assim como no exemplo de Weierstrass, existem muitos outros problemas em que
a compacidade falha.

O resultado crucial para o desenvolvimento desse trabalho é o lema de Brezis-
Lieb que é uma melhoria do lema de Fatou que avalia o intervalo entre a integral
de uma sequéncia funcional e a integral do seu limite pontual e desempenha um
papel importante na andlise de equacoes diferenciais parciais e é realmente ttil
em problemas variacionais para provar a existéncia de funcoes maximizadoras
(minimizadora) em alguns casos que nao temos compacidade.

Este resultado diz que se (u,),eny € uma sequéncia limitada em LP(€2, 3%, u)

para algum p € [1,00) e u, — u q.t.p (quase todo ponto) em {2 entao

lim (/ \un\p—/mn—u\p) :/]u\p

2



este resultado também é generalizado no Teorema 1.1.1 para alguns funcionais

diferente da norma do LP(£2, i), a saber

/Q |P(u+ v,) — P(vy,) — P(u)| dpp — 0

para adequada funcao ® : C — C e para uma adequada sequéncia (u,). Deste
modo, estabelecemos o primeiro resultado como consequéncia do caso mais geral.

O problema que motivou o lema de Brezis-Lieb foi a desigualdade de Hardy-
Littlewood-Sobolev HLS em LP(R™) que afirma

‘// u(z)|x — y|_’\v(y)dmdy < Npaallul|ze||v]| e (HLS)

para quaisquer u € LP(R"), v € L'(R"), 1 < p, t < oo, 1/p+ 1/t + A\/n = 2
e 0 < A < n. Por definicao N, », ¢ a melhor constante na desigualdade acima.
O problema no caso é mostrar que existe o par u, v tal que vale a igualdade na
desigualdade HLS (ver [9]).

Em aplicagoes concretas, a convergéncia ¢.t.p pode ser dificil de verificar,
enquanto a condi¢ao de convergéncia fraca raramente apresenta dificuldades, uma
vez que LP(Q2, u) com p € (1,00) é reflexivo e qualquer subsequéncia limitada nesse
espaco tem uma subsequéncia fracamente convergente. Assim é natural perguntar
quais os possiveis analogos do Teorema 1.2.1 podem existir para sequéncias em
LP(£, 1) que ndo necessariamente convergem q.t.p.

Esta situacao surge em aplicacoes para equacgoes diferencias parciais
quasilineares quando os termos u, sao funcoes a valores vetoriais da forma
Vu, € LP(2, 1) e nao podem confiar na compactacao das coberturas locais de
Sobolev que produzem convergéncia ¢.t.p de (u,) mas nao de seus gradientes.

No Capitulo 2, sao provados alguns resultados analogos do lema de Brezis-
Lieb (Teorema 1.2.1) sem a convergéncia ¢.t.p. Embora somente a convergéncia
fraca como hipdtese nao nos forneca estimativas conclusivas, um limite inferior
para a lacuna é encontrado em LP(£2, u),p > 3 sob a hipdtese de convergéncia
fraca e convergéncia fraca em termos de mapeamento de dualidade. E provado
que a restricao de p ¢é necessaria e também sao provados algumas desigualdades

relacionadas com a convergéncia fraca.



Notacoes

B : fim de uma demonstracao

— : convergéncia forte

— : convergéncia fraca

|2]: medida do conjunto

LP() = 1(, 1) = L(9, 5, )

|l o) = (g |U|pdﬂ)% l<p<oo

J u: denota [, udpu

Up = vy, + 0(1): denota lim(u,, —v,) =0

Un < v, 4+ 0(1): denota lim sup(u, — v,) <0

q.t.p : denota convergéncia em quase todo ponto



Capitulo 1

O lema de Brezis-Lieb

Neste capitulo, serd enunciado e demonstrado o lema de Brezis-Lieb. Antes
discutiremos a versdo mais geral (para uma fungao diferente da norma do
LP(Q, ) desse resultado. Posto isso, mostra-se a utilidade do teorema 1.2.1

em problemas de maximizacao e minimizagao.

1.1 Caso geral

Teorema 1.1.1 Seja ® : C — C uma func¢ao continua que satisfaz as sequintes

hipoteses:

(a) ©(0) =0,

(b) Para cada € > 0 suficientemente pequeno ezxistem duas fungoes p. e 1.

continuas, nao-negativas tais que,

[®(a+b) — @(a)| < epela) +1=(b) Va,b e C
Considere u,, = u+ v, uma sequéncia de funcoes mensurdveis de € em C tal que

i) v, >0 qt.p emQ
i) ®(u) € L'(Q,%, p)

i) / e (0a(2))dp(x) < d < o0



iv) / Volu(@))dp(z) < 0o, Ve >0,
Q
quando n — 0o vale

/Q |P(u + v,) — ®(vy,) — P(u)|dp — 0

Demonstracao 1 Fizemos € > 0 e definimos uma sequéncia de pontos

Wen(2) = [[2(un(2)) = @(va(x)) — (u(@))] — ep-(va(2))]”

onde vt = maz {u,0}. Observe que quando n — oo, W.,(x) — 0 q.t.p em Q

PoiS
v, >0 qtp em Q@ & u,—u—0 gqgitp em Q@ & u,—u qtp em €
além disso,

lim We () = lim [rmaz (0, [®(un(z)) — S(va(x)) — P(u(r))] — epe(vn(2)))]
= maz (0, [®(u(z)) — ©(0) — B(u(x))] — p:(0))

logo
lim W, ,(x) = max(0, —ep-(0)) =0 qgtp em Q
por outro lado,

@ (un) = @(vn) = D(u)] = [®(un) = D(vn) + (=D(u))|
< [@(un) = S(vn)| + | = B(u)]

entao teremos

| (un) = D(vn) = P(u)| < |D(un) = P(vn)] + [@(u)]
< 0w+ vy) — (v,)] + [ (u)] (1.1)

pela hipdtese (b), tem-se

|P(u~+ v,) — P(vp) |+ < epe(vy) + e(u) (1.2)



de (1.1) e (1.2) obtemos
P (un) — @(vn) — ©(u)] < epe(vn) + Ye(u) + [@(u))]
assim sendo,
P (tn) = D(vn) = D(u)] — pe(vn) < Ve(u) + [P (u)]
ou ainda,
Wen(2) < the(u) +[0(u)]

por consequéncia da hipdtese, V. (u) € L*(Q, u) e ®(u) € L (Q, i), como L' (Q, )
é um espago vetorial seque Y. (u)+®(u) € LY(Q, u). Pelo teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue tem-se
/QW&ndu — 0 quando n — oo
contudo, observe que
[P (tn) = P(vn) = ©(u)| < Wen + epe(vn)
e, portanto
o= [ [9() = 8(0,) = )ldn < | [Wen+2pu(0n)ldn
ou seja
I, < / Wendp + ¢ / Pe(vn)dp

Q Q

seque
limsup 7,, < lim sup/QWwdu—i-elim sup/ggos(vn)du
1.¢, limsup I,, < ec. Fazendo € — 0 obtemos
limsup I, =0 (1.3)
por outro lado, sabemos que
0 < [®(un) — P(vn) — P(u)]

7



logo
0< /Q|<I>(un) —®(v,) — P(u)|du = 1,
entao
liminf I, =0 (1.4)
de (1,3) e (1.4) obtemos lim I,, = 0.
/Q |D(u+ v,) — @(vy,) — P(u)|dpu — 0

Em outras palavras, o Teorema 1.1.1 diz o seguinte: se escrevermos u,, = u+uv,
com v, — 0 q.t.p em €2, entdao para n grande fQ O (u + v,)dp se decompdem em
duas partes, a saber [, ®(u)du e [, ®(v,)dp. Nao se assume que ®(u,) ou ®(v,,)
estao separadamente em L'(€, u). Vale ressaltar que a constante d na hipétese

(iii) independe de € e n.

Lema 1.1.1 Seja ® : C — R convezxa e k > 1 entao
[®(a+b) — (a)] <& (P(ka) — kP(a)) + [P(C)| + |P(—CLb)|

para quaisquer a,b € C, 0 <e <1/k el1/C. =¢(k —1).

Demonstracao 2 Seja o« =1—ke, f=c ey = (k—1)e. Entao
a+pf+y=1—ket+et+eck—e=1
note que
a+b=aa+ fka+~yCcb (1.5)
pois
aa + fka+~yC.b = (1 — ke)a+ cka + (k — 1)eC.b

1
=a — kea + eka + gCeb

£



temos aa + fka +~yC.b = a+b. De (1.5) seque
O(a+b) = P(aa + Pka + yC.b)
por convexidade da ®, vem:

Q(a+0b) <ad(a) + O(ka) + yP(C.b)
< (1—ke)®(a)+eP(ka) +yP(C.b)

1sto €,

B(a+b) < D(a) — ekd(a) + =D(ka) + Oicb(osb)
logo
B(a+b) — D(a) < £ [®(ka) — kd(a)] + é@(cgb)

observe que 1/C. € (0,1) vem

Ci (CLb) < B(CLD) < |B(CLD)|

de (1.6) e (1.7) obtemos

P(a+0b) — P(a) < e[P(ka) — kP(a)] + |P(C.D)|

o 1 5= € (k1)
1 +ke T 1ike T Aike
entao
ot Bt _l4etek—1) l14+etke—e 1+ke
7= 1+ ke N 14 ke C 14ke
vale que
a=ala+0b)+ Bka+ ~(—C.Db).
De fato,

a+b+cka+e(k—1)(—C.b)

ala+0b) + fka +y(—C.b) = T ke




logo

1
a+b+cka+ = (—C.b)

B C. _a+b+eka—10

1+ ke N 14 ke

e entao

a+cka a(l+ck
ala+0b) + fka +y(—C.b) = e (1+6k)—a

de (1.9) e pela convexidade de ® seque:

P(a) = P (a(a+ b) + Bka + vy(—C.D))
< a®(a+b) + P(ka) + yop(—C.)

donde vem

®(a+b) + e®(ka) + e(k — 1)P(—C.b)

P(a) <
(a) < 1+ ke

(1.10)

multiplicando por (1 + ke) ambos os membros da desigualdade (1.10) obtemos
(1+ke)P(a) < P(a+b) +eP(ka) +e(k —1)(—C.b)

desenvolvendo

B(a) — D(a+b) < ed(ka) — chd(a) + Ciq>(—c€b)

< ¢ [B(ka) — kd(a)] + Cicb(—csb)

pelo mesmo argumento para obter a inequagao (1.8) tem-se

®(a) — Pla+0b) <e[P(ka) — kP(a)] + |P(—C.D)| + |P(C.D)| (1.11)
portanto, de (1.8) e (1.11), temos:

[®(a+b) = ®(a)] < e[P(ka) — k®(a)] + [(=Cb)| + [P(CLD)|

Tendo em vista o Lema 1.1.1 acima, entao podemos concluir o seguinte:

supondo que ® definida em C com valores em R seja continua e convexa com

10



®(0) = 0 e escolhendo um nidmero k& > 1 entdo vale a hipdtese (b) do teorema
1.1.1 para ek < 1 com @.(t) = ®(kt) —kP(t) e -(t) = |P(C.t)| + |P(—C:t)| onde
1/C. =¢e(k —1).

Portanto as hipdteses do Teorema 1.1.1 estao satisfeitas se houver algum £ > 1
fixo tal que (®(kg,) — k®(gy)),,cn Seja uniformemente limitada em L'(2, u) e se
O(Mf) € L' (Q, u) para cada ntimero real M. Importante ressaltar que a condigao
de (®(kg,) — k®(gn)),,cy ser uniformemente limitada em L'(€2, ;1) é essencial nao

apenas para as hipoteses do Teorema 1.1.1 mas para a conclusao também.

Exemplo 1.1.1 Seja Q@ = [0,1], &) = €l — 1, du = dz, u(z) = 1 e

vp(x) =In(l4+n) se 0 < x < — e vy(x) =0 caso contrdrio. Entdo
n

1

/QtID(un)du = / (el — 1) da + / (el —1) d

3=

1

o i 1 1
:/61+ln(1+")dx—/dx+/edx—/dx
0 0 1 1

ou seja

1 1
/@(un)du:e(1+n)—+e—e——1:26—1
Q n n

logo ®(u,) € L'(Q, p). Agora,

1

/ BIUTES / (el @l dx—l—/(eo—l)dx
0

S=

1 1
— (1 S
(1+ n)n -
o que nos diz que ®(v,) € limitada em L'(Q, ). De

1

/QQ)(u)du:/(e'“'—1)dx:/1(e—1)dw:e—1

0 0

concluimos que ®(u) € L'(Q, u). Note que

hm{/Q@(un)—/ch(vn)} :lim[2e—1—1]:2e—27é/<bu

11



isto €, a tese do Teorema 1.1.1 nao se mantém. Isto acontece pois, apesar de
D (v,) ser uniformemente limitada em LY(Q,p) e ®(Mu) € LY (Q, u) VM € R,
observe que para esta sequéncia (v,), ®(kv,) nao é uniformemente limitada em
LY, u) quando k > 1. Com efeito,

3=

1

/Q<I>(kvn)d,u = / (el 1) d + / (" — 1) da

0

<6ln(l+n)k B 1) d — / ((1+n)F — 1) do
0

I
S —
3=

portanto

/ O (kv,)dp = w (1.12)

n

ou seja, quando n — oo tem-se que a expressio em (1.12) tende para co. No
entanto, desde que ® seja convera a condi¢cao acima nos diz que a conclusao do
teorema 1.1.1 seria vdlida para qualquer outra sequéncia (u,) tal que ®(ku,) seja

uniformemente limitada em L*(Q, p) para algum k > 1.

1.2 Caso em LP(Q, 3 1)

Teorema 1.2.1 Seja (Q, X, 1) um espago de medida. Suponha que u, — u q.t.p
em Q e ||uy||r) < C < oo Vn €N e para algum 1 < p < oco. Entao

lim (/ |un|p—/|un—u|p> :/|u|p

Demonstracao 3 Seja a funcao

. C - R
t— o(t) = |t]P

para algum 1 < p < co. Vamos verificar que ® satisfaz as hipdteses (a) e (b) do
teorema 1.1.1. Para (a), ®(0) = |0 = 0. para (b), note que ® € convera. Com
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efeito, observe que

ptPl, t>0
—p(=t)Pt, t <0

'(t) = pltf~" = {

Seque entao

p(p — )tP—2, t>0
—p(p—1)(=)"%, t<0

"(t) =plp— 1P ? = {

isto €, ®"(t) = p(p — 1)[t|P~2 > 0 portanto ® € convera. Tomemos 0 < & < 1/k,

kE>1, o= (k — 1)e e as fungoes

po(t) = [kt — kIt = D(kt) — k(2)

Ve(t) = [Ce” + | = Ce|P = |(Cet)| + |B(—Ct)]
logo, pelo Lema 1.1.1, VYa,b € C vale que
[®(a+b) — ®(a)| < & (P(ka) — kP(a)) + [P(CcD)| + [®(=CLD)|
ou seja,
[©(a+b) — P(a)] < ep-(a) + e (D) Va,b e C

agora vamos verificar se (uy) -, satisfaz as hipdteses (i)-(iv) do Teorema 1.1.1.

Seque que
Up = U+ Vp = Uy = Uy — U

como u, — u q.t.p em Q entao v, — 0 q.t.p em Q. Logo vale (i). Para verificar

(ii), tem-se

/@(u)d,u = / [ul?” dp :/ [lim w,,|” dp = / lim |u,|” dp = / lim inf |u,,|” du
Q 0 Q Q Q

pelo lema de Fatou
/ O (u)dp < liminf/ |un|Pdp = Hminf [Ju,[[7,q) < lminf C7 = C7 < oo
Q Q
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portanto ®(u) € L'(Q, X, ). Agora, temos
| oetentadute) = [ (ko = ko) du

— [ evapdn =k [ foapds
Q Q

:k:p/ |Un|pdu—k/ |vn|[Pdp
Q Q

/Q o (vn(@))du(z) = (K — K) [0a] e
= (0 = B) llun — f1 e
= (8 = 1) (lhn = 0ll o)

ou ainda,

pela desigualdade de Minkowski, temos

[ eetenanduta) < 0 =) (ltallsn + il
< (K = K (C7 + Jlull oy < o0

finalmente, tem-se

/Q oo (u(z))du(z) = / (Ceul? + | — Ceup) dp

— [ 1Cardn+ [ |- Caapiy
(9] Q
/Q oo (u(2) / Pyt | — CP? / P dy

= (C2+|-C.") HUHLP(Q

logo

portanto estamos nas hipoteses do Teorema 1.1.1, entao
/ |P(u+ v,) — P(vy,) — P(u)|dpp — 0 quando n — oo
Q
ou seja

/ |D(u,) — P(uy, —u) — P(u)| dpp — 0 quando n — oo
Q

14



isto é

lim {/ |un]pdu—/\un—u|pdu—/ |u|pdu} =0
Q 0 Q

lim [/ \un|pdu—/|un—u|pdu} :/ |ulPdp.
0 0 Q

O Teorema 1.2.1 nao é apenas um coroldrio do Teorema 1.1.1, mas é realmente

portanto

util em problemas variacionais para provar a existéncia de fungoes maximizadoras
(minimizadoras) em alguns casos que a nao ha compacidade.

As hipdteses do Teorema 1.2.1 e o teorema de Banach-Alaoglu-Boubarki,
passando a uma subsequéncia se necessario implicam que (u,) converge
fracamente para u em LP(€, ). No entanto, a convergéncia fraca em LP(), u) é
insuficiente para concluir que a tese do Teorema 1.2.1 seja verdadeira exceto no
caso p = 2. De fato, sabemos que L*(2, ) é um espaco de Hilbert e note que

vale a relacao fundamental
lunl 220y = lun = ul T2y + lullz2@) — 2 (un — u, u)

desde que u, — uw em L*(Q, u) entao u, —u — 0 em L*(Q, p). Como o dual do
L2(Q,u) é o L2(Q, ) e u € L*(Q, 1) segue que

(Up — u,u) = /(un —w)udp — 0
Q
portanto podemos escrever

|22y = lln = ull72(0) + [ull720) + o(1)

1.3 Aplicacoes

Consideramos o seguinte problema: se k é a melhor constante na desigualdade
1 Aul|zo(@) < Kllullzr(o)

onde A : LP(Q2) — L9(€2) é um operador linear limitado. Pode-se encontrar u
tal que a igualdade vale? para responder esta pergunta consideramos a seguinte

proposicao
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Proposigao 1.3.1 Sejam (2,3, u) um espago de medida e A : LP(Q2) — L(Q)
um operador linear limitado com 1 < p < ¢ < oo. Para u € LP(Q),u # 0
considere

|| Aully

[lullp

R(u) = e K =supR(u)
seja (up)nen uma sequéncia limitada em LP(Q) tal que
I R(u,) =k
IT w, >u#0 gqtpem$
III Au, — Au q.t.p em
entio R(u) = K, isto €, u € uma fun¢do mazimizadora.
Demonstracao 4 Pelo Teorema 1.2.1, quando n — oo temos

||Un||ip(9) = [Jun — f||22p(9) - ||U||]2P(Q)
ou seja,

||Un||§p(9) = [Jun — u||i?(ﬂ) + ||U||Z;,p(g) +o(1)”
onde o(1) — 0 quando n — oo. De forma andloga,
|| At |70y = [[Aun — Aul|7q(q) + [[Aul|74q) + 01(1)*

onde 01(1) = 0 quando n — oo. Observe que se a,b,c >0 et <1, entao

(a+b+c) <a +b'+¢ (1.13)
portanto,
RY]
Rlun)? = (M)p _ (14t
[l Lo (@) ]
ou ainda,

D
(114un = Auld ) + 1 Aul[f ) + 01(1)7)"
Tt = ull 0y + 1ullq) + 007

R(uy,)? =
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como p/q < 1, pela desigualdade (1.13), temos:

|A(un = )70y + [|AU[}a(q) + 01(1)
R(u,)? < (1.14)
| — ullf, + Hu”LP(Q +0(1)
note que para cada n € N vale
Alu, — q
1At = lley _
[[tn _UHLP(Q)
entao
[A(un = w)|[ o) < Kllun — ullre(e)
seque
[ A(un — U)Hiq(g) < K*[un — UH]zp(Q) (1.15)
de (1.14) e (1.15) vem:
KP||u,, —u ot Au + 04(1
Rw,) < I 2oy + AU} ) + 0r(1) (1.16)
[un = ull70 0y + [ull7sq) + o(1)?

note que, pela desigualdade de Minkowski, temos
un = ullo@) < [unllr@) + lullzr@) < C+ [|ullLr(e)

e como u € L entio (||un — ul|pry)) ¢ limitada, entao, a menos de uma
subsequéncia vale que ||u, — ul|re@) — t. > 0 e como 01(1) — 0, o(1) — 0

e R(u,)? — KP quando n — oo. Portanto, fazendo n — oo em (1.16) obtemos:

v < AUl + K722
B HuHLP(Q +tP
entao
(Hu” )+ tp) KP < ||Aul[},q) + k"t
seque
[l [ K" + 2R < (| Aul[fyq) + K7E2
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1sto €,
||U||7£p(g)k5p < ||AU||Z£q(Q)

ou ainda

| Aul| a0

> K
l|ul|Lr )

R(u) = >
portanto R(u) = K. Isto €, ||Aul|raq) = K||ul|rr)-
|

Vamos considerar outro problema, porém dessa vez de minimizacao. Sejam

Q c RY um dominio limitado, A > 0 e

2 2
/ |Vu| / u .
_ _ = > 9

com p=2" N3’ p>

o problema ¢ mostrar que Ky = inf {Ry(u)/u € H}(Q),u # 0} é alcangado. A

proposicao abaixo resolve este problema de minimizagao.

Proposicao 1.3.2 Se K, < Ky entao K, € alcancado, onde

/|Vu|2
Ky = inf i, /uEHl( ),u#0

Demonstragao 5 Seja (u,) uma sequéncia minimizante com ||un||zr@) = 1
Vn € N. Como Ry(u,) — K\ entdo (Rx(uy)), € limitada, logo existe M > 0
tal que |Rx(u,)] < M Vn € N entdo vale que

/|Vun|2—)\/ 2 < ‘/ |Vun|2—/\/ i 2
(9] Q Q Q

/|Vun|2 < M+/\/ fun? (1.17)
Q Q

<M VYneN

logo
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note que |u,|> € L>(Q) pois

[ lhwp? —/|un|p—|\un\|

-2

além disso, v = 1 € Lr2 2(9), — + —— = 1. Pela desigualdade de Holder,
D p
obtemos
i [ ([or) (L)
Q Q
ou ainda

p—2
/Q a2 < [l 2oy |2 < o0

com isso, de (1.17) concluimos que (u,) € limitada em Hg () entao podemos

obter uma subsequéncia (ainda denotada por u,) tal que
(I) w, — u em H} ()

(I1) u, — u em L*(Q)

(ITT) w, — u q.t.p em )

sendo Hg(Q) espaco de Banach reflexivo e pelo Teorema de Kakutani temos (I).
Como a imersio H}(Q) — L*(Q) € compacta, entao vale (II). Finalmente, pelo
Teorema de Vainberg obtemos (I11). Temos

R(u,) = K\ + o(1)

/|Vun]2—)\/\un\2:K,\+o(1)2
Q Q

pela definicao de Ky temos

0.6,

|V, |?
Ky < 9—2
||Un||Lp(Q)

seque que

/Q Vunl? > Kollunl oy = Ko
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logo temos
/ Vu,|? — K\ > Ky — K,
Q

ou seja,

/ Vu,|* - / |V, |* + )\/ lu,|* + 0(1)? > Ky — Ky,
Q Q Q
fazendo n — oo, temos
/\/|u|22KO—KA>O
Q
assim sendo u # 0. Por outro lado, seja v, = u, — u, tem-se

L 19l = [l = Kl +00) (118)

/|an|2 :/ IV (u,, — u)]? :/ IV, — Vul?
Q Q Q

—/ (IVun|* = 2V, Vu + [Vul?)
Q

:/ |Vun|2—2/VunVu—|—/ |Vul?
Q Q

e desde que v, — 0 em H}(Q), i.€, u, — u em H}(SY), entdo podemos escrever:

/]V'z}n|2 /]Vun\2—2/|Vu|2 /\Vu\z—i-o
:/Q|Vun|2—/Q|Vu|2+0(1)

/|vun|2:/|wn|2+/ Vul? + o(1) (1.19)
Q Q Q

logo de (1.18) e (1.19) obtemos

observe que

portanto,

/ Tl + / Vo2~ A / uf? = Iyt ey + 0(1)? (1.20)
Q Q Q
como
|an|2
Ko <o
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ou seja,
[ 190> Kallonl o (1.21)
de (1.20) e (1.21), vem
19 + Kalloalfy = A [ o < Kllwl gy +0(0 (122
pelo Teorema 1.2.1, obtemos

atal 2y = 1l By + Nl 2y + 0(1)?

desde que p > 2, temos p/2 < 1, seque da desigualdade (1.13) que

[V

(lBi)” = (Il + el + 0)7)”
= <||UI|Z£p<m>§ + (|lvn||Lp<ﬂ>)% + (o1)

SIS

logo
lunl 2oy < NullZo) + [1vallZo) + o(1)*. (1.23)
Afirmamos que
[1wul = [ juP < Kaluli (1.24)
Q Q
esta afirmacdo conclui a prova da proposicao. Consideramos dois casos:
(1) Kx>0
(2) K, <0
para o caso (1), de (1.23), temos
Kllunll7o) < Kallullio) + Kallvallir) +o(1)* (1.25)

combinando (1.22) e (1.25), obtemos:

/Q VUl 4 Kool oy — A / a2 < 2oy + Kl By + 01
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fazendo n — oo teremos ||Un||%p(9) = ||u, — u||%p(9) — 12 e entao

/ ]Vu|2 + K()ti - >\/ |u|2 < K)\HUH%p(Q) + K)\ti
Q Q

logo
L1 = [l < Kl + 063 = Ko) € < Kol
isto €,
[19ul = [ ju < Klulf
0 Q
para o caso (2), pelo lema de Fatou temos |lull, < 1 = ||up||ir@) seque

HUH%P(Q) < HUHH%P(Q) logo
K llunll7 0y < ExllullZoo) (1.26)
de (1.22) e (1.26) vem
[ 1u+ [ 1907 = [ JuP < Bllulfg, +o01)
fazendo n — oo, obtemos

[1wul = [ juP < Kluli
Q Q

portanto em qualquer caso vale (1.24). Entdo

/ Vul — A / uf?
Q O S K/\

lullZoe)

ou seja, pela defini¢ao de Ky seque Ky < Ry(u) < K. Portanto Ry(u) = K.
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Capitulo 2

O lema de Brezis-Lieb sem a
convergencia pontual

Em aplicacoes concretas, a convergéncia ¢.t.p pode ser dificil de verificar,
enquanto a condi¢ao de convergéncia fraca raramente apresenta dificuldades, uma
vez que LP(Q, ) com p € (1,00) é reflexivo e qualquer subsequéncia limitada nesse
espaco tem uma subsequéncia fracamente convergente. Assim é natural perguntar
quais os possiveis analogos do Teorema 1.2.1 podem existir para sequéncias em
LP(), 1) que ndo necessariamente convergem gq.t.p.

Com essa motivagao, este capitulo apresenta alguns resultados analogos do
lema de Brezis-Lieb sem a hipdtese de convergéncia quase em todo ponto. Na

Secao 2, mostre-se a importancia da restricao de p > 3 no teorema 2.1.1.

2.1 Preliminares
Um analogo imediato é dado pela fraca semicontinuidade da norma, a saber
se u, — u em LP(Q)) entao
||u||Lp(Q) S lim inf ||Un| |LP(Q)

segue que

liminf [[uf|7,q) < Hminf |[u,[|7,
isto é

timinf (|[ull ) = llunl ) ) <0
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ou ainda

lim sup (||un||ip(g) - ||“||I£p(n)) =0

que podemos escrever coIno

[tk [ fulrdu-+ o)
Q Q

mas essa desigualdade nao diz muito ja que ela nao leva em conta a norma do
restante u,, — u. Por outro lado existem alguns casos em que o Teorema 1.2.1
se sustenta apenas sob a hipdtese de convergéncia fraca. Uma é quando () é
um conjunto enumeravel munido com a medida da contagem, porque neste caso
convergencia pontual segue da convergéncia fraca. Outro é o caso p = 2 quando
a conclusao do Teorema 1.2.1 se mantém mesmo se a convergéncia q.t.p nao é
assumido. Isso decorre de uma relacao elementar do espaco de Hilbert que de

U, — u implica em

HunH%%Q) = ||un — UH%Q(Q) + HUH%Q(Q) — 2(up — u,u)

ja que ambos os exemplos a norma satisfaz a condicao Opial. Seria tentador
conjecturar que a condicao de convergencia ¢.t.p pode ser eliminada sempre que a
condi¢ao Opial se mantiver, ou no caso de espago de Banach estritamente convexo
() com mapa de dualidade de valor tinico, sempre que a seguinte condicao: u, — 0
em {2 = u’ — 0 o que implica a condi¢ao Opial (ver [12]). No entanto, como é
mostrado no coroldrio abaixo, (a saber, corolario (2.2.2) ) abaixo a condi¢ao p > 3,
a qual nao tem nada a ver com a condi¢ao Opial ou mapeamento de dualidade,
niao pode ser ignorada. A condicio |u, — u[P~?(u, — u) — 0 no Teorema 2.1.1
nao é arbitraria, mas é uma suposicao de convergéncia fraca de mapeamento de
dualidade que pode ser equivalente a (u, —u)* — 0. Para provarmos o Teorema

2.1.1 precisamos do seguinte lema.

Lema 2.1.1 Vale a sequinte desigualdade

(L4 > 1+ [t]P + plt|P~2t + pt (2.1)
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Demonstragao 6 FEsta desigualdade é equivalente as desigualdades
fr) =0+t —1—t —ptP 1 —pt >0, t>0 (2.2)

e, assumindo sem qualquer restri¢ao (tendo em vista a simetria da formula) que
it <1

=0t -1t +ptlt4pt>0 te€]0,1] (2.3)

para provar (2.1) basta provar as desigualdades (2.2) e (2.3). Para provd-las,
note que ambas as funcoes se anulam em t = 0, entdo € suficiente mostrar que

suas derivadas nao sao negativas. Seque:

frt) =p(L+ )P = pt'™t —plp = 1)t —p
ou seja,

LI = (1 = = (- et

que também se anula em t = 0, logo € suficiente mostrar que sua derivada €
nao-negativa. Ou seja,

1

SO =D+ = =17 = (- Dp -2 20
ou ainda,

]' 1!
plp—1)"7"

ponhamos s =t~! e q=p—2. Entdo

() =1+t =t = (p—2)t"* >0

1 _ _ _ g
e A S Al CRv i (Cop i
(s 1\" 1 1
B s T T
C(s+1)isTt—sl—gq
= e
logo
Sq_l "eo—1 q.—1 -1
p(p—1) HET) = (e LT 6T g



que implica

597 tg

P —1) s =(s+1)1=1—gs

note que j(s) = (1+s)9 comq > 1 es > 1 € convexa. De fato, j'(s) = q(1+5)7 1,
entao j"(s) = q(q — 1)(1 + 8)772 > 0.Por convexidade temos que

Sqils " 1
m +<Si ):(S+1)q—1—q520

logo f! >0 como queriamos. Agora, considere a derivada f_:
éﬂ@%:—ﬂ—ﬂpl—ﬁl+1+@%4ﬁp2
resta notar que
(I—t) '+t <1
portanto f'(t) > 0.

Teorema 2.1.1 Sejam (2, 1) um espaco de medida e 3 < p < co. Suponhamos
que u, — u em LP(Q,p) e |up — ulP2(u, —u) = 0 em LYQ, pu), 1/p+1/qg=1.
Entao

/ Py > / Py + / ftp — ufPdp + ofL). (2.4)
Q Q Q

Demonstracao 7 Pela Lema 2.1.1 tem-se

T+t > 14t +pltPt+pt |t <1 (2.5)
pondo t = i para u # 0 seque
Uy, —ul? —Ta un—up_2 Uy, — U Uy, —
1+ > 1+ +p +p

u u u
entao

Up, |y, —ulP Ju, —ulP? [, — ul

- >1 o [tn = U

wl 2 TR T e e
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ou ainda,

|un|p Z |u|p + ’un - U|p +p|u||un - u|p—2 (un - u) +p|u|p_1(un - U)

> [ul” + |un =l + plufun — w7 (w0 = u) + pluf~?u| (u, - w)
portanto
[Un [P > [ — ul? + [ul? + plulP2u(u, —u) + plu, — w2 (u, —w)u  (2.6)
logo

/hmwzi/mn—mwg/wV+p/hm*mmfwn+p/h%—mwaw—um
Q Q Q Q Q

pela hipotese seque que
U, —u—0 em LP(Q) = /Q(un —u)vdp — 0 Vv e LI(Q)
além disso, temos:
/Q [y, — P2 (uy, — w)wdp — 0 Yw € LP(Q)
posto isso, note que u € LP(S)) e vale

=2l = [ Gty = [ ol = [ o < oo
Q Q Q Q

portanto |ulP~*u € LY(Q). Logo

/|Un|pdlt2/|u|pdu+/|un—u|pdu—|—o(1).
0 Q 0

Teorema 2.1.2 Sejam (2, %, 1) um espago de medida e 3 < p < oo em € N.
Suponhamos que w, — u em LP(Q, s R™) e |u, — ulf?(u, —u) — 0 em
L9(Q, u;R™), 1/p+1/q = 1. Entao

/|un|pdu2/|u|pdu—|—/|un—u|pd,u+o(1).
Q Q Q
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Demonstracao 8 Uma vez que provamos a desigualdade
F(t,0) = |14+ 4+2t0) =1 — [t| —plt|2t0 —pt0 >0 |t} <1|0] <1 (2.7)

a demonstracao do teorema sequird de forma andloga a do teorema anterior.
vamos a prova da desigualdade (2.7).  Primeiramente, note que para cada

t € [—1,1] a fungdo

p:[-1,1] — R

0 — F(t0)
¢ conveza em [—1,1]. Com efeito,
dp  [p(1+ 1>+ 20)"5"t — ptr=" — pt, 0<t<l1
A9 | —p(1+2—2t6)" = t + p(—t) 2t +pt —1<t<0
logo, vem que:
Ep [ p(p—2)(1 42+ 2t9)"7 12, 0<t<1
92\ p(p — 2)(1 + 2 — 2t6) "7 12 —1<t<0
°p
entao temos que 02 > 0, portanto p € convera. Observe que
OF(t,0)  [p(1+2+2t9)" 5 t — ptr=" — pt, 0<t<l1
00 | —p(l+t2—20)"Tt+p(—t)P2U+pt —1<t<0
. . OF(t,0)
isto 6, ———— # 0 para todo t € [-1,1].  Portanto F(t,0) >

min {F'(t,—1), F(t,1)}. Como
Ft,=1) =14+ —2t|5 — 1 — |t|P + p|t|"~2 + pt = F(—t,1)
basta mostrar que F(t,1) >0 V€ [—1,1]. Ou seja,

14124 2t)5 —1—|tP — plt|P2t —pt >0
(8 +1)%2 =1 — [P = pltP >t — pt > 0

1sto €,
t+ 1P <1+ [P+ pltPt+pt |t <1
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que € a desigualdade provada no lema 2.1.1. Portanto vale a desigualdade (2.7),

agora pondo t = (u, —u)/u e 0 =1 obtemos

2 p/2 p p—2
Uy — U Up — U Uy — U Up — U Up — U Up — U
1+( ) +2 -1 —p —-p >0
U U U U U U
ou seja
2p/2 P p—2
Uy — U Uy — U Uy — Up — U Up — U
|( +1) > 1+ +p +p
U U U U
1sto €,
Up, n b Uy —u|?’" " u, —u Uy — U
—| =21+ +p +p
U U U

assim como na demonstragio 7 implica na desigualdade (2.6) e procedemos da

mesma forma.

Escrevendo o enunciado do teorema 2.1.2 em termos de gradientes de fungoes
e observado que |Vu,, — Vu[P~2(Vu, — Vu) — 0 em L4(Q;RY) pode ser reescrito

em termos de A, como —A,(u, —u) — 0 no sentido de distribui¢ées. Temos:

Corolario 2.1.1 Sejam Q C RY um conjunto aberto, N € N e 3 < p < 0.
Suponha que Vu, — Vu em LP(Q;RY) e —Ay(u, —u) — 0 no sentido das

distribuicoes. Entao

/|Vun\pdx2/|Vu\pd:c+/!Vun—Vu\pd:c—l—o(l).
Q Q Q

2.2 Convergéncia fraca de composicoes

Seja p € (1,00). E possivel construir uma sequéncia u, — 0 em L?([0, 1])
tal que |u,|?'u, tem limite fraco diferente de zero em LP/9([0,1]) para qualquer
q € (1,p]. Consideramos aqui um caso mais geral, comparando limites fracos de

sequéncias da forma ¢(u,) com diferentes fungoes impares ¢.
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Nos concentramos aqui apenas no espaco de medida [0,1] munido com a
medida de Lebesgue, mas o argumento pode ser facilmente adaptado para
dominios em RY. Seja T,u(z) = u(nz) para z € [0,1/n], n € N estendendo

periodicamente para o resto do intervalo [0, 1].

Lema 2.2.1 Seu € LP([0,1]), 1 < p < oo, entdo Tyu — [, udz em L¥([0,1]).

Demonstracao 9 Primeiramente, observe que

Toullz = / T,ude = / P = [Jull?
0,1 [0,1]

)

e portanto ||T,u|l, = ||ull,. Além disso, como o espago vetorial S das fungoes
escadas € denso em L%([0,1]), onde 1/p+1/q =1 (ver Proposicao 1.0.1, Apéndice

A) ¢é suficiente mostrar que
/ T updr — / udxpdx Vi e S
[0,1] [0,1] J[0,1]
ou ainda,

/ Tupdr — udx Wdx Vi eS
(0,1] [0,1] [0.1]

1850, no entanto, seque do caso particular 1 =1 que por sua vez pode ser tratado

aplicando periodicamente e reescalonando a varidvel de integragao.

O lema anterior diz que sequéncias oscilatérias 7,, sempre convergem fraco

para fungoes constantes.

Lema 2.2.2 Seja 1 < ¢ < p < oco. Se ¢ é uma fungao com wvalores em
R tal que para algum C > 0, |o(t)] < C(1 + |t|7) e uw € LP([0,1]) entdo
P(Ty) = Top(w) = [ pluls)ds em LE([0,1]).

Demonstracao 10 Seja u uma funcao escada com valores t; em intervalos de

comprimentos m; com i =1,--- M. Observe que

| tewpds< [ e pnpds = |ic
[0,1]

[0,1]
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seque que
[lp()lly < 1€+ Cllul[*ly < |Cll, + Cllul?ll, < €+ ClJul?]], < o0
o que nos diz que o(u) € LY([0,1]). Pelo Lema 2.2.1, temos
o(Tou) = Tp(u) — o(u)dx em L"([0,1]), Vre€[l,00)

(0,1]

como

/ plu)de =3 mip(ts) = 0
[0,1] i—1

entio p(T,u) — 0. O resultado seque entdo, da densidade das fungdes escadas
em LP/9 (ver Proposicio 1.0.1, Apéndice A).

Teorema 2.2.1 Seja p;,0 = 1,--- , M, funcoes continuas R — R impar para
cada i # M, e suponha que para algum q¢ > 1, C > 0, |@;(t)| < C(1 + [t]?),
i=1,---,M. Se para cada sequéncia u, € L*>([0,1]), tal que p;(u,) — 0 em
LY[0,1]), i=1,--- ,M—1 e também @p;(u,) — 0 em L*([0, 1]), entdo as fungies

{902'}1':1,-..,M sao linearmente dependentes.

Demonstracao 11 Seja v > 1 uma fungao continua de lipschitz em [—a, a] € R,

a >0 e sejau a solugcao da equacao

com o valor de v = v(¢) > 0 definido para satisfazer u(1) = a. Tal v sempre
existe, desde que u'(t) <~y e portanto u(1) < —a + ~y e por outro lado,

1

u(l) > —a+ o(—a) + L(v(1) + a)

onde L € a constante de lipschitz para 1 e portanto v(1) é uma fun¢ao continua

de v € (0,00) com intervalo (—a,+00). Pelo lema 2.2.2, temos

o) = [ iluls))ds = v~ / ity ()t (2.8)

[0,1] [—a,d]
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com convergéncia fraca em LP([0,1]) para qualquer p > 1. Consideramos agora o
fecho de Y em L*([—a,a]) do intervalo de todas as fungoes continuas limitadas
=0,i=1,--- ,M —1. Note que Y

contém todas as funcgoes positivas e, portanto, nao € trivial. Além disso, Y € o

positivas ¥ em [—a, al, tal que {p;, @}LQ([fa’a])
complemento ortogonal de {Sﬁ}i:L... M1 €M L?. De fato, qualquer funcgdo pode ser
aproximado por uma funcao limitada neste comportamento ortogonal e adicionar
uma grande constante a esta ultima faz dela uma funcao positiva ortogonal a
{6}ic1. 1. Por suposicio seque de (2.8) que @y LY e consequentemente
pertence ao intervalo de pi1,--+ ,pp—1 como fungoes em [—a,al. Como o valor
de a > 0 ¢é arbitrdrio, podemos concluir (assumindo sem perda de generalidade
que @1, ,rp—1 Sao linearmente independentes, de modo os coeficientes na
expansao de @y como combinagao linear de 1, ,@p—1 SGo Unicos). As

fungoes @1, -+, Sao linearmente dependente como funcoes em R.

Corolario 2.2.1 Seja ¢;, @« = 1.--- M fungcoes continuas, mnao-nulas,
linearmente independentes R — R impar para cada © # M, e suponha que para
algum ¢ > 1, C > 0, |¢;(t)| < C(1+|t|?), i =1,--- , M. Eziste uma sequéncia
v, € L*>([0,1)), tal que p;(v,) — 0 em L*([0,1]), i = 1,--- ,M — 1 enquanto
houver o # 0 tal que pp(v,) — . Se as fungoes @;, i = 1,--+ , M, sio C* por
partes e linearmente independentes em qualquer intervalo, e @y muda de sinal,

a sequéncia v, pode ser escolhida de modo que o < 0.

Demonstracao 12 A primeira afirmagcao seque do Teorema 2.2.1. Agora, tendo

em vista o Lema 2.2.2, que cada v € L*([0,1]), tal que

0i(Th) = Thpi(v) — wi(v(s))ds i=1,--+ M—1
[0,1]

suponha, por absurdo, que
a= / om(v(s))ds >0
[0,1]
portanto, temos

inf /[0’1] on(v(s))ds = 0. (2.9)

f[O,l] @i(v(s))dszo’ i=1, ,M—1
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Vamos mostrar que existe uma funcao vy, nao-nula, limitada tal que
/ o (vo(s))ds = 0.
[0,1]

Com efeito, seja a,b € R tal que
em(a) <0< op(d)
por continuidade, existe € > 0 tal que para quaisquer funcao v e w tais que
[l —alloe <€ € ||w—>b||lw <€

entao teremos py(v) < 0 e oy(w) > 0. Fize quaisquer vaw € C' cujas as

derivadas sao linearmente independentes. Entdo a func¢ao

0 — on(0v+ (1 —0)w) 6€[0,1]
[0,1]

muda de sinal. Pelo teorema do valor intermedidrio, existe 6y € (0,1) tal que
[0,1]

a fungao vy = Oyv+ (1 —6p)w nao serd constante pela suposicao da independéncia
linear. Entao vy € o ponto de minimo de (2.9) pelo método de multiplicadores de
Lagrange existem numeros reais Ai,--- , Ay—1 tais que para qualquer t perto de

vg onde @; sao diferencidveis, escrevemos
Ph(t) = M@i(t) + -+ 4+ An-1hy 4 (1)
desde que {©1,--- ,pn} € linearmente dependente e C' por partes. Contradigao.

Coroléario 2.2.2 Seja Q) = [0, 1], munido com a medida de Lebesgque. Entao para
qualquer p € [1,3), p # 2 existe uma sequéncia v, € L>([0,1]) tal que v, — 0 em
LP([0,1]), |va|P~20, — 0 em L9([0,1]), mas a relagdo (2.5) com u, = 1+ v, nao

vale.
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Demonstragao 13 Sejam ¢1(t) =t, pa(t) = [t|P72 e p3(t) = |1+ t|P — 1 — |t]P

fungoes R — R continuas. Note que o1(—t) = —t = —p1(t) e pa(—t) =
| — t]P~2(—t) = —|t|P%t = —pa(t) logo o1 € @y sao impares e se a,b,c € R
tavs que

ap1(t) + bps(t) + cps(t) =0
ou seja
at + bt 2t + |l + P —c— P =0

o que implica em a = b = ¢ = 0. Portanto {p1,p2,p3} € linearmente

independente. Além disso, seja q > 1 tal que 1/p+1/q =1, seque:
o1 ()] = [t] < 1+ 2|
também temos

oo (£)] = [[t[P72t] = [t[P~ < 1+ JefP
< (1 + |t|p_1)q < (2 sup {1, |t|p_1})q

entao
[oa(t)] < 27 sup {1, [t~} < 27 (1 + [¢|P17) <2791 + [¢]?)
e finalmente,

o3 = [T+ t[" =1 = [tP] < [T 42 < (14 ]2])"
< (2sup {1, [#[})" <27 (1 + [¢")
portanto, pelo Coroldrio 2.2.1, existe v, € L*([0,1]) tal que p1(v,) — 0 em
LY([0,1]) e pa(vy,) — 0 em L([0,1]), ou seja, v, — 0 em L*([0,1]) e |v,|P~?v,, — 0
em L'([0,1]). Ponhamos u, = 1+ v, entdo temos u, — 1 em L'([0,1]) e
|, — 1P (u, — 1) = 0 em L'([0,1]) mas
|t = 111+l < 11 + ol

< (u([0,1]) + [fun = 1)
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ou seja

P
/|un|pdu§ </ ]u|pd,u+/ |un—u|pd,u)
Q Q Q

portanto (2,4) ndao vale para p € [1,3) com p # 2.

2.3 Uma versao do lema de Brezis-Lieb

Na secao anterior, observamos que, a grosso modo, que os limites fracos de
@i(uy) para fungdes linearmente independentes ¢; tém valores independes e que

a desigualdade
[ euton 2 o)
[0,1]

vale para todos as sequéncias satisfazendo p; — 0,7 =1,--- , M somente se
M—1
em(t) — Z Aipi(t) = 0
i=1
para alguns reais Aj, -+, Ay Portanto, pode-se usar a condigdo ®(vg) — 0 com
O(t) = M Nipi(t). Em particular, a funcio F,(t) = [1 + P — 1 —[t]?, p > 2

domina as seguintes fungoes ®(t) = pt para [t| < 1 e ®(t) = p|t|P~2t para |t| > 1.

Teorema 2.3.1 Seja (2,3, 1) um espago de medida e seja p > 2. Suponha que
U, € LP(Q,u), we LP(Qpn) e U(u,u, —u) — 0 em L', 1), onde

wis. = [17 < s
S, =
stz il > sl

entao

/|un|pd,u2/|u|pd,u+/|un—u|pd,u+o(1)
Q Q Q
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Up —

~ U . . .
Demonstragao 14 Tomando \ = para u # 0, da discussao anterior,

vale a desigualdade

F,(0) > @()) (2.10)
como
Up —ul’ Up —ul’
E,(\) =1 = —-1-]-2=
)= 142 -
temos
|un|? up —ul” P = Jul? = Ju, —uf?
FP<>‘) = -4 =
Juf? i Juf?
como |\ = Un 78 entdo Al < 1 desde que |u, — u| < |u|. Nesse caso,
Up — U :
SN =p . da desigualdade (2.10), vem
|un|” — |ul” — Jup, — uf? Up — U
2P
Jul? u
entao
Up, — U

[unl” = [ul” = fun = ul” > pluf? > [ul"™H (up — )
desde que |u, —u| < |u, isto €,

Junl” = ul” = Jun — ul” = ¥ (u, un —u)

por outro lado, tem-se [N > 1 desde que |u, — u| > |u|] logo ®(\) =

. |p—2 _
Up — U Un 7Y perg desigualdade (2.10), temos
u U
’un’p_ ‘u|p_ ‘Un_u|p Uy, — p—2 Up — U
[ul? Tl !
ou ainda

=2, _
|un|p - |u|p - |Un — Ulp Z p|u|p|un U’| Unp, u

ufp=2

> pﬂm _ |p_2(u _ u)
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entao
[nl? = Jul? = Jun — ul” > Jul|u — u[P~* (un — u)
desde que |u, — u| > |u|, ou seja
lunl? — |ul? — |uy — ulP > V(u,u, — u) (2.11)
em qualquer caso, vale (2.11), portanto
lunl? > |ul? + |up — ul? + ¥ (u, u, — u)
integrando ambos os membros da desigualdade acima, obtemos

/|Un’pd#2/|U|pd#+/|Un—f!pdu+/\11(u,un—u)du
Q Q Q Q

por hipdtese, temos W (u,u, —u) — 0 em L*(Q2) portanto podemos escrever

/|un|pd,u2/]u|pd,u+/|un—u|pd,u+o(1)
0 Q 0
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Comnsideracoes Finais

Com a discussao apresentada no decorrer deste trabalho, observamos que,
com o exemplo de um problema, Weierstrass mostrou que o principio de Dirichlet
falhava quando ha auséncia de compacidade. Sabemos que nao ter compacidade,
foi uma fonte de dificuldades para os matematicos da época para resolver
problemas variacionais. Nessa perspectiva, esse trabalho teve como objetivo
apresentar uma ferramenta - Lema de Brezis-Lieb - 1til para encontrar fungoes
minimizadoras ou maximizadores onde nao temos compacidade.

Nao apenas isso, mostramos como esse resultado é utilizado com dois
problemas, um de minimizacao e outro de maximizagao. No decorrer dos anos,
outros matematicos apresentaram versoes do Lema de Brezis-Lieb com o objetivo
de melhorar o resultado. Dessa forma, no Capitulo 2 deste trabalho, apresentamos
uma versao do lema de Brezis-Lieb sem a hipdtese da convergéncia pontual o qual
afirma em particular: se u, — u em LP(Q) e |u, — u|P?(u, — u) — 0 em L9(Q)

com p > 3 e p e q conjugados entao

/|un|pd,u2/]u|”d,u+/|un—u|pd,u+o(1)
0 Q 0

Apesar de ter uma versao sem a hipdtese de convergeéncia ¢.t.p, a restricao
para p é necessaria (Corolario 2.2.2) mas delicada haja vista as aplicagdes
relevantes onde recaimos nos espagos LP(€2) com 1 < p < 3. Portanto é natural
perguntar se é possivel obtemos uma versao do Lema de Brezis-Lieb sem a

hipdtese de convergéncia pontual e sem uma restricao para p.
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Apeéendice A

Nocoes de Medida e Integracao

Neste apéndice, apresentaremos uma revisao de Teoria da Medida e
Integracao de Lebesgue e algumas notagoes que sao abordadas nesse texto. Esta
teoria foi desenvolvida para que se pudesse obter uma generalizacao do conceito

de integral e dar mais rigor a operagoes que envolvessem limites e integrais.

Definigao 1.0.1 (Sigma /flgebm) Uma colecao ¥ de subconjuntos de €2 €

chamada de o-dlgebra se as sequintes condi¢oes valem:
(i) QeX

(ii) se A€ X, entao A€ %

(iii) se{A,}, oy C X entao U, A, € 2.

Pode-se notar facilmente algumas consequéncias desta definicao como @) € ;
N A, eX; ABeX=A—-Bel.

Definigao 1.0.2 (Medida) Uma medida jv sobre uma o-dlgebra ¥ € uma fung¢do
p X — RU{oo} tal que

(i) w(®) =0
(ii) u(E)>0,VEex

(iii) se {E,}, € uma familia disjunta de conjuntos em ¥ entdo
(U)X
n=1 n=1
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Lema 1.0.1 Seja p uma medida definida sobre uma o-dlgebra .. Se E, F € X
e B CF entio w(E) < u(F). Se p(F) < oo entiao p(F — E) = p(F) — u(E).

Demonstragdo 15 Ver [7].

|
Lema 1.0.2 Seja ¥ uma o-dlgebra e p: 3 — R J{oo} uma medida
(a) se By C---C E, C--- entdo
o (U E'n) = lim u(E,)
n=1
(b) se 1 D---DF, D entdo
1 (ﬂ Fn> = lim u(F,).
n=1
Demonstracao 16 Ver [7].
|

Defini¢ao 1.0.3 (Espaco de Medida) um espaco de medida é uma terna
(X, X, 1) constituida de um conjunto X, uma o-dlgebra ¥ de subconjuntos de

X e uma medida p definida sobre .

Defini¢ao 1.0.4 (conjuntos Mensurdveis) Um conjunto E € dito ser

mensurdvel a Lebesque se
A|=|ANE|+|An(RY —E)|, VACRY

0s conjuntos mensurdveis a Lebesque formam uma o-dlgebra Y de subconjuntos

de RN. Além disso, a fungdo pu: % — RU {+oc} dada por
u(E) = |E|
¢ uma medida chamada Medida de Lebesgue em RY.
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Defini¢ao 1.0.5 (Funcdo Mensurdvel) Uma func¢io u definida sobre um
conjunto A mensurdvel e tendo valores em RU{—o00, +ico} € chamada mensurdvel

se o conjunto
u((—o00,a) = {z € ACRY;u(z) < a}

¢ mensuravel para todo a € R.

Agora vamos listar umas alguns dos principais resultados acerca de funcoes

mensuraveis.
Teorema 1.0.2 (propriedades de Fung¢oes Mensurdveis)

(a) Se u é mensurdvel, entao |u| também o é.
(b) Sewu ewv sdo fungoes mensurdveis, entdo u+ v e uv $Go Mensurdveis.

(c) Se (u,) € uma sequéncia de fungdes mensurdveis entio sup,,cy Un, infpey Uy,

limsup,,cy u, € liminf, ey u, também sdao funcoes mensurdveis.

(d) Se u € continua e definida sobre um conjunto mensurdvel entao u €

mensuravel.

(e) Se u € continua e sobrejetiva de R em R e mensurdvel entdo uw o v €

mensuravel.

Demonstracao 17 Ver [7].

Definicao 1.0.6 Seja A C RY, entdo a funcio X definida por

1 se €A

X4 =
4 0 se v¢ A

¢ chamada de Fungcao Caracteristica de A. Também vamos definir Fung¢oes
Simples, isto €, funcoes s : RN — R cuja imagem é um conjunto finito de

numeros reais.
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Defini¢ao 1.0.7 (funcao escada) sao fungoes da forma

i=1

onde cada A; sao intervalos finitos disjuntos e C; sao constantes.

Seja A um conjunto mensuravel de RY e f : A — R* uma funcao mensuravel.

Entao para uma funcao simples

k
S = E ajAj
Jj=1

onde A; C A é mensuravel. Definimos a integral de Lebesgue de funcoes simples

da seguinte forma:

[ 1@yie =S ajua)

e definimos a integral de Lebesgue de fungoes positivas como sendo

/Ad:c:sup/As(x)dx

onde o supremo o supremo ¢ tomado sobre todas as fungoes simples, mensurareis
e que se anulam em RY /A e tais que 0 < s(z) < f(z).
Para definir integral de fun¢oes negativas observamos que se f é mensuravel

e a valores reais temos:
f=r—r

onde, fT = max{f,0} e /= = max{—f,0} Assim, vamos definir a integral de

funcoes mensuraveis de maneira mais geral, como sendo:

/A o)z = /A @)z — /A F(a)da

se ambas integrais forem finitas dizemos que f é Lebesgue integraveis em A e

denotamos a classe de funcoes Lebesgue integraveis sobre A por L(A).

Teorema 1.0.3 (proriedades de funcées integrdveis) Assuma que todos os

conjuntos e todas as fungoes sobre A que aparecem abairo sao mensurdveis
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(a) Se f € limitada sobre A e u(A) < oo entao

fe LA

(b) sea< f(z) <b, Vre Aeu(A) < oo entao
on) < [ fla)dz < vu(a)
A
(c) se f(x) < g(x), Vo € A e ambas as integrais existem, entdo:
/Af(:v)da: < /Ag(a:)d$
(d) se f,g € LY(A), entio f+ge LYA) e
[+ o@in= [ @i+ [ g

(e) se f € LYA), eceR entao cf € LY (A) e

Jen@iz=c [

(f) se f e LYA), entio |f| € LY(A) e

[ s@is| < [ Ifalda

(g) se f € LYA) e BC A, entao f € LY(B). Além disso, se f(x) >0, Vx € A
entao
d d

[ rayia < [ payis

(h) se u(A) =0, entao
/ f(x)dx =0
A
(i) se f € LY (A) e / f(z)dz = 0 para qualquer B C A, entao f(x) = 0 q.t.p
B

sobre A.
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Demonstracao 18 Ver [7].

Teorema 1.0.4 (Teorema da Convergéncia mondtona de Lebesgue)
Seja A C RN mensurdvel e (f;) uma sequéncia de fungoes mensurdveis

satisfazendo:

0< fi(zx) < folz) <--- < fi(x) < -+ qtp sobre A

tin [ oo = [ (1 (o)) do

Demonstracao 19 Ver [7].

entao

Lema 1.0.3 (Lema de Fatou) Seja (u,) uma sequéncia de funcoes em L'(Q)

que satisfaz
(i) para todon € N, u,, >0 q.t.p em
(ii) sup, [ u, < 00

para quase todos x € Q ponhamos u(z) = lim u,(x) < 4+o0o0. Entio u € L'(Q) e

n—o0
/ugliminf/un.
Q Q
Demonstracao 20 Ver [7].

Teorema 1.0.5 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (u,) uma
sequéncia de funcgoes em LY(S)) que satisfaz

(i) un(x) = u(z) q.t.p em Q

(11) existe uma funcao v € L' tal que para todo n € N, |u,(z)| < v(x) q.t.p em Q
entio u € L'(Q) e

uw= lim [ u,.
Q n—oo Q
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Demonstracao 21 Ver [7].

Afim de trabalhar com espagos mais gerais vamos definir o seguinte espaco

de funcgoes
£7(Q) = {u :— R mensurdvel; |ul” € L'(Q),1 <p < o} .

No entanto, para que possamos definir uma norma adequada para as funcoes
que compoes este espago ¢ necessario que consideremos o espago quociente
definido a partir da classe de equivaléncia de funcoes que sao iguais em quase

todo ponto. Isto é, definimos a seguinte classe de equivaléncia:
[u] = {v € LP(Q);u(x) =v(z) q.t.p sobre Q}
em seguida definimos:

LY(Q) = {[u] : © — R mensuraveis; [u] integraveis }

LP(Q) = {[u] : @ — R mensuraveis; [u]’ € L'(Q)}.

Uma norma para este espagos ¢ dada por

1/p
lulluriey = (/ |u|p) l<p<oo
Q

Teorema 1.0.6 (Desigualdade de Minkowski) Se u e v pertencem a LP((Q)
com 1 <p<ooentdou+ge LP(Q) e

[+ v ze) < ullze@) + [Vl zr@)-

Demonstracao 22 Ver [7].

45



Teorema 1.0.7 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q)), v € L1(Q),
1 1

p>1, -+ ==1. Entaouw € L*'(Q) e
p q

s ()" ()

Demonstracao 23 Ver [7].

Teorema 1.0.8 (Vainberg) Seja (u,) uma sequéncia em LP(Q) e seja u €
LP(Q) tal que ||un — ul|rp) — 0. Entdo, existe uma subsequéncia (uy,) e uma
fungio w € LP(Q) tal que

(1) Uy, () = u(x) g.t.p em )

(i) |, (z)| < w(z) q.t.p em Q

Demonstracao 24 Ver [7].

Proposicao 1.0.1 Seja S o espago vetorial das fungoes escadas em [0, 1]. Entao

S € denso em LP([0,1]) para 1 < p < oo.

Demonstragao 25 Queremos mostrar que o S = LP com p € [1,00). Note
que S C LP([0,1]) logo S C LP([0,1]). Mostraremos primeiro que as funcoes
caracteristicas estdo em S entdo estenderemos o resultado para funcées simples
e finalmente concluimos a prova usando sua densidade em LY ([0,1]). De fato,
X4 € S para A C [0,1] mensurdvel: dado € > 0, A C U para algum aberto U
com
P
p(U - A) <

U é uma uniao enumerdvel de intervalos disjuntos I;. Podemos tomar alguns

(v-fr) <3
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entao

logo

n n 1/p
1Xa =) Xy, =p (A—U]Z) <e
i=1 i=1

portanto X 4 pode ser aproximado por funcoes escadas. O mesmo € verdade para

funcoes simples, porque se

i=1

para disjuntos A; e C; # 0 entao podemos escolher de forma que

=1

<€
2

e depois aprozimar cada X 4 por fungdes escadas s; tal que ||u—s;||, < 27FDC e

e fazendo s = Y"1 | s; que € uma fun¢do escada e |ju — s||, < €.
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Apéendice B

Definicoes e Alguns Resultados

Defini¢ao 2.0.8 (Condi¢do Opial) Seja E um espa¢o de Banach. Uma

sequéncia (u,) em E com u, — uy em E satisfaz a condigao Opial se
liminf ||u, — up|| < liminf ||ju, —u|] YueFE

dizemos que E satisfaz a condi¢cao Opial se toda sequéncia que converge fraco

satisfaz a condicao Opial.

Definicao 2.0.9 Para cada u € E—{0} existe um elemento u* € 2 chamado de

conjugado tal que |[u*|] =1 e (u*,u) = ||u|.

Definicao 2.0.10 Dizemos que E* € estritamente convero se &,m € E, & # n,
€]l = lInl| = 1 implique em [[t§ + (1 —t)n]| <1Vt € (0,1).

Teorema 2.0.9 (Teorema do wvalor intermedidrio) Seja ¢ : [a,b] — R

continua. Se (a) < d < P(b) entao existe c € (a,b) tal que Y(c) = d.
Demonstracao 26 Ver [5].

Teorema 2.0.10 (Kakutani) Um espaco de Banach E € reflexivo se, e somente

se, a bola unitdria fechada Bg € compacta na topologia fraca o(E, E').

Demonstracao 27 Ver [4].
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Teorema 2.0.11 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espago normado
E, a bola unitdria fechada Bg: € compacta na topologia fraca-estrela o(E', E) de

E'.

Demonstracao 28 Ver [4].
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