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RESUMO

Neste trabalho estudamos classes de equagdes e sistemas ndo-locais relaciona-

dos com Laplaciano fraciondrio e termo do tipo Kirchhoff, das formas:

M(lull)(=AYu = f(x,u) em Q
u=0 em RN\Q,

My (lull)(—A)u
My(|lol3)(-A)*v
u=ov=0 em RM\Q,

F,(x,u,v) em Q,

Fy(x,u,v) em Q,

onde Q é limitado e suave em RV, s € (0, 1) expoente fracionério, N > 2s e (-A)* é
o operador Laplaciano fraciondrio usual. Tratamos as fun¢des continuas M, M,
M,, f, F, e F, sob condi¢des apropriadas de crescimento.

Esses problemas foram estudados por Bisci e Repovs [9] e Costa e Pereira [19],
respectivamente. Os dois primeiros autores mostraram a existéncia de solugao
via Teorema do Passo da Montanha, enquanto Costa e Pereira utilizaram género

de Krasnoselskii para determinar multiplicidade de solugdes.

Palavras-chave: Problemas ndo-locais fraciondrios, equagdes tipo Kirchhoff, Teo-

rema do Passo da Montanha, género de Krasnoselskii.



ABSTRACT

In this work we study classes of nonlocal equations and systems related to

fractional Laplacian and Kirchhoff type term, of the forms:

M([ulZ)(=AYu = f(x,u) in Q
u=0  in RM\Q,

and
Mi(llull) (=AY u Fu(x,u,0) in Q,

M (|lol3) (=AY Fy(x,u,0) in Q,
u=v=0 in RN\Q,

where Q) is bounded and smooth in RY, s € (0,1) fractional exponent, N > 2s
and (—A)’ is the usual fractional Laplacian operator. We handle the continuous
functions M, My, My, f, F, and F, under appropriate growth conditions.

These problems were studied by Bisci and Repovs [9] and Costa and Pereira
[19], respectively. The first two authors showed the existence of a solution via the
Mountain Pass Theorem, while Costa and Pereira used Krasnoselskii’s genus to

determine multiplicity of solutions.

Keywords: Fractional nonlocal problems, Kirchhoff type equations, Mountain

Pass Theorem, Krasnoselskii’s genus.
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Introducao

Os espagos de Sobolev fraciondrios surgem a partir do interesse de se generalizar
os espacos de Sobolev inteiros W"¥ para expoentes reais, e portanto admitir derivadas
fraciondrias (caso em que o expoente m é fraciondrio). Isso por que a medida que
os problemas Laplacianos em equacgdes diferenciais parciais de interpretagdes fisicas e
biolégicas (exemplo os casos de fendmenos de difusao nao-linear) foram tendo um forte
apelo por estes tipos de derivadas vé-se a necessidade de criar uma teoria que trabalhasse
dentro de espacgos de natureza fraciondria. Assim, se concebem as primeiras teorias do

que chamamos espagos de Sobolev fraciondrios.

Ap0s esse inicio era de se esperar que com o advento dos espagos de Sobolev fra-
ciondrios e suas correspondentes equagdes nao-locais surgissem uma grande quantidade
de aplicacdes envolvendo seus conceitos. De fato, estes espacos ndo se restringiram ao
campo da analise funcional cldssica, mas recentemente tiveram importancia ao favore-
cer o desenvolvimento de temas em diversas disciplinas e dreas da ciéncia, como por
exemplo, em otimizagdo, finangas, deslocamento de cristais, leis de conservagdo, limites
ultra-relativistas da Mecanica Quantica, superficies minimas, problemas néo elipticos,
teoria do potencial de Gradiente, entre outros, que vocé pode vé-los em Applebaum [4],
Bertoin [6], Caffarelli [14], Cont e Tankov [17], Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [20] e suas

referéncias.

Essa motivacdo tem inspirados muitos trabalhos de matematicos especialistas em
equacoes diferenciais que utilizam os Laplacianos fraciondrios com ou sem termo do tipo
Kirchhoff, citamos aqui Autuori e Pucci [5], Fiscella, Bisci e Servadei [25], Bisci e Pansera
[7], Bisci e Repovs [10], Bisci e Servadei [11], Figueiredo, Bisci e Servadei [22], Fiscella e
Valdinoci [23], Fiscella [24] e Servadei e Valdinoci [31].



Em [9], o matemético italiano Giovanni Molica Bisci juntamente com o esloveno Dusan

Repovs estudaram o seguinte problema voltado para equagdes ndo-locais do tipo

M([ulB)(=Ayu = f(x,u) em Q
(D) * (1)
u=0 em RM\Q,
onde Q é um dominio suave e limitado em RN, N > 25, com s € (0,1) e onde (—A) é o
operador Laplaciano fraciondrio ndo local

(—AYu(x) = — jﬂ;N u(x+y) +u(x—y)— Zu(x)dy’ CEeRY )

|y|N+25

O problema com valores limitados e dados de contorno homogéneo de Dirichlet é
caracterizado pela participacdo de um termo semelhante ao original de Kirchhoff, porém
condicionado por crescimento restrito. Sua ndo-linearidade respeita um crescimento
subcritico, além de outras propriedades. Os autores trabalharam em um subespago
de H*(R), um espaco de Sobolev fraciondrio de Hilbert, explorando uma abordagem
variacional, onde utilizam o cldssico Teorema do Passo da Montanha (T.P.M.) para obter

existéncia de solucdo ndao-nula.

A equacdo original de Kirchhoff, a qual apareceu pela primeira vez no trabalho de

Kirchhoff [26], é dada por

Fu _ &+£f
Porr ~\n T oL J,

e estende a equacao cldssica da onda de D’ Alembert, considerando os efeitos da mudanca

u

dx

2
*u
dﬁ§@=a

no comprimento da corda durante as vibragdes. Os parametros da equagdo tem os
seguintes significados: L é o comprimento da corda, 1 é a drea de sua segdo transversal,
E é o médulo de Young do material do qual ela é feita, p é a densidade da massa e P

é a tensdo inicial. Um diferencial importante nesta equagdo é a presenga do coeficiente

nao-local & + £ ] 8_u i dx que depende da média E : 8_u i dx, da energia cinética
n 2L ), |ox| M ANC AP 2L )y lox| ™ &

1|oul?

—|=—| em [0, L].

2 |dx

Vérias equagdes do tipo Kirchhoff tem sido estudadas, especialmente depois do tra-



balho de J. Lions [28] no qual foi proposta uma abordagem de Anélise Funcional para
o referido problema. As referéncias [1] e [29] representam os trabalhos pioneiros envol-
vendo termo de Kirchhoff em equacdes diferenciais parciais elipticas. Em [23], Fiscella e
Valdinoci estabeleceram um modelo estaciondrio fracionario de Kirchhoff, com aspecto

nao-local da tensio nas cordas.

Em [19], Costa e Pereira estudaram o seguinte sistema nao-local

My (Ilull%) (=AY u F.(x,u,v) em Q,
My(I[l3)(~A)v = Fy(x,u,0) em Q, (3)
u=v=0 em RM\Q,

onde s € (0,1), N > 25, QO c RN é limitado e suave, com 0 mesmo operador Laplaciano
fracionario, e sob certos critérios exigidos para as fun¢des continuas M;, M, F, e F, que
aparecem. Eles mostraram existéncia e multiplicidade de solu¢des ndo nulas para este
caso via o teorema abstrato de Clark [16], o qual faz uso do género de Krasnoselskii.

Além disso, exemplificam com uma aplicagdo de interpretacao fisica.

O objetivo deste trabalho é de mostrar esses resultados de existéncia ou multiplicidade
de solugdes feitos nesses dois artigos, além de suas aplicagdes. Com o objetivo de facilitar
as introdugdes dos resultados centrais, reservamos o primeiro capitulo as faculdades dos
espagos que vamos explorar, ou seja, os espacos de Sobolev fraciondrios. Nos referimos
especificamente aos espagos W*# (Banach) e H® (Hilbert). Nos capitulos 2 e 3 seguintes
apresentamos os resultados principais, revisando a metodologia dos autores. Incluimos
no final um apéndice sobre os métodos variacionais e topolégicos empregados; Teorema

do Passo da Montanha e género de Krasnoselskii.



Capitulo 1

Um breve comentario sobre os espacos

de Sobolev fracionarios

Este capitulo inicial é destinado a apresentacdo de um quadro geral de notagdes,
definicoes, propriedades e resultados relacionados com os espagos que trabalharemos ao
longo desta dissertacdo. Trata-se de um exercicio de "fundamentacdo" das ideias, impor-
tante para o entendimento dos elementos que cercam os problemas principais explorados
no trabalho. Vale ressaltar de anteméao que o objetivo principal aqui é de apenas resumir
os resultados essenciais sem muito aprofundar os detalhes e algumas demonstragdes. Se
o leitor desejar investigar mais sobre o assunto indicamos as referéncias [20] e [8], e suas

referéncias.

1.1 Espacos de Sobolev Fracionarios W*”

Vamos focar esta primeira se¢do na compreensdo dos espagos de Sobolev fraciondrios

W*?_ Iniciamos definindo uma seminorma importante na teoria desses espacgos.

Defini¢do 1.1. Sejam s € (0,1) e p € [1, +o0). Para qualquer funcdo mensuravel u : RY —

R, a seminorma de Gagliardo é definida por:

_ () —uy)l \"
[M]s,p = (LZN dedy) .



A partir da definigdo acima, pode-se enunciar em sentido mais geral os espagos de

Sobolev fracionarios.

Defini¢ao 1.2. Considerando o expoente fraciondrio s € (0,1), o indice p € [1, +o0) qual-

quer e Q € RN um aberto, defini-se o espaco de Sobolev fracionario W*#(Q) como sendo:

u(x) — u(y)|

W*P(€Q)) == {u €LP(Q):V(x,y) € ( QX Q) X
I — ]/|F+s

e LP(QQx Q)} . (1.1)

Conforme Bisci G. M., Radulescu V. D. e Servadei R. [8], os espagos W*?(Q2) sdo
também reconhecidos pelos nomes de seus introdutores no meio académico: espacos de
Aronszajn, Gagliardo ou Slobodeckij. O espaco W*?(Q)) é um espago de Banach com a

norma

Ileellwsr() = (||M||ZP(Q) + [ull,)'P. (1.2)

De acordo com sua definigao, esses tipos de espagos localizam-se precisamente entre
os espacos de Lebesgue L7(Q) e o primeiro espago de Sobolev inteiro W7 (Q). Além disso,
o fato destes espagos serem Banach nos permite observar certas propriedades geométricas

validas para os mesmos, a saber: densidade, reflexibilidade, separabilidade, entre outras.

De fato, note que através da defini¢cdo de espagos de Sobolev fraciondrios feita acima
é imediato observar que tais espagos W*?(Q) sdo subconjuntos dos espagos de Lebesgue
LP(Q)) (Banach), o qual por sua vez sdo reflexivos quando 1 < p < +o0 e separadveis quando
1 < p < +oo. Assim, é facil concluir que W*?((2) sdo igualmente reflexivos e separdveis

nas mesmas condicdes feitas para o indice p.

Quanto a densidade nos espagos W*#(2) um resultado interessante pode ser verifi-

cado, via os chamados espacos de Besov, através do seguinte teorema:

Teorema 1.1. Para todo s € (0,1), o espaco C3’(RN) é denso em W*(RN) para todo

1<p<+oo.

Desta forma, qualquer fungéo u € W (IRN) pode ser identificada como o limite de uma
determinada sequéncia de fungdes suaves com suporte compacto em Cg*(R"). Costuma-

se denotar por W;"(IRY) o fecho do espago Cy°(RV) na norma indicada por:



,%
— p
lrllwery 1= | Y D"y s | -

|ar|=0

Assim, pelo que vimos no teorema anterior, concluimos W*#(RN) = W(s)’p (RN).

Este fato nos leva a crer que nos espagos de Sobolev fracionarios, do mesmo modo
como no caso dos espagos de Sobolev inteiros (ou seja, s € Z), quandos <0ep € (1, +0)

dizemos que W*#(Q) é o espago dual de W,™(Q2), em que % + % =1.

Observacgao 1.1. Uma informacdo importante sobre essa densidade em W**, é que geral-
mente no caso de Q2 um aberto qualquer em RN, nem sempre ocorre W*#(Q) = Wg’p (Q)

(ver [20]).

Destacam-se algumas outras caracteristicas presentes nos espagos de Sobolev fra-
ciondrios, por exemplo, a relagdo entre os espagos W e W'? com s < t, onde s, t € (0, 1).

Neste caso, temos uma imersdo continua entre eles. Veja na proposicdo seguinte:

Proposic¢do 1.1. Sejam p € [1,+), Q C RY aberto e considere s,t € (0,1) tais que s < t.
Entdo, existe uma constante positiva adequada C = C(N, s, p) tal que para toda fungdo

mensuravel u : QO —» R

llullwery < Cllullwery-
Assim, o espago W'?(Q) esta continuamente imerso em W?(Q).

Ainda sobre esta proposicao, o resultado continua vélido para o caso onde t = 1, desde
que seja respeitada devidamente uma regularidade sobre o dominio (), ou seja, este deve

ser uniformemente Lipschitz e limitado, de acordo com a proposi¢do que se segue.

Proposic¢do 1.2. Sejam p € [1,+), s € (0,1) e Q um subconjunto aberto em RN de classe

C%! com fronteira limitada. Entdo, o espaco W'#(Q) estd continuamente imerso em

W (Q).

Existe uma relacdo relevante entre os espacos de Sobolev fraciondrios e a defini¢do

dos espagos das fungdes tracos. E o que notamos na definigio a seguir:



Definicao 1.3. Sejal < p < +oo dadoe Q C RN um subconjunto aberto, suficientemente
suave. Entdo, o espago das fungdes tragos Tu sobre dQ, onde u € W'#(Q) é definido como
sendo:

+00.

Tu <
|| ”Wl—%,p(aQ)

1 e .
Naturalmente o espago W' »*(dQ) que ocorre na definicdo acima trata-se de um caso

de espago de Sobolev fraciondrio. Além disso, o operador traco T é sobrejetivo em

WP(Q) - W (90Q).

Um conceito muito elementar dentro dos espagos de Sobolev sejam eles inteiros ou
fracionarios é o chamado dominio de extensdo. Tal teoria é uma importante ferramenta

nas aplicagdes em EDP como também para demonstrar certas imersdes nestes espagos.

Defini¢do 1.4. Dados s € (0,1) e p € [1, +), 0 subconjunto aberto Q C RN ¢ dito ser um
dominio de extensdo para W*#(Q) se existe uma constante positiva C = C(s, p, N, Q), tal
que para cada fungdo u € W*?(Q), existe uma tnica fungdo # € Ws?(IRN), com u(x) = (x),
para quase todo x € Q e [|df|wspwryy < C |[ullwsrq). Ou seja, W(Q2) esta continuamente

imerso em W*#(IRV).

Resultados sobre dominios de extensdo e prolongamentos em espagos W**((2) re-
forcam ainda mais algumas propriedades satisfeitas pelos espagos de Sobolev fracionarios,

como é o caso dos resultados seguintes.

Lema 1.1. Sejam Q um subconjunto aberto em RN e u € W(Q), com s € (0,1) e
p € [1,+00). Se existir um compacto K C ) tal que u = 0 em Q \ K, entdo existe uma

funcao extensao 7, definida como

u(x), se xe€Q

(x) :=
0, se xeRV\Q

pertencente a W**(IR), e existe uma constante C = C(N, s, p, K, Q2) > 0, tal que

”ﬁ”WS/l’(]RN) < C”u”ws,p(Q).

Proposigdo 1.3. Considere s € (0,1) e p € [1,+o0). Seja Q um aberto em RY de classe C*!

com fronteira limitada. Entdo, ) é um dominio de extensdo para W*7((2).

7



Esta proposi¢do define uma classe de dominios de extensdo (,’s em RY, pois a
cada valor para o indice p no espaco W*7(Q)) determina-se um dominio de extensdo
especifico. Além disso, com esta proposi¢do obtemos o seguinte importante coroldrio
sobre a existéncia de uma sequéncia de fungdes suaves convergente para cada fungdo

dentro do espago de Sobolev fraciondrio com dominio de extensao.

Corolério 1.1. Sejam p € [1,+) e s € (0,1). Se Q um aberto em R de classe C*' com
fronteira limitada, entdo para toda u € W*#(Q2), existe uma sequéncia {u,} € Cg"(]RN ) tal

que u, — u em W*(Q) quando n — +oo. Isto é, lim ||u, — ul|wsriq) = 0.
n—+oo

A demonstracdo deste coroldrio se faz utilizando o argumento do Teorema 1.1 com a

Proposigao 1.3 anterior.

Nos préximos resultados trataremos brevemente sobre os casos de imersdes continuas
e compactas dos espacos de Sobolev fraciondrios nos espacos de Lebesgue. A respeito
disso, a principio convém esclarecer que as imersdes que envolvem espagos de Sobolev
dependem da regularidade que se estabelece entre os indices s, p e N. Desta forma,
existem imersdes fraciondrias especificas caso sp < N, outras para o caso sp = N e outras
ainda para sp > N. Nos limitamos a apresentar as imersdes sob as suposi¢des de sp < N

ousp = N.

Comecamos apresentando as imersdes continuas quando sp < N. Primeiramente,
mostra-se sob que condi¢des é possivel obter imersdes continuas fraciondrias, quando o
dominio é o RN. Neste caso, percebemos que o espago de Sobolev fracionario W*”(RY)
estd continuamente imerso num espago de L7(RY) para um determinado g especifico. J4
no Teorema 1.3, descreve-se a imersdo continua sobre um subconjunto aberto Q C RV, o

qual precisa ser dominio de extensdo para W*” para que a imersdo faca sentido.

Teorema 1.2. Sejam s € (0,1) e 1 < p < +oo tais que sp < N. Entdo, existe uma constante
C = C(s,p,N) > 0 tal que para cada fun¢do f : R¥ — R, mensuravel com suporte

compacto, temos

[f () = fFy)lP

P

I gy < C fR g (1.3)
, SRS Np

onde p; é o que chamamos de expoente fraciondrio critico de Sobolev, p; := m



Este resultado garante que o espago W*#(RY) esta continuamente imerso em L1(RY),

para todo g € [p, p;], pois pela desigualdade (1.3) resulta que

IAE,: o < CIfI, =

LF5(RN)

P p p P p — P
= ||f||Lq(]RN) S C”f”Lp(]RN) + ||f||U’:(]RN) S C[f]s,p + C”f”Lp(]RN) - C”f”ws,p(]RN)l

desde que p < g < p;.

Teorema 1.3. Sejam s € (0,1) e p € [1, +) tais que sp < N. Se Q C RN é um dominio de
extensdo para W**, entdo o espaco W*”((2) estd continuamente imerso em L7({2) para qual-
quer q € [p,p;]. Além disso, se Q2 é limitado, entdo o espago W*(Q2) estd continuamente
imerso em L7(Q) para todo g € [1, p;].

Np

N -
e fazendo sp — N implica que p; — +oco. Assim, as imersdes citadas nos dois teore-

No caso em que sp = N, sendo p; = , 0 expoente fraciondrio critico de Sobolev,
mas anteriores continuam vélidas: o espago W*” estd continuamente imerso em L para

qualquer p < g < +oo (ver [20], Teoremas 6.9 e 6.10).

Para as imersdes compactas fraciondrias deve-se considerar primeiramente apenas
sobre dominios de extensao limitados. Destacamos assim os seguintes resultados princi-

pais.

Teorema 1.4. Considere Q c RN um dominio de extensdo limitado para W*?(Q)), com
s€(0,1)el < p < +oo. Entdo, o espago W*7(Q) estd compactamente imerso no espago

L1(Q) para g € [1,p].

Proposic¢do 1.4. Dados s € (0,1), p € [1,+), com sp < N e Q € RN um dominio de
extensdo limitado para W*7(Q)), entdo W*#(Q)) estd compactamente imerso no espago

L7(Q)) para qualquer g € [1, p;).
Este ultimo resultado nada mais é do que um corolério resultante do Teorema 1.3,
para o caso de € limitado, com o Teorema 1.4.

Teorema 1.5. Sejam s € (0,1), p € [1,+x) e Q c RY um dominio de extensdo limitado

para W, Dado # C LP(Q) limitado tal que

up fQ ( FO SO

FeF |x _ y|N+sp
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entdo ¥ é pré-compacto em L7(Q)) para g € [1, p].

Corolario 1.2. Sejam s € (0,1) e p € [1,+0) com sp < N. Se Q € RN é um dominio de

extensdo limitado para W*” e F C L(() limitado tal que

wp [ [ V@ =SwF

dxdy < +oo,
fer JaJa e —ylNtr /

entdo ¥ é pré-compacto em L7(Q2) para q € [1, p}).

No caso de imersdo compacta sobre o dominio estendido RV, em [8] encontramos o

seguinte resultado:
Np
N —

de Sobolev. Entdo, a imersdao W7 (RN) — L?OC(]RN ) é compacta para todo g € [p, p;).

Proposicao 1.5. Sejam(0 <s<lel<p<+ooep; = , 0 expoente fraciondrio critico

1.2 Espacos de Sobolev Fracionarios H*
Oespaco de Sobolev fracionario W*?(IRN), normalmente denotado por H*(RY), definido

pelo seguinte:

H(RY) = {u € L*(RY) : [u]; < oo},

([ e -uP (2 ca )
[M]s = (LZN de{iy) = (C(N, S) jH;N |(—A) Mlzd.'Xf) (14)

(Seminorma de Gagliardo para o caso p = 2)

onde

e equipado com a norma

lllizs ey = (llFogeny + (U122, (1.5)

é um espago de Hilbert com o produto interno

(u(x) = u(y))(w(x) — o(y))

R2N |x — y|N+25

(U, V) ps(ryyy = f u(x)o(x)dx + dxdy, (1.6)
RN

para todo u,v € H*(RY), o qual induz a norma (1.5).
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A segunda igualdade em (1.4) é demonstrada em [[20], Proposicdo 3.6] quando as
integrais em questdo sao finitas. Isso mostra que este espaco de Hilbert tem certa relacdo

direta com o operador (—A)3.
O operador (-A) : S — L*(RN), com 0 < s < 1, é chamado Laplaciano fraciondrio, o
qual é definido como sendo

u(x) — u(y)

y|N+2s Y

(1.7)
N\B.(x) X —

(—=A)’u(x) = C(N,s) limf
R

e—0

com x € RN e B.(x) abola de centro em x e raio «.

Este operador aparece com frequéncia principalmente em problemas envolvendo
equagdes ndo-locais formulados em equacgdes elipticas. Recentemente esses tipos de pro-
blemas vem ganhando notoriedade na pesquisa académica por seus valores em diversos
campos da ciéncia tais como, analise harmonica, teoria da probabilidade, mecanica quan-
tica, fisica-estatistica, cosmologia, etc e suas aplica¢des (Ver [20]). Assim, a compreensdo

deste operador torna-se fundamental na resolucdo de tais problemas.
Em [20], podemos ainda identificar esse operador da seguinte forma.

Proposi¢do 1.6. Sejam s € (0,1) e (-A)* : S — L*(IRN) o operador definido em (1.7). Entéo,

u(x +y) +|;|(§+; y) — 2u(x) ay,

(=AY u(x) = —%C(N, s) (1.8)

RN
onde x € RY.

A prova de (1.8) pode ser encontrada em [8]. Na verdade, na literatura o operador
Laplaciano fraciondrio dado tanto em (1.7) quanto (1.8) é considerado um modelo parti-

cular de um operador do tipo ndo-local fracionario bem mais geral, o qual denominamos

de operador integrodiferencial L. Aqui introduzimos brevemente o seu significado.

Defini¢dao 1.5. Dados € (0, 1), defini-se o operador integrodiferencial ndo-local fraciondrio
Ly por:
Lyu(x) := f (u(x + y) + u(x — y) — 2u(x))K(y)dy, x € RY, (1.9)
RN

onde K : RN \ {0} — (0, +0) indica o nticleo, o qual satisfaz as seguintes condigdes:
(Ky) mK € LY(RN), com m(x) := min{|x[?,1};

11



(Ky) Existe O > 0, tal que K(x) > Olx|"™*29, Vx € RN \ {0}.

Note que, um modelo possivel para K pode ser dado pela fun¢do particular K(x) =
lx|~N*+29), ¥x € RN \ {0}. Neste caso, ao substituir essa fungéo na expressdo (1.9) é facil ver

que, observada algumas corre¢des por constantes, segue que
Ly =—(=A)".

Ainda sobre (1.7), C(N, s) é uma constante de normalizacdo dimensional dependente

dos valores atribuidos para N e s, e tem valor calculado por:

([ 1-cos(@) )"
C(N,s)—( fR T dC) , (1.10)

segundo a prova de [[20], Proposicdo 3.3], para C = ({y, -+, Cy) € RN,

Para ser mais especifico sobre o papel da constante C(N, s) na defini¢do do Laplaciano
fraciondrio (—A)°, foram apresentados em [20], interessantes tipos assintéticos que esta
constante descreve considerando as condi¢des de extremos de s, isto é,s —» 1~ es — 0*.

Temos as seguintes conclusdes.

Proposicdo 1.7. Para qualquer N > 1, seja C(N,s) definida por (1.10). As seguintes

afirmacoes sdo consideradas validas:

-1
~ CINs)  faono [ pN7? )
1) sli)l’{l 5(1 — s) - ( 2 ﬁ (1 + pz)%’ﬂ dP ’

C(N,s) o pN-2 T
1) lim 2 = | on- —d ;
)s_>0+s(1—s) ( sz; (1+p2)%’ ‘D]

onde @y_; denota a (N — 2) medida dimensional da esfera unitaria SN2,
i) lim SV _ AN
s—1- S(l — S) ON-1
N,
iv) lim CNs) _ 2

s—0* 5(1 - S) B (DN_ll
com @y_1 sendo a (N — 1) medida dimensional da esfera unitaria SN=!.

Estes fatos implicam nas seguintes afirmagoes.

Proposi¢do 1.8. Seja N > 1. Para qualquer u € C’(RY) as seguintes afirmagoes sdo

validas:

12



i) lir]q(—A)su = —Au.

ii) im(=A)’u = u.
s—0*
Isto significa, por um lado, que a medida que o expoente fraciondrio s aproxima-se do
inteiro 1, o operador Laplaciano fraciondrio tende a se aproximar do operador Laplaciano
classico —A. Por outro lado, quando s se aproxima da extremidade 0 o operador (—-A)°

aproxima-se da funcdo original u. As demonstra¢des se encontram em [20].

13



Capitulo 2

Existéncia de solucdes para equacoes
nao-locais envolvendo o laplaciano

fracionario

2.1 Problema Proposto

A classe de equagdes que vamos descrever aqui é de natureza ndo-local e esté rela-
cionada com o Laplaciano fraciondrio cldssico em espagos de Sobolev fracionarios com
presenca do termo de Kirchhoff, estudada por Bisci e Repovs [9]. Precisamente nos

referimos a seguinte classe de problemas (duplamente) ndo-locais.

M(l[ul3)(=AYu = f(x,u) em Q

@.1)
u=0 em RM\Q.

Nosso propdsito neste capitulo é mostrar o resultado de existéncia de solu¢do ndo-nula

para o problema (2.1) via Teorema do Passo da Montanha (ver Apéndice).

Vamos primeiramente modelar este problema: em (2.1), € constitui um dominio
limitado em RN, com fronteira dQ suave e s € (0, 1) é o expoente fracionério, de tal modo

que N > 2s. Temos a presenca do operador fraciondrio integral (—A)° correspondente a

14



(=AY u(x) := — LN Ut y)+ulx—y) - Zu(x)dy, x € RN,

|y|N+Zs

Abaixo as condi¢des exigidas para as fungdes M e f no problema.

A fungéo do tipo Kirchhoff M : [0, +00) — [0, +00) tem as seguintes propriedades:

(Ml) M € C([O/ +OO))/

(M) Existe uma constante positiva my, tal que

0 <mo < M(t), ¥te[0,+00);

(M3) Existe ty > 0 tal que
M(t) > tM(t), V't € [to, +00),

t
onde M(t) := f M(s)ds é a fungdo conhecida como potencial.
0

Observacao 2.1. Note que em se tratando da funcdo de Kirchhoff original M(t) = a + bt,
com a,b > 0, as duas primeiras condigdes sdo satisfeitas, pois M(t) = a + bt é continua e

a=my < M(t), 0 <t < +oo. No entanto ndo podemos dizer o mesmo para (M3) ja que

t
f (a + bs)ds = at + gtz = M(t) < tM(t) = at + bt%.
0

Observacao 2.2. O Lema 2.1 a ser apresentado antes da prova do teorema central deste
capitulo garantird uma caracterizacdo especifica referente a fungdo M que permite ainda
mais a aplicacdo do T.P.M. juntamente com as condi¢des dadas inicialmente sobre M

descritas aqui.

A fungio nao-linear f : Q X R — R obedece as seguintes condicdes:

(f)) f€CQXR,R);
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(f;) (condicdo de crescimento subcritico) ¥(x, t) € Q X R temos
If(x, B < (1 +]H1),

ondec>0e2<g<2;

(f3) (condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz - AR) Encontramos t* > 0, tal que ocorre

&
0 < OF(x, &) < f(x,&)&, Yx e Qelé| > t, onde F(x, &) := f flx,t)dt e 6 >2;
0

S, b)
t

(f;) Vale que limsup,_,, < A uniformemente parax € Qe A < myA;,, onde A1 é 0

primeiro autovalor do problema (2.6).

Observagio 2.3. Observe que a condicdo (f;) implica que F(x, t&) > F(x, &)1, para qual-
quer x € Q, |&] > +* e T > 1. Isso é mostrado mais a frente em um lema antes da prova do

resultado de (2.1).

Diante disso, estabelecemos o teorema central deste capitulo que propde resultado de

existéncia de solugdo para (2.1). Enunciamos do seguinte modo:

Teorema 2.1. Sejam s € (0,1), N > 2s, Q um subconjunto limitado em RN com fronteira
suave. Dadas M : [0, +00) — [0, +o0) fungdo satisfazendo (M,), (M>), (M3) e f : QxR - R
verificando (f)), (f;), (f;) e (f;). Entdo, o problema (2.1) admite pelo menos uma solugéo

fraca nao-trivial.

2.2 Preliminares

Seja o espago de Sobolev fracionario H*(RY) e o subespago linear fechado

X={ue HRY): u=0 qtpem RN\ Q}. (2.2)

O espago X é um espago de Hilbert com o produto interno
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oy f (1) — )W o) 03
Q

|x — y|N+25

onde Q := (RN x RM) \ (R¥ \ Q x RN \ Q), 0 qual induz a norma

o
||u||x=[u]s:( fQ dedy) , (2.4)

| x — y|N+25
onde [ - ]; é a seminorma de Gagliardo com p = 2.
Em virtude de [[20], Teoremas 6.5 e 7.1], garantimos casos de imersdes X < L’(IRY)
continuas quando r € [1,2;] e compactas para r € [1,2;). Por isso, para cada r € [1,2}),

existe C, > 0 tal que

[ullrwyy < Cillullx, para cada u € X. (2.5)

Agora, vamos analisar o seguinte problema de autovalor:

(=A)’u Au em Q,

(2.6)
0 em RV\ Q.

u

Neste problema se u € X \ {0} é uma solucdo fraca, entdo A é dito ser um autovalor
com u sua A-autofungdo correspondente. Assim, determinamos o((—A)°) o espectro de
(—A) em X a partir do conjunto formado por todos autovalores {Ais}ren em (2.6). Sendo
assim, o problema (2.6) pode ser escrito como u = AKu, onde K = [(-A))]™}, o qual é um
operador compacto e u € L*(RN). Em Servadei e Valdinoci [32] e [33]], encontramos as

seguintes proposi¢des sobre o problema (2.6) em questéo:

(1) Existe em (2.6) um autovalor A;; = min o((—A)*) > 0 que pode ser caracterizado da

f |u(x) — u(y)P? dxdy
Q

|x_ |N+25
As = min Y ; (2.7)

€X\{0) ’
‘ f u()Pdx
Q

(if) Por (i) existe uma fun¢do ndo-negativa ¢, s € X, a qual é autofuncédo correspondente

seguinte forma:

ao autovalor minimo A, atingindo assim o minimo em (2.7);

(iif) O conjunto dos autovalores associados ao problema (2.6) é formado por uma
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sequéncia ndo-decrescente {A;} que diverge, isto €,

0<As <A SA3s<... <A< Ajs <ovt, Ags = 00, comk — oo;

(iv) Para cada k € IN, seja @i uma autofungdo associada ao autovalor Ays. Assim, a

sequéncia {@ys} € uma base ortonormal tanto de L?(RN) como de X.

Voltando ao problema (2.1), temos para ele a seguinte formulagdo fraca: u € X é uma

solugdo fraca para (2.1) se satisfaz

M), )y = fQ £ )P,

para todo ¢ € X.

Além disso, associado ao problema, estabelecemos o funcional energia | : X — R,

dado por
1.
) = (i)~ [ Feued, (ex) @8)
0
14(x)
onde F(x, u(x)) := f(x,s)ds, com a seguinte derivada de Fréchet:
0
0,0 = MR, o)~ [ feued, 29)
o)

para todo ¢ € X.

Desta forma, note que as solugdes fracas do problema (2.1) correspondem aos pontos
criticos do funcional J. Assim, determinar seus pontos criticos garante a existéncia (ou
ndo) de solugdes fracas para o problema. Essa sera a metodologia da prova de (2.1).
Temos ainda que | € CY(X,R), o que é uma condi¢do necesséria para o uso do Teorema

do Passo da Montanha (ver Apéndice).

2.3 Prova do Teorema 2.1

Vamos comegar assegurando algumas condi¢des observadas sobre M e f a partir das

condi¢des dadas inicialmente. Comegamos por uma condigdo de crescimento adequada
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sobre o potencial M necessaria para a garantia do teorema principal.

Lema 2.1. Se consideradas satisfeitas as condi¢des impostas sobre a fung¢do do tipo Kirch-

hoft M por (M,), (M,) e (Ms). Entdo, obtemos constantes m;,m; > 0, tal que
M(t) < myt + my,
¢ valida para qualquer ¢ € [0, +00).

Demonstragio. Pela condi¢do (Ms3), para um arbitrdrio t; € (¢, +0), verifica-se que
M(t) > tM(t), V¥t € [t,+0o0). Como para todo t € [t;, +00), temos M) >0et >0,
podemos dividir por tM(t) > 0 ambos os lados da desigualdade anterior, o que resulta

em

M(t) _
M(t)

%, Vt € [t, +00). (2.10)

u/
Recordamos que f ;dx = log|u|. Por esse fato, ao integrar para t; e t € (t;, +00)

ambos 0os membros em (2.10) obtemos

" M(s) ff 1 T t
——ds < —-ds & |logM(s)| < |log(s)]. &
W M) s [log (9], < [og(o
. . M(t) t
© logM(t) — logM(t1) < log(t) —log(t1)) ¢ log— <log— & (2.11)
M(t,) h
ZYI(t) <L o M(t) < M(tl)t Yt € (1, +0)
M) h fy
Finalmente fazendo m; := Mt(tl) e my = rrlloax] M(t), afirmamos para todo t € [0, +o0),
1 te[0,t1
M(t) < myt + my, e o lema estd provado. O

Agora novamente a partir das condi¢des (M) e (M3) e acrescentando o Lema 2.1

demonstrado, é facil ver que
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ny ny
—t+ —.

1.
(My) Sendo ty > 0, para t € [ty, +o0), vale que Mo, < EM(t) < > >

2

De fato, note que

My

m m
_1t+_2,
2

1.
< — <
<Ml = i+ 5

mot < tM(t) < M(t) < mit + my &

para todo t € [ty, +00).

Por outro lado, inferindo sobre as condi¢des de f, mais especificamente a condigdo de

Ambrosetti-Rabinowitz vista em (f;) podemos obter o préximo resultado.

Lema 2.2. Observada a condigdo (f;) valida sobre f, entdo afirmamos que
F(x, &) > F(x, &)1,
paratodoxeﬁ, &l >t,1>1e0 > 2.

Demonstragdo. i) Para t =1, a desigualdade do Lema é imediatamente satisfeita:

F(x,&) = F(x, &).

if) Para 7 > 1. Fixado |{] > t*, defini-se g(x, T) = F(x, ©&), Vx € Q, 7>1.

Note que

g(x, 1) = F(x, &)
g'(x, 1) = F'(x,7&).(1&)

(73
l:ﬂxwt (2.12)
flx, T&)E.

Pela condigéo (f;) vale:

0 < OF(x, 7€) < f(x, TE)TE,
VxeQ, [t&| >t e 6> 2.

Logo, por (2.12), temos

g1 0
T

0g(x, 1) < g'(x, 7)1 = ) >
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Integrando em (1, 7], segue que

8 sy f gds & [logg(x,s) > O[logs], &
1

1 8(%9)
g(xl T) _ 0 g(x/T) 0
(:)log(g(xll))zﬁlogf—logf & g(x,l)ZT .

g(x/ 7) 0 F(x, &) 0
o) =" TRy =

Assim, F(x, t&) > F(x, &)7°.

Conclui-se por i) e ii) que F(x, &) > F(x, &)t é satisfeito para Vx € Q [El=>tret>1,

com 0 > 2.

Ap0s essas consideragdes necessdrias, vamos a prova do Teorema (2.1). Para aplicar o
Teorema do Passo da Montanha precisamos garantir que o funcional | satisfaz a condigdo
Palais-Smale (PS) e a geometria do Passo da Montanha. A seguir, apresentamos o lema

técnico que serd util para provar o fato de | satisfazer a condi¢do Palais-Smale.

Lema 2.3. Toda sequéncia Palais-Smale para o funcional | é limitada em X.
Demonstragio. Seja uma sequéncia Palais-Smale {u;},cn C X para ], ou seja,
J@))jew = ¢ e ' (uplly = sup{l(J' (uy), @)l - ¢ € X, llpll = 1} = 0, (2.13)

com c€Re j— +oo.

Suponha, por contradi¢do, que tenhamos {u};cn ndo limitada em X. Logo, tomando

uma subsequéncia ainda denotada por {u;};en para j — +oo podemos ter

llujllx — +oo. (2.14)
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Agora sob as condigdes (M) e (M3) para um j, € N fixado, note que

mo < M (JlujI%) (2.15)

M) oo
2M (Jlujll) 2

M (Il) = (1lell) Ml ) = (2.16)

com j € [y, +00).

Assim, considerando as defini¢des (2.8) e (2.9) de ] e (J'(u), @), respectivamente calcu-

lamos

J(u)) dx =

_ G up 1M(||uj||§) - LF(x, uj(@)dx — M (|l

(uj, uj) £, uj(x))u(x)
v) 2 " ‘f(;

¢} 0

_ Mt(in )

2M(u )
IR T S (17 1 lf(x,uj(x»ujm_
J(w)-——> —M(||u]||x)[2M(”uj”§() o |F fQ .

para j € [jo, +o0). Por (2.16), temos

M(lue1B) = Ml 1)

lluajlI% [f(x, uj(x))uj(x)
).

7 5 — F(x, uj(x))l dx =

F(x, u]-(x))l dx,  (2.17)

MQlB) Moo Mool
M(ufp) 6 T 2 0

>0, pois O>2. (2.18)

Logo, usando (2.15) e (2.18) em (2.17), obtemos

J(u) - MQ)W > 1o (% - %)llujlli + fQ |f t ”f'(g))”j(x) _F, uj(x))l dx,  (219)

para todo j > jo.

O que resulta em

mo(g'z)nujn%( < Jau) -

20

<]’(uj),u;>_f £, ui(x))ui(x)
0 o 0

- F(x, uj(x))l dx, Yj = jo.

Seja t* > 0 fixado, temos que

22



0-2 (J'(uj), uj) S, uj(x))u(x)
o (W) it < JG) - # ) L;(x)w l ]9 — uj(x»l =
_f [f(x, uj(g))uj(x) Fa u]-(x))] b, iz
e (2.20)
Seja
M := sup {‘f(x@,t)t —Fx, )| :x e Q |t < t*}
e
med(Q)) := medida padrdo de Lebesgue para Q.
Temos

mo (S Yl < Js) -

=T — F(x, uj(x)) [ dx

0 0
+Mmed(Q), VY= jo.

J'(uj),up) f [f(x, uj(x))uj(x)
[uj()|>t*

(2.21)
A condigdo (f;) nos permite afirmar que
f [f 0o (g))”" ® _Fe uj(x))] dx > 0. (2.22)
[ (x)|>t*

Assim, usando (2.21) e (2.22), devemos ter

0-2 (]’(u‘),u) — ) )
mo( 260 )llujlli‘( < JQw) - # + Mmed((2), Vi > jo.

Note que vale

_M@’“ﬂ < 17wl lx

20

e fazendo C := mo( ) > (0, temos

Cllu]-||§< < J(up) + ONJ (up)llxeullx +]\_/Imed(Q), Yji < o
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Dividindo por ||uj||x e passando o limite com j — +oc0, chegamos a uma contradigéo.

Portanto, devemos ter {u;};en limitada em X.

Agora podemos provar o lema sobre a condicdo de compacidade para o funcional

continuo J.

Lema 2.4. Seja o funcional | dado em (2.8). Entdo, | satisfaz a condigdo de compacidade

Palais-Smale em X.

Demonstragio. Dada {u;}jen uma sequéncia Palais-Smale para | em X, ou seja, {uj}jen
satisfaz

(Jp)  limitadaem R

sup{l(/'(up), @) : ¢ € X, llpllx =1} = 0, com j— +co.

Devemos provar a existéncia de uma subsequéncia que converge forte em X. Con-
forme provado no Lema 2.3, {uj}cn € limitada em X e sendo X reflexivo, pois é espaco de
Hilbert, entdo por [[13], Teorema 3.18], existe u., € X, tal que uma subsequéncia (1) ;en

converge fraco para i, em X, quando j — +oo. Sendo assim, segue que
U = U em X & (@, uUj) = (P, Ux),Vp € X, comj— +oo,

ou seja, por definicdo do produto interno em X, temos

f (uj(x) — uj(y) (@) — ) dxdy — f (Uoo(x) = U (Y))(P(x) — (V)
Q Q

|x — y|N+2S |x — y|N+25

dxdy,  (2.23)

com j — +oo, para qualquer ¢ € X. Utilizando os resultados [[31], Lema 8] e [[12],

Teorema IV.9], prova-se que
Uj = Up em LY(RY), paratodo g € [1,2) (2.24)
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Uj = U q.t.p.em RY, (2.25)
quando j — +oo.

Agora, por (2.9), podemos escrever

T u—usy = MR - (0 — 1))x — f 8 100)(1(x) — ttoo(x))dlx =
(107(2) = 1)) (110 () — 1o (1)
M(||uj||§<>(||uj||§<— fQ 1) 7 W) = e dxdy)

|x —_ y|N+25

_ fQ £ 1,00)(1(x) — 1o (X))
O que implica em

M(lus13) (18 = Cuaj, 1)) = <" (), 0 = s +

5

F, () (u(x) — too(x))dx. (2.26)

Por outro lado, como por hipétese ||J'(u))l|x- = sup{K]'(u;), )| : ¢ € X, llpllx =1} = 0,

j — +00, obtemos
K" (), uj = ue)l < W' pllxe - lluj - usllx =0, j—= +oo, (2.27)

pois [[uj — Uel|x € limitada.

Agora, por (f,), note que

| £ G 10| o40) = 1100 (3)] < 0 (J11(20) = weo )] + 21 ()1 [11(0) = v ()] ).

Logo,

IA

f £, 10)) (1) — oo (2))dx f |0, 1(20))| [1x) = oo ()] dx <
Q Q

IN

c(f(; |uj(x) — uoo(x)|dx + fQ Iuj(x)lq_1 |u]-(x) — um(x)|dx).

(2.28)
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Usando desigualdade de Holder e a convergéncia (2.24), podemos desenvolver as

integrais resultantes acima. De fato,

Sejam ¢’ (conjugadodeq)eq. Se 1€ L7 e |u;(x) — uo(x)| € L7, entdo

L'uj(x)—uw(x)Idx < (L 1’4'dx)q_’ (L Iuj(x)—uoo(x)l”’dx)g
(2.29)
< (med(Q))7 lui(x) — tteo()lls > 0.
Uj> e em L1
Sejam p = p z 7 e g. Se |u]-(x)|q_1 €LF e |uj(x) — uwo(x) € L, entdo
fQ |u]-(x)|q_1 l14(x) — Ueo(X)ldx < ( L |uj(x)|qu)T ( fQ (%) — uoo(x)|‘7dx)ﬁ
(2.30)
< NI 1 (0) = teo(®)lls — .
Uj>Ue €em L1
Assim, por (2.28), (2.29) e (2.30), temos
Lf(x, () (u(x) — Uoo(x))dx| — 0. (2.31)
Logo, segue de (2.26), (2.27) e (2.31), que
(1(x) = 1 (1)) (U0 (¥) — U(Y))
M(llu11%) (Ilu]-||§( - fQ ! f|x i dxdy) -0, (2.32)

quando j — +oo.

Lembrando de (M,), observe que
0 <mo<M(lull), VjeN,

e portanto, por (2.32), temos
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2 - f(u](x = Uj(y)) (Ueo(¥) — uoo(y))dxdy_)ol (2.33)

|x y|N+25

quando j — +oo.

Recordando a convergéncia (2.23), podemos ter ¢ = u., € X, e portanto
(Uj, o) = (lhoo, o) = |[tieoll,

quando j — +oo.

E finalmente por (2.33), obtemos

2 . 2 2 .
12 = limsup il = lelly = lim (uj 1c0),
j—+oo

jo+oo

hm ||u]-
j—+oo

o qual utilizando as conclusdes da referéncia [[12], Proposigdo II1.30], garantimos u; — /e,
subsequéncia convergindo forte em X. Portanto, a condi¢do de compacidade (PS) é

satisfeita para J.

Vamos a prova da geometria do Passo da Montanha para o funcional J.

Lema 2.5. O funcional energia | associado ao problema (2.1) | tem a geometria do Passo

da Montanha, a saber.

1. Existe r > 0 tal que ”i”nf J(u) > 0;
ul|lx=r

2. Existe uy € X tal que para 1 — +o0o, tem-se J(tuy) — —oo.

Demonstragio. Considerando a condigéo (f;) para a fungdo ndo-linear f, dado ¢ > 0

suficientemente pequeno de tal modo que

modis > A+ e mg> 2, (2.34)
/\1,5
e existe O, > 0, tal que
x,t x,t —
|t|s(5g:>f(t )—/\‘Se@¥§/\+e,\7’xe(). (2.35)
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Entdo,

A+€€2:A+€

2
> > lel (2.36)

¢ 2
f flx, t)dt < f (A + o)tdt & F(x, &) <
0 0
para qualquer [ < 06,.

De (f,), (2.5), (My) e a relagdo (2.36), temos

Jaw) = %MUM&%1LFQMQWM=%Ndwﬁ)—lkkmﬂxmwwx

— f F(x, u(x))dx
[1(x)|>¢

(2.37)
m A+e
> i) - [ Py -C [ o
2 ui<s. 2 (@)l
Mo A+e
2 7(|IM|I§<) B llully = Cllull?,
onde C é uma constante positiva adequada.
Sendo |[ul} = r, para um r > 0 pequeno, obtemos
1
. (mo - AALE) r—Crt >0, (2.38)
e como g > 2, afirmamos
inf J(u) >0, (2.39)
el x=r
0 que prova o item 1
Fixado t* > 0, seja uy € X tal que
med({x € Q : up(x) > t'}) > 0. (2.40)

Considerando um termo || > t, para T > 1, sob a condigdo (M,) e aplicando o Lema
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2.2, escrevemos

m m
Jauo) < Hlruglfy + = - f F(x, Tug(x))dx =
m m
= 71”7“0”%( + 72 - f F(x, Tug(x))dx
[1o ()12t

— f F(x, tup(x))dx
[ ()|<t*

2
ol

s 72— 79 f E(x, uo(x))dx
2 luo ()| =t

+% + Mmed(Q),

IA

em que M = sup{|F(x,&)| : x € Q, |& < F).

Portanto, pela condigéo (f;) segue que

J(tup) — —o0, com T — 400,

o que implica no item 2.

O
2.4 Aplicacao do Teorema 2.1
Apresentamos o seguinte problema.
M(lulB)(=AyYu = u®+u* em Q
(ul)(=AyYu = w’+u" em (2.41)

u=0 em RM\Q,

sen(t
—+(t3' para qualquer ¢ > 0 e consideramos a func¢do f : R — R,

sendo que M(t) := 2 + 1

f(h)y =B+t Vte R

Verifica-se neste caso que M : [0, +o0) — [0, +00) é continua, vale que 1 < M(t), Vt €
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[0, +00) e por um célculo de integral, existe t; € [0, +o0) tal que
t
sen(s) sen(t)
2+ ds>t|2+ , t €[ty +00).
j;( 1+52)S_ ( 1+t2) Lfo, +0)
Basta tomar f, como sendo a tinica solugdo positiva da equacdo para obter que
t
f PP PR DRG0} B
0 142 1+1#

Assim, M satisfaz as condi¢des (M,), (M,) e (M3) do Teorema 2.1. E ainda, vemos que

f definida acima satisfaz as condigdes (f)), (f,), (f;) e (f,;). Logo, esse problema eliptico

admite solucdo fraca, segundo o Teorema 2.1.
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Capitulo 3

Sistema envolvendo equacgdes
fracionarias do tipo Kirchhoff e género

de Krasnoselskii

3.1 Problema Proposto

Neste capitulo estudaremos uma classe de sistemas variacionais que envolvem equagdes

Laplacianas fracionarias nao-locais do tipo Kirchhoff, formalmente representada por:

My (|lullx) (=AY u F.(x,u,0) em Q,
Mo(Il0lR)(=A)v = Fy(x,u,0) em Q, (3.1)
u=v=0 em RN\Q.

Nesse sistema, s € (0,1) é o expoente fraciondrio com N > 2se Q C RN é um dominio

limitado e suave. Consideramos as fun¢des M;, M, e F com as seguintes suposicdes:

As fungdes M;, M, : [0, +00) — [0, +0) sdo continuas de tal modo que existem cons-

tantes positivas a;, b;, a;, i = 1,2,3,4, com 1 < a3 < a; e 1 < a3 < a4 satisfazendo as

seguintes condicOes de crescimento:

a; + bltal < Ml(t) <a+ bztaz (32)
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az + b3t™ < My(t) < ay + byt™ para todo t > 0. (3.3)

Mais adiante representamos graficamente alguns ensaios para essas fungdes de Kirch-

hoff com simulagées sobre suas condi¢des de crescimento.

Enquanto a funcdo F € C'(Q x R?, R) é tal que VF = (F,, F,) denota o gradiente de F

nas varidveis u e v. Sao consideradas as seguintes hip6teses sobre F:

(f1) VF(x,-z,—t) = =VF(x,z,t) para qualquer (x,z,t) € Q x R?, onde VE = (F,, F;) éo

gradiente de F nas varidveis z e t.

(f2) Existem constantes 0 < c¢;, d; parai € {1,2,3,4},1 <y; < yuzel <n; <13 para

j €11,2,3} tais que F; e F, satisfazem

iz 4 02 < Fu(x,z,t) < 32" 4 2?5,

dit" ™t + dpz T < Fy(x,z,t) < dat™ !+ dyzee!,
para todo x € Qe z,t €[0,+0), com y;,m1 <2 e
max{ys, N4, Y5 + Ve, 15 + N6} < riglir?}{2(ai +1),23, (3.4)

onde 2; := 2N/(N — 2s) denota o expoente fraciondrio critico de Sobolev.

2

E (=A)° é o operador Laplaciano fraciondrio definido no capitulo 1:

(=AY u(x) = C(N, s) lim f Md% xeRY,
=0 Jryg ) [X =y

cuja C(N,s) é a constante de normaliza¢do positiva adequada.

A norma || - |[x = []; é a seminorma de Gagliardo, com p = 2, ou seja,

32



= ([ 0 )
R2N

|x — y|N+2S

que estd definida no espago de Sobolev fraciondrio X, o qual assume condi¢des de fronteira

homogéneas de Dirichlet

X(Q):={ue H'(RY): u=0 qtpem RN\ Q}.

Apresentamos agora algumas representacdes geométricas para o comportamento das
fungdes My, k = 1,2. Na Figura 3.1 segue o caso em que M estd limitada por duas retas e

na Figura 3.2, fazendo a; > a; > 1, obtemos M; entre duas curvas.

%//////////

a; S (

0 t 0 t

Figura 3.1: a; + bit < My < a; + bjt. Figura 3.2: a; + bjt" < M < a; + b;t".

Observacdo 3.1. As condicdes (f1) e (f.) dadas sobre F nos garantem estimar as desigual-

dades a seguir:

IF.(x,z, ) < calz* ™" + calzl Mt

[Fi(x,z,t)| < dslt|™! + dyl|z|s|Hmt,

para todo (x,z,t) € Q x R2.

A seguir, é mostrado pela tabela, condi¢des sobre a dimensdo N em fung¢do dos

possiveis resultados para o min;— 3 {2(a; + 1), 2} de acordo com a hip6tese em (3.4).
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min{2(a; + 1),2;} | Dimensao

i=13

2(a; + 1) N < 4s
2;onde 2; < 4 N > 4s
2:onde 2; =4 N =4s
2:onde 2; > 4 N < 4s

Tabela 3.1: A dimensao

A seguir, os resultados principais propostos para o problema (3.1).

Teorema 3.1. Sejam s € (0,1), N > 2s, Q um subconjunto aberto e limitado em RN com
fronteira continua. Dadas My, M, : [0, +c0) — [0, +00) fungdes satisfazendo (3.2) e (3.3),
F: QxR?> - Rverificando (f1) e (f). Entdo, o problema (3.1) admite infinitas solugdes

fracas.

Teorema 3.2. (Regularidade) Se (1, v) é uma solugdo para o problema (3.1), entdo u,v €
Cllo’C“(Q) paras € (0,1/2)eu,v e Cfo’f(Q) paras € (1/2,1). Em particular, (1, v) resolve (3.1)
no sentido cléssico.

3.2 Preliminares

Seja o espago de Sobolev fracionario Hilbertiano usual H¥(RY) (ver secdo (1.2) do

capitulo 1). Devemos considerar o subespaco linear fechado

X(Q):={ue H'(RY): u=0 qtpem RN\ Q}. (3.5)

O espaco X(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno

_ CN,9) f (u(x) — u(y))(v(x) — v(y))
(u,v)x := > - = g dxdy, (3.6)
o qual induz a norma || - [|x = [-];, onde [-]; é a seminorma de Gagliardo. Por [[20],

Proposigao 3.6] é valida a seguinte identidade:

2

G gy 1€ X(Q),

LZ(]RN)’

2 _
llully =
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Assim, para u, v € X(Q)) implica que,

z A _ (u(x) — u(y))(w(x) — v(y))
CNS) L ) u(x)(=A)yo(x)dx = jﬂ; N o g dx dy, (3.7)

logo, em particular, (—A)® é auto-adjunta em X(€2).

Conforme [[20], Teoremas 6.5 e 7.1], ocorrem casos de imersdes X(€2) — L’(Q)) con-
tinuas quando r € [1,2;] e compactas para r € [1,2}). Por isso, para cada r € [1,2"), existe
C, > 0tal que

lullrr) < Chllullx, para cada u € X(€2).

Vamos trabalhar no espaco de Hilbert Y(€2) dado pelo espago do produto:

Y(Q) := X(Q) x X(Q),

dotado com o produto interno

((u,0), (@, P)y = (U, P)x + v, P)x

e a norma induzida

(2, 0)lly == (Il + lloll) 2.

Considere também o espago L'(€2) x L"(Q2) (r > 1), munido com a norma

”(M, U)HL’(JRN)XU(IRN) = (”u”rr(]RN) + ”U”rr(RN))l/r'

O sistema fraciondrio (3.1) apresenta a seguinte formulacdo fraca: (u,v) € Y(Q) é uma

solucdo fraca para (3.1) se satisfaz

My (llul3)u, @)x + Ma(llol3)(0, P)x = f Fy(x, u, v)pdx + f Fo(x, u, v)ipdx,
Q Q

para todo (¢, ¥) € Y(Q)).

Além disso, associado ao problema definido em (3.1), estabelecemos o funcional
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energia I; : Y(Q) — IR, dado por

1~ 1— "0
Lto) = 39 (MlR) + 5 (lR) - [ ( | Fz<x,z,v>dz)dx
Q 0

(3.8)
o(x)
- f (f Fi(x, u, t)dt) dx,
o \Jo
onde M;(r) = f Mi(t)dt,i=1,2.
0
Pela derivada de Fréchet temos:
(L(u,0), (@, ) = Mi(llull5){u, @)x + Ma(llol3)(0, P)x — fFu(x, u, v)pdx
Q
(3.9)

- f Fo(x, u,v)dx,
Q

para todo (¢, ¥) € Y(Q).

Desta forma, note que as solugdes fracas do sistema (3.1) correspondem aos pontos
criticos do funcional ;. Temos ainda que I; € C'(Y,R). Por (f;), afirmamos que (1,v) =

(0,0) constitui uma solugao deste sistema.

3.3 Prova do Teorema 3.1

Primeiramente vamos enunciar e demonstrar trés importantes lemas, e em seguida

aplicar o teorema abstrato de Clark (Ver Apéndice).

Lema 3.1. O funcional I; definido em (3.8) é limitado inferiormente e coercivo em Y(Q).

Demonstragio. Recorde que o funcional I; : Y(Q)) — R é tal que

1~ 1 —~ 1u(x)
L,o) = oM () + 5 M (lelfy) - f ( f Fz(x,z,v)dz)dx
Q\J0

o(x)
—f(f Ft(x,u,t)dt)dx,
o \Jo
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onde Mi(r) = f Mi(t)dt,i=1,2.
0

Pelas condi¢oes atribuidas sobre M em (3.2) e (3.3), tem-se

1 ~ ) llually {luell
M () = 5 Mi(b)dt > 5 fo () + byt™)dt =

2 Jo

1 b1 "
SV () = Sl + VLA

2 1)
1 N ol 1 [l
EMZ (”Z)”X) = E ; Mz(t)dt > E j; (ﬂg + b3t 3)dt =
1-— o as 2 2(az+1)
M (Iolly) = Sllelfy + 2( Ty (3.10)
Por outro lado, através das hipoéteses (f,), obtemos:
1(x) () () Cs Cs
f F.(x,z,0)dz < c3 f 247Nz + 407 f 257z = Zu(x)* + —u(x)5v(x)
0 c 0 c 0 V4 Vs
3 4
< —Ju)"™* + —lu(x)ox)*
» (x) e ()" o(x)
o(x) o(x) o(x) d d
f Fi(x,u, t)dt < dgf t"4‘1dt+d4u’75f telde = 17—7)(x)’74 + Tl—u(x)’“v(x)"6
0 0 4
d3
<

n—lv( 0™ + n—lu(ﬁf)l%lv(x)l”6

(3.11)

Note que Ya, > 0, pela desigualdade de Young, vale que

ol + -

+p +p

G o)l < — ot

Logo, substituindo em (3.11), temos

()
j(f Bmzwﬂwsﬁjﬁmww+ﬂjﬁMWMWWx
a\Jo V4 Ja Vs Ja

Sciflu(x)ly4dx+c—4- Vs flu(x)|V5+7’6dx
Vi Jo Vs V5t 7Ve Ja
C4 Y

i f lo(x)[/5+7 s dx
Vs Vst Ve Ja
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V5+Ye 5+)6
= —||u(x)|| ey eI+ W” oI

v(x)
f(f Pt(x,u,t)dt)dxs@f|v(x)|’74dx+%flu(x)l”Slv(X)l”ﬁdx
a\Jo M Ja e Ja

< @flv(x)|”4dx+ dy 15 flu(x)|”5+'76
M Jao Me 15+ 16 Ja

+ @ . L f |’0(x)|775+’]6dx
Me 15+ 16 Jo

d
N5+1M6 4 N5+
|| (X)||,75+,]6 5+176||v(x)||q5+1]6.

ds e
= =), + ————
774” @)l . (175 )

(3.12)

(3.13)

Recordando (3.4) e sendo validas as imersdes continuas X(€2) < L"({) no caso r €

[1,2}), obtemos as seguintes desigualdades entre as normas.

I 1hya <Cll-lixs e llpa < Cl- s 1 sy S - Hx € M Hlgsens < €711 Hlx-

Aplicando em (3.12) e (3.13), obtemos

1(x)
f (f Fv U)dz) dx < Cillu(@II + Callu@I ™ + CalloGoll ™",
Q 0

com C;, (i=1,2,3), constantes positivas.

e

o (x)
f ( f Fi(x, 1, t)dt) dx < Cillo@I + Collu(IE™™ + Collol =,
Q 0

com Cj, (j =4,5,6), constantes positivas.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Novamente pela defini¢do de I(u, v) em (3.8), e por (3.10), (3.15) e (3.16), concluimos

que
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S 171 v —|[y] 3
2(aq +1) 2(a3 +1)

- (C1||u(X)|| + Collu)lI ™ + Callo@)lI™® + Callo)lly + Csllully ™

+
+CollollF™™)

L) =2 —lully + 7 +—|IUII§<

(3.17)
e portanto, I; é limitado inferiormente.

Agora, para mostrar que I; é coercivo, observe que ||(1, v)|ly — +oo implica que ||ul|lx —
+00 ou [[v]|[x — +o0. Logo, passando ao limite o resultado de (3.17), com [|(u, v)||ly — +c0 e

pela limitacdo vista em (3.4), temos:

Ii(u, v) = +o0, quando ||(u, v)|ly = +oo,
o que prova que I, é coercivo.

Lema 3.2. O funcional I; é um funcional par.

Demonstragdo. Note que

1~ 1~ —u(x)
I(=u,—0) = M (Ilull) + =M, (llell) - F.(x,z,~v)dz |dx
2 2 a\Jo

—L(L_v(x) Fi(x,—u, t)dt) dx

Devemos provar que I;(u, v) = I;(—u, —v), Y(u, v) € Y(Q). De fato, pela suposigdo (f1) sobre
F, e F;, temos o seguinte:
Fz(x/ —Z, _t) _Pz(x/ z, t)

VF(x,—z,—t) = =VF(x,z,t) = _ (3.18)
Fi(x,—z,—t) —Fi(x,z,t), VY(x,z,t) € QxR
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Considerando as integrais

—u(x) —0(x)
f F.(x,z,-v)dz e f Fi(x,—u, t)dt
0 0

que aparecem na equacdo de I,(—u,—v) acima, propde-se as seguintes mudancas de

variaveis:
z=—-0 — dz=-do — —-dz=do

t=-¢& — dt=-dé — —dt=dE,

respectivamente. Aplicando estas mudangas nos seus limites das integrais correspon-

dentes, obtemos

—-0=—=¢( = v=¢

0=-¢ = 0=¢

respectivamente. Assim, ap6s estas mudangas de variaveis feitas e devido as condigdes

em (3.18), segue que

—u(x) —11(x) 1(x)
f F,(x,z,—v)dz = f —F,(x,z, —0v)(—dz) = f —F,(x, —0, —v)do =
0 0 0

—1(x) 14(x)
f F.(x,z,—v)dz = f F.(x,0,v)do. (3.19)
0 0

Da mesma forma,
—0(x) —0(x) 0(x)
f Fi(x, —u, t)dt = f —Fi(x, —u, t)(—dt) = f —Fe(x,—u,-8)dé =
0 0 0

—o(x) 0(x)
f Fi(x, —u, t)dt = f Fe(x,u, &)dE. (3.20)
0 0

Logo,
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I(—u,—v) =

. - —u(x) —v(x)
= %Ml (lll/l”%{) + %MZ (llU”%() - L (fo‘ Fz(x/ z, —U)dZ) dx — f;(ﬁ Ft(x/ —u, t)dt) dx =
1~ 5 1 —~ 5 1(x) v(x)
= M, (Ilf) + E1\/12(||v||x)— fQ ( fo F.(x,0, v)da) dx — fo ( j; Fe(x,u, g)dg) dx =

= Is(u/ U),
(3.21)

isto é, I;(—u, —v) = I;(u,v) para todo (1, v) € Y(Q2), concluindo assim o resultado.

Agora podemos enunciar e provar o proximo lema, o fato de I; satisfazer a condicao

Palais-Smale.

Lema 3.3. Seja o funcional I; dado em (3.3). Entao, I, satisfaz a condi¢do de compacidade

Palais-Smale em Y(Q).

Demonstragio. Dada (w;)jen = (#,v;) uma sequéncia Palais-Smale para I; em Y((2), ou
seja, (w))jen satisfaz

(Is(wj))jelN limitada em R

sup{KI;(w;), (p, V)| : (p, ) € Y(Q), (@, P)lly =1} = 0, com j— +oo.

Conforme provado no Lema 3.1, I; é coercivo em Y(Q) e pelo fato de ((Is(wj)) er

S
jEN
limitada em IR, entdo (w;) en € uma sequéncia limitada em Y(Q).

Além disso, como Y(Q) trata-se de um espaco reflexivo e admitindo (w;);en limitada
em Y(Q), de acordo com o [[13], Teorema 3.18], existe We = (o, V) € Y(Q), tal que uma

subsequeéncia (w;)en = (1}, v;) converge fraco para We = (le, Vo) €m Y(Q), para j — +oo.

Sendo assim, segue que

U = U em X & (@, uUj) = (P, Ue), Y € X
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V] = U em X & (P, 0)) = (Y, 0), VP € X,

com j — +o0. Ou seja, por defini¢do do produto interno em Y((2), temos que

dxdy,
(3.22)

f (uj(x) — uj()Px) — P(y)) dxdy — f (Uoo(x) — U (¥)) (P (x) — @(y))
R2N R2N

|x — y|N+25 |x — y|N+25

(0;(x) = 0P E) = P(y) R (o) = Veo(1)) (W) — P(1))
me e = = ey fmm e — s dXdy(ley 23)

para qualquer (¢, ¢) € Y(Q), com j — +oo. Utilizando resultados das referéncias [[31],

Lema 8] e [[12], Teorema IV.9], prova-se que

(1j,0)) = (Uoo, Vo) €M LY(RY) x L(RY), para todo g € [1,2) (3.24)

(1j,0;) = (Ueo, Vo) q.L.p. €M RN x RY, (3.25)
quando j — +oo.

Por outro lado, como por hip6tese sup{[{I,(w;), (@, Y)) : (¢, ) € Y(Q), (@, P)lly = 1} —

0, j = +oo, devemos ter
(L)), wj = Weo) = (I (1), 0}), (U] = Ueo, Vj = Vo)) < 51, 0« - 1(4] = Uoo, Uj = Veo)lly — O,

ou seja,
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(L(uj,0)), (U] = oo, Vj = Veo)) =
= Ml(””j”%() uj, (Uj — Ueo)) + M2(||Uj||§() (0}, (v} — Vo))
— LFM(x, uj, 0j) - (Uj — Ueo)dx — LPv(x, Ui, 0j) - (Vj — Voo )dx =
(@) — i) (¥) — W) |-

= My(ly ) (nu]-n%( -, R dy 6.26)
+MaloR) (nvjn%( - i U]fcyl)(;;ff ~ Vely ))dxdy)
- LFll(x’ ui(x), 0i(x)) (u(x) — teo(x))dx
- fQ o, 17(x), 0(00)(0,) = 0 () = 0,

onde j — +oo0. Agora, pela desigualdade triangular e (f,) note que

f Fu(x, uj(x), 0j(x)) (1 (x) = ttoo (x))dx + f Fo(x, uj(x), 0(x))(0(x) = veo(x))dx
Q Q

< +

f Fu(x, 1(x), 0;(x0))(u(x) = tieo(x))dx f Fy(x, uj(x), 0j(x))(0;(x) = veo(x))dx
Q Q

< L ‘cg,u}“_l(x)+c4u]75_1(x)vjy.6(x)'|uj(x) — Uoo ()] dx
+ fo |d3z;;?4‘1(x) +d4u;75(x)v]76‘1(x)| [0/(x) — Do (x)ldx
< fg(‘cgu]yf‘_l(x)| + 'c4u]y.5_1(x)v?6(x)l)Iuj(x)—uoo(x)ldx

+ fQ ('dgv}h‘l(x)‘+‘d4u?5(x)v;76-1(x)|)Ivj(x)—vm(x)|,;lx

< L(c3 |u]'(x)|y4_1 |14(x) — too(X)] + c4

11]75_1(300]?6 (x)| Jutj(x) — uoo(x)l)dx

’ fo (d3 o, o) = 0w ()] + dy

(0™ (0 oy ) - voo(x)l)dx

43



o [ ] s = ol s [ [ @70 o) = ool

+ds fQ 0,0 10,(x) = Ve () lx + s L [ @0 ()] o) - vl

Neste momento usamos a desigualdade de Holder e em seguida a convergéncia em

(3.24) para desenvolver as integrais resultantes acima.

Para f |u]-(x)|“‘1 lu4(x) — Ueo(¥)ldx,
Q

p= » V4 1; q=" |uj(x)|y4_1 €Ll e |ujx)—uw(x) €L, temos
.
ra~l 1
,),4_1 V4 V4 Y4
|uj(x)| |1 () — oo ()|dx < |uj(x)| dx . |1 () — 1o ()] dx
Q o) Q
< eI - lutj(x) = oo (@), — 0. (3.27)

uj—>ue em LV4

Para f|vj(x)|n4_1 [0(x) — Voo (x)ldx,

Q

p= " e T g =14 |v]-(x)|n4_1 €Lf e [vj(x) —v(x)| €L, temos
L
ng-1 1
T]4—1 Ma T ﬁ
f |vj(x)| [0(x) = Veo(x)dx < f |vj(x)| dx . f [0/(x) — Voo ()| M dx
o) o) 0
< o)l - loj(x) = veo(®)lly, — . (3.28)

0j Ve em LM
Por outro lado, novamente via desigualdade de Young, desigualdade de Holder e

(3.24), temos:

Para f 777 (09070l 0) — e ),
Q

+76—1 +76—1

™
ys—1 Ve

; b= |v]-(x)|y6 =ab< %a“+%bﬁ implica que

44



‘M?S_l(x)v?(’(x)' < V5~ 1 | ]( )|V5+7/6 1 V6 |vj(x)|75+)/s—1

V5 + 76— 1 7/5+7/6—1
Logo,
P 1 h V5+Y6—1
f‘ (x)0; (x)'lu (x)—uoo(x)ldx< fi uj(x )| 1) = too (X)ldlx +
P V5tYe—
’ Vst 7/6 - f |v]( )| |“J X) — Uoo(X)|dxx.

E agora fazendo,

Ys+tYe . V5+y6-1 Ys+ye-1
= et a1 q=Vs+Ye; uj(x)| , | €L? e |uj(x)—uw(x)| € L, temos
v5+ye=1
y5—1 V6 (Y )/5+7/6 V5+76
f‘ u; (Yo, (x)'|u](x) Ueo(X)dx £ ——— s +7/ (f| uj(x )| )
r5+76=1
Y +76 Y5t76
(%) — U (x)5*7odx +— f o) d )
(fm( @I ) yw—( o,
+V
(f |uaj(x) — ”oo(x)P/Serédx) :
< LI 10 e, +
Vs + Ve Ui lys+ys J oo\ lys+ye
Uj—>Ue em LY5%76
¥ —% e TS (0 = 4o@llysag = 0. (3.29)

Uj—ue em L5776

Para f ‘u;.’5(x)v;76_1(x) [0,(x) — Do (x)ldx,
Q

+16—1 +16—1 -
S ey B= M; a= |u]'(x)|n5; b= |vj(x)|n6 'Sab< %a“+ %bﬁ, temos

15 ne—1
T ()] < 75 Ns5+16—1 M6 — 1 o |te1
‘”J‘ (x)o; (x)‘ 15 + 16 — | ()| + Tt 16— 1 [oj(x)]
Assim,

15 n6—1 N 15 oa|tel o
L‘uj (x)vj (x)||v](x) vm(x)ldxs—n5+n6_1L|u](x)| [0;(x) — Vo ()|dx +

176_1 f 7]5+Y]6—1
+—_— vilx i(x) — Voo (X)|dx.
1’]5+n6_1 Qi]( )| |]() ()l
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Fazendo

+ _ ; _
= 175’7J5r né—ni 1‘} q =15+, uj(x)|’75+n6 1’ 15+16—1 cl’ e |Uj(X)—v<x,(x)| € L9, temos
n5+16—1
. N5+16
f‘ s x)v”6 1(x)| [0/(x) = Voo (x)]dx < . +1Z756 — (L |uj(x)|n5+76 dx)
_1 n5+ng—1
(f Ivj(x) —Uoo(x)|n5+'76dx) 15+l6 N6 —1 (f' ]( |n5+r16 ) 5+
Q 775 + 176 —
1
1]5+1]6
( f vj(x) —Uoo(x)|”5+”6dx)
o)
ne—1
S oo e M 1000) — 0ol +
Vj—Ue em L5+
e — 1 N5+16—1
N5 + 16 — 1 ||vj(x)||7]5+776 ||U]'(X) - UOO(X)lln5+r76 — 0. (330)
Vj 2V em L5%76
Resumindo,
f ()7 () = oo ()N < Nl Nt = tteolly, = 0, (3.31)
o)
f [0;()[0;(x) — veo()ldx < [0jlI1 7 [0; = Veolly, — O, (3.32)
- V Vs — 1 " _
fQ OO0 ) ~ (O S L2y = el
Ve i
T Vst Ve~ 1”?}]'”%:?2 1””1 = Ueollysys = 0,
(3.33)
e
|1 () [0;(0) " 0(x) — Vo (X)X < S - 12270 = Veollggns +
] J ] o - 15 + N6 — 1 JYns+n6 ] oollns5+16
? A o (3.34)

para j — +oo.

Entdo, por (3.31), (3.32), (3.33) e (3.34), resulta que

fQ Fu(x, u(x), 0j(0)) ((x) = oo (x))dx + fQ Fo(x, 14(x), 0,()) (0,(%) = veo(x))dx| = 0,
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com j — +00.

Logo, devido a (3.26)
M (Il (il = G, o) + MaloslB) (ol = (07, 200)x) = 0,

quando j — +oo.

Como (w))jen = (1), 0;) é limitada em Y((2), assumimos que

() — (12
llujll5 = f ,(0) — ;) dxdy — ty € [0, o)
R2N

|X _ y|N+Zs

v;(x) = v;(y)I*
[ f dedy — 1 € [0, ),
R2N

|x — y|N+25

para j — +oo.

(3.35)

Caso (to, t1) = (0,0), temos (u;,v;) — (0,0) forte em Y(Q) para j — +oo, e isto garante o

resultado. Agora, sety > 0 e t; > 0, como a sequéncia (w;)jen = (1}, v;) é limitada, usando

o fato que M; e M, sdo continuas, concluimos que existem constantes positivas c; e ¢, tal

que

0<a <M(llufly) < e 0<as <My(lvjllz) <o,
onde a; e a3 sdo dadas em (3.2) e (3.3), respectivamente.

Além disso,

0 < (Il = uj uedx) e 0 < (Iloflly = (v, ve)x),
porque (1, 0j) = (Uo, Vo) €m Y(Q2).

Logo, por (3.35), (3.36) e (3.37) temos

2 2
llujlly = Cujyteo)x = 0 e |lwjlly = (v}, v00)x = 0,
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0 que implica

2 2 2 2
lujllx = llusllyx = to e [vjllx = llvelly = ti.
Entdo,

2 2 2 2 2
lluj = veolly = llotjllx + lttoolly = 2€uj, thoo)x = 2llteolly = 2/l =0,

2 2 2 2
l0; — Vaollx = [0jllx + [0eollx = 2€0), Uheo)x = 2[[Veolly — 2||vellx, = 0,

para j — +oo.
Portanto, (1j,v;) — (U, Vo) forte em Y(Q), quando ||(uoo,voo)||2Y =ty + 1.

Por outro lado, sety > 0et; =0 (outy = 0 et; > 0), procedemos como anteriormente
e mostramos que

(uj/ "0]‘) - (uoor 0) (Ou (uj/ U]‘) - (O/ UOO))/

em Y(Q) com j — oo, concluindo a prova da condi¢do de compacidade Palais-Smale.

Finalmente precisamos mostrar a condigdo ii) do teorema abstrato de Clark para o

funcional I;, para concluirmos a prova do Teorema 3.1.

Demonstragido. Tomando um inteiro positivo fixo m > 1, definimos o subespaco linear de
Y(Q) gerado pelas autofungdes ¢y associadas aos seus respectivos autovalores A;s do

problema (2.6),

Vk = Span{(ol (Pl,s)/ ((Pl,S/ 0) Tty (OI (Pl’ﬂ,s)/ ((Pm,SI 0)}/ onde k = 2m.
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Em Y(Q), por (3.8), (3.2), (3.3) e (f2) podemos estimar da seguinte forma

1~ 1— 10
L) = ENLOWﬁ)+§NbOM&)—Jn(f funzvm%dx
Q 0
o(x)
—f(f Ft(x,u,t)dt)dxﬁ
Q 0

a, 2Aar+1) | M4y 2 2(ag+1)
< = =
< Flulf+ 2( Ty U 2( IOV

_(C—lf|u(x)|7“dx4-c—2f|U(x)|ya|”(x)|7/2dX+éf|v(x)|rhdx
7 Jo v2 Ja m Jo

d,
+ 2 u@roemdx) .

N3 Ja

Ap6s majorar para eliminar os termos mistos, segue que

2 1 2 1
L(u,v) < —nm nn”ﬁ’ |m& — [
%2

2( +1)
(3.38)
(Cl f Iu(x)lyldx+— f ()" dx)

Agora nos limitamos ao subespago V. Note que V) possui dimensdo finita, e por

equivaléncia de normas, encontramos constantes positivas C;(k) e C,(k) que satisfazem

Ci()llully < llull); e C(0llolly < llolly;, (3.39)

para todo (u,v) € Vi. Restriguindo-se a Vi, observe que, a partir de (3.38) e (3.39),

podemos afirmar

a o a N
L(u,v) < —22||u||§( 2( )|| ||2( SRt —24||v||§( 2( )|| ||2( 4+1)
(3.40)

c d
— = Ci®) Il + =Co®)lolf™
V1 m

para qualquer (u,v) € Vi . Novamente pelo argumento da dimenséo finita de V}, esta-

belecemos uma equivaléncia entre as normas ||.|ly e ||(u4, v)l|m = max{||ullx, [[v||x} definidas
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em Vk.

Assim, caso [|(«, v)||m = [lullx, temos o seguinte

o a
Lo < 2ol + 2( )||( w Ol + Sl ol
b4 2(ag+1) y dy n
+———||(u, 0)||5* ——C B, )| — —Ca(®)||(u, 0)||'¥
2 ) MR = 2 GBIl I = S Gl O, o1
ar 2(a2+1) ay 2 '
< —= =
< 2bn(u,v)uM T )||(u e + Sl ol
4 2(aq+1) 71
ot 0 O Vlclac)n(u,v)nM.
Enquanto que se [|(&, v)|[|m = ||vl|x, obtemos
ap 2Aartl) 7 2
L(u,v) < Sl o), + 2( )||(u e + Sl ol
b (7] 1 d 1
+o— I, oI - LR, I, = 2 Ca R, I,
2+ D) i m (3.42)
an a
< S0 I+ 5= 0 DI + S 0l
dq
2(a4+1) m
u,v LGk Lo
T )||( Ol = Gl ol

Considere um ntimero real fixado R, tal que 0 < R < 1, e definimos o conjunto fechado
e simétrico Sg = {(u,v) € Vi ;|l(u,v)l[m = R}. Assim, para cada (u,v) € Sg, para (3.41),

devemos ter

a2 o b, 2ar+1)
L(u, < =R+ — 2 Rt 4 R
(w,0) 2" " 2+ ) 2
4 2(a4+1) /1
+——R - —C (k)R <
2(&4 + 1) V1 ! 343
Elz bz a4 b4 ( . )

e 7 IRr2_ C_l 71
= 2(0@ + 1) 2(a4 + 1))R 1 CiR

o [(a_z b, b

IN

e T S Tt S 2-)/1_C_1
2 " 2m+) 27 2(a4+1))R ylcl(k)]’

3 2(ap+1) < 2 2(ag+1) < 2
pois R <R°eR < R%
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Por outro lado em (3.42), sabemos que

az 52 by 2Aar+1) |, M2
I(u,v) < —R"+ 7———=R"*" =
(w,0) 2 TN+ 1)5 TR
4 2(ag+1) 1 m
—* R — 2GRN <
+2(0(4 + 1) m Cz( ) -
B EA S S N PO et 49
= 2 T2+ T 2 T 2+ 1) m

ap by ay by

d
mllZ2 , _ ~“2 .75, & -y _ 41
< R [(2 min 2" 2(a4+1))R mCZ(k)l'

a b, ay
Fazendocy = — +

4
——+ -+ —0——— et do p tal
> 2(0(24_1)+2+2(a4_|_1)eomanopaque

Clcl(k))l/(2—)/1) (dlcz(k))l/Q—W) 1}

0<p<R<min {(
Y160 M1Co

a partir do qual podemos definir um compacto K = {(u,v) € Vi ;||(u,v)llm = p}, onde

devido a (3.43) e (3.44) resulta que

L(u,0) < p" (cop2_7’1 - %cl (k)) <R (CORZ—W - %cl (k)) <0,

Is(lxl, U) < p’]l (C()‘OZ_171 - éCz(k)) < R™M (C()RZ_’71 - éCz(k)) <0,
M m
para todo (1, v) € K. Logo, garantimos que

sup Li(u,v) <0 = L(0).
(u,v)eK

Além disso, pelo motivo de Vi e R* serem isomorfos e K com S¥! serem homeomor-
fos, via o colordrio apresentado sobre género de Krasnoselskii de esferas unitérias (ver

Apéndice), concluimos que y(K) = k. m]

Observacao 3.2. Pelo que se percebe durante a demonstracdo acima, a presenca dos

termos ¢z e di#"~! na condicéo ( f>) é fundamental para garantir o resultado.

Portanto, como I, € C'(Y,R) e devido as consequéncias dos lemas anteriores provados,

juntamente com a ultima prova da condigdo ii) pelo teorema atribuido a Clark (ver
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Apéndice) concluimos que o funcional I; definido em (3.8) tem pelo menos k pares

distintos de pontos criticos.

Como k foi tomado de modo arbitrdrio, por uma quantidade finita de autofungées da
sequéncia decrescente {¢ys}ken, generalizando para os infinitos elementos desta sequén-
cia, logo existem infinitos pontos criticos para I; e consequentemente existem infinitas
solugdes fracas ndo-triviais para o sistema (3.1), finalizando a demonstra¢do do Teorema

3.1.

3.4 Provado Teorema 3.2

A prova do Teorema 3.2 recai nos Lemas 2.3 e 3.1 provados por Farias; Miyagaki;
Pereira; Squassina e Zhang [21], juntamente com o Teorema 1.2 e o Colorério 1.6 por

Ros-Oton e Serra [30]. De fato, reescrevendo o problema (3.1) como

1
(=A)’u = ——F,(x,u,v) em Q,
Mi(llull)
(—=A)’v = ——F,(x,u,v) em Q,
My([0l%)
u=v=0 em RN\Q,

e de acordo com as condi¢oes em (3.2) e (3.3), além da hipétese (f2), por forca destes

resultados citados garantimos a prova do Teorema 3.2.

3.5 Aplicacao dos Teoremas 3.1 e 3.2

Um caso efetivo de sistema ndo-local que exemplifique o modelo dado em (3.1), é o

exposto a seguir

(61 + allul ) (=) °u

306
X(-1 1)) 651/[1/3 + TM1/3Z)4/3 em (—1, 1),

(P1/5)

(65 + BallI ) (AP0 = 5707 + 3766u4/3vl/3 em (-1,1),

u=v=0 em R\(-1,1),
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em que 6;, i =1,---,7, sdo constantes positivas. Note que no caso de (Py/5), envolve-se
o termo original de Kirchhoff, a saber: M(t) = a + bt, (a,b > 0). Este sistema modela o
fendmeno fisico de duas cordas eldsticas fixadas nos extremos, porém independente da

varidvel do tempo, isto é, um sistema estaciondrio.

As cordas sdo representadas pelos gréficos das fungdées u : [-1,1] - Rev:[-1,1] —
R, onde ocorrem u(-1) = u(l) = v(-1) = v(1) = 0. Considerando o espago Sobolev
fracionario H'*(R), podemos associar estas cordas finitas através de cordas infinitas,
estendendo assim as fung¢des u e v para R, com u(x) = v(x) = 0, Vx € R\(-1,1). Os
termos (01 + 62||u||§((_1,1)) e (03 + 64||v||§<(_1,1)) caracterizam as tensodes eldasticas sobre u e v,

. . 36 36
respectivamente, jd as fungdes Osu'’® + T6u1/ 30453 e 570'° + T6u4/ 3v'/% representam as

fontes de forcas.

Para o modelo (P;,5) é possivel identificar as mesmas condi¢des apresentadas sobre
as estruturas do sistema original representado em (3.1). De fato, em primeiro lugar a

dimensdo de R corresponde a N = 1, o expoente fracionario é dado por s = =€ 0,1)e

2
Q = (-1,1) é dominio limitado em R. Além disso, observe que ocorre 1 = N > 2s = =

As fungdes de Kirchhoff sdo representadas por um lado por M;(t) = 61 + O,(t) sa-
tisfazendo (3.2) paraa; = a, = 61, b1 = by, = 62 e a1 = a, = 1. Por outro lado, My(t) =
03 + O4(t) segue (3.3) desde que a3 = a4 = 03, b3 = by = 64 e a3 = a4y = 1. Temos ainda

4/3 4/3 4/344/3
F(x,2,t) = 3‘512 + 351 + %621 - T onde F € C1([~1,1] X R, R) e sendo VF = (., F,),

dado por

_AN1/37_1\4/3
, 306(=2)"(=1

,07(—1)13
1 7(=t)""" +

VE(@,—z,-t) = (65(—z)1/3 366(—z)4/3(—t)1/3)

4

5. (2)1/3(F)4/3 5. (2)4/3(F)1/3

= _(55(.2)1/3 + 30(2) O 1 ®) , 67O + 306(2) (5] 6(2)4 ® ) = —VF(x,z,1),
Y(x,z,t) € [-1,1] x R%. Com isso, F cumpre (f;). Além disso, cumpre também (f,),
poisci =c3 =0sey1—1=ys—1=1/3 implicaque y1 = y4 = 4/3; c2 = ¢4 = 266
ey,—1=7ys—-1=1/3 acarreta y, = y5 = 4/3; e y3 = Y = 4/3. Analogamente,

fazendo d1 = d3 = 57 em -1= Na — 1= 1/3 obtemos M =14 = 4/3, dz = d4 = 266 e

N3 —1=r1¢—1=1/3 resulta em 13 = 1 = 4/3, e finalmente 1, = 15. Assim, F satisfaz (f,).

2N 1
Note ainda que 2] = N2 = ?O < 4 e temos o espaco de Sobolev fraciondrio

Y(-1,1) = X(-1,1) x X(-1,1), com X(Q) := {u € H*(R): u =0, qtp em R\(-1,1)}.
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Do Teorema 3.1 afirmamos que o sistema (P;5) tem infinitas solu¢des fracas e de

acordo com o Teorema 3.2, cada solugdo fraca resolve (P;,5) no sentido cléssico.

A seguir, apresentamos uma visdo geométrica para o funcional I;, Figure 3.3, onde

K; UK, = K 6 homeomorfa a S,

N BT

Figura 3.3: [; par e coercivo

54



Apéndice A
Resultados variacionais e topolagicos

Neste apéndice apresentamos o Teorema do Passo da Montanha (T.P.M.) e resultados
envolvendo género de Krasnoselskii, culminando com o resultado abstrato devido a

Clark.

Vamos iniciar expondo sobre o método do Teorema do Passo da Montanha.

A.1 Teorema do Passo da Montanha

Um dos caminhos para se estudar um problema tipico na teoria das equagdes diferen-
ciais parciais diz respeito a tentativa de, ao enfraquecer tal problema, encontrar solugdes
fracas ndo-triviais para ele. O meio mais natural para isso é de tornar esse problema varia-
cional, construindo uma estrutura abstrata adequada para o seu funcionamento. Assim,
a partir de um funcional continuo associado ao problema em questdo pode-se alcangar
uma resposta sobre solugdes possiveis através da escolha de um método variacional

trabalhado com o funcional.

A maioria desses métodos preocupam-se com a existéncia (ou ndo) de pontos e va-
lores criticos do funcional associado os quais garantem imediatamente solugdes fracas
ao problema. Uma pergunta imediata seria: e como encontrar esses pontos? Alguns
funcionais, conforme a sua estrutura, permitem a determinacdo destes pontos criticos

através da técnica do minimax, isto €, encontra-se o valor critico no minimo de todos os
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maximos valores pelo funcional que se possa obter a partir de um conjunto restrito do
espago definido pelo funcional. Neste sentido, um dos métodos mais usuais e simples
na teoria dos pontos criticos é o chamado Teorema do Passo da Montanha (T.P.M.) ou

simplesmente Passo da Montanha.

A ideia intuitiva responsavel pela sugestacdo de seu nome se resume na situacdo
hipotética: caso tenhamos um ponto A situado a uma altura hy sobre uma montanha
cercada por uma cadeia de montanhas com alturas iguais ou maiores que hy. Localiza-
se um segundo ponto B fora da cadeia e a uma altura /; estritamente menor do que
hy. Deseja-se percorrer o menor caminho possivel, partindo de A, para atravessar a um
"passo” por cima da cadeia até atingir o ponto B. A soluc¢do imediata seria fixar todos os
caminhos que ligam A a B, determinando em cada um deles seus valores maximos. Apds
isso, escolheria 0 menor destes maximos (minimax). O caminho sugerido (se existir)
é aquele que contém esse minimax. Note que é fundamental impor uma condigdo de
compacidade sobre esses caminhos para evitar que o menor caminho encontrado ndo

"fuja" para o infinito.

Nesta secdo descrevemos resultados técnicos que levam até a conclusdo deste teorema.

Antes, vamos definir a geometria do Passo da Montanha.

Defini¢cao A.1. (Geometria do Passo da Montanha) Dado E um espago de Banach, e

J € CY(E,R) um funcional. Diz-se que | satisfaz a geometria do passo da montanha se

existem e € Eer > 0, com |le|][g > r tais que ”i|1|r1f J(u) > J(0) > J(e). E esta bem definido o
u||g=r

nivel do passo da montanha, isto é,

¢ := infmax J(y(t)),

yeT te[0,1]
onde
I''={yeC(0,1L,E) : y(0) =0, y(1) = e}.
Em Michel Willem [34], temos a seguinte versdo do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema A.1. (Teorema do Passo da Montanha) Considere um espaco de Hilbert H e um
funcional | € C*(H,R). Suponha que existam e € H e r > 0, tal que |le]ly > r. Suponha

ainda que a := ||i”nf_ J(u) > J(0) > J(e). Entdo, para cada ¢ > 0, existe u € H tal que
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(I) c=2e < J(u) <c+2¢

(D N @l < 2,

em que

c:= lyrg max J(y(1))

I':={yeC(0,1],H) : y(0) = 0,y(1) = e}.
Demonstragdo. Com as condi¢des a > J(0) > J(e) e c := inrf }I}gﬁ J(y(t)), admitimos que
vel tell,

a < ¢ < max J(te).
t€[0,1] ]( )

Suponha, por contradi¢do, que as conclusdes do teorema ndo sejam satisfeitas. Assim,
ndo ocorre ¢ — 2¢ < J(u) < ¢ + 2¢ para nenhum ¢ > 0, isto significa que para algum ¢ > 0,

devemos ter

c—=2e>J(w)=a>J0) =] =c—2e>]J0) > ]J(e). (A.1)

Pela defini¢do de ¢, existe y(t) € I, tal que

c< gh% Jy@®) <c+e= g}gﬁ Joy(t) <c+e. (A.2)

Usando informagdes do [Lema 1.14, [34]], para a aplicagdo composta = n o y, por

(A.1) e condicédo (i) desse lema, vale

p0) = n(y(0)) =n(0) =0 e B(1) =n(y(1)) =nle) =e.

Logo, p € I'. Da condigao (ii) do lema citado e pela expressdo (A.2) concluimos que
< <c-e.
¢ < max JB®) <c-e¢

O que é um absurdo, pois ¢ = inrf {r}gﬁ J(y(t)), para todo ¢ > 0.
yerl telo,
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Portanto, devemos ter as conclusdes do teorema verdadeiras.

O teorema diz que o valor ¢ é um candidato forte para valor critico do funcional
J. Contudo é preciso certificar-se. Para isso defini-se dois conceitos padrdes devido

Palais-Smale definidos em funcionais: sequéncias e condicdo de compacidade.

Defini¢do A.2. Seja E um espaco de Banach e ] : E —» R um funcional de classe C'. Dado
{j}jen uma sequéncia em E. Diz-se que {u;}en € uma sequéncia Palais-Smale no nivel
c €R, (PS),, para | se

Jwj) —c, e ] W)le— 0,
quando j — +oo.

Observagdo A.1. Uma variante desta defini¢do: Sendo | € C'(E,R). {uj}jen € dita
ser uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ € R para | se [(u;) é limitada em R, e

sup{ KJ'(u;), V)|, ¥ € E,[|¥|| = 1} — 0, quando j — +oco.

Defini¢do A.3. Seja | : E — R um funcional de classe C!, onde E é um espago de Banach
com dual topolégico E*. Diz-se que | satisfaz a condigdo de compacidade Palais-Smale

no nivel ¢ € IR, (PS)., quando qualquer sequéncia {u;} em E tal que
Jwj) »c, e |l]'(uple =0,
com j — +o0o, possui uma subsequéncia convergente.

A seguir apresentamos o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-

Rabinowitz [3].

Teorema A.2. (Teorema do Passo da Montanha) Seja (E, || - ||[z) um espago de Banach e

J € CY(E, R) tal que J(Og) = 0 e satisfazendo a condigdo (PS). Suponha que

(I) Existem constantes p,a > 0 tal que J(u) > a, se ||ullz = p,

(II) Existe e € E, com |le||r > p tal que J(e) < 0.
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Entdo, | possui um valor critico ¢ < «, o qual pode ser caracterizado por

¢ :=inf max [(u),
y€el uey([0,1]) ]( )

onde

I':={y € C(10,1,E) : %(0) = 0, (1) = ).

Observe através do contra-exemplo apresentado em Willem [34] que ndo é suficiente
garantir apenas a caracterizagdo da geometria do passo da montanha sobre o funcional,

sem exigir que este satisfaca a condi¢do de compacidade (PS).
Exemplo A.1. (Brézis-Nirenberg, 1991) Defina o funcional | € C*(R?, R) dado por J(x, y) =

x* + (1 — x)*y*. Segue que | satisfaz a geometria do passo da montanha, porém o tnico

valor critico para | é 0.

A.2 Geénero de Krasnoselskii

Defini¢ao A.4. Dado um espaco real Banach X. Defini-se por U a classe de todos os

subconjuntos fechados A C X \ {0} e simétricos com rela¢do a origem, ou seja,

U ={Ac X'\ {0} : A é fechado e u € A implica que —u € A}.

Assim, definimos o género de Krasnoselskii de um subconjunto arbitrario de U.

Defini¢ao A.5. Seja A € U. O género de A, denotado por y(A), é determinado pelo menor
inteiro positivo k para o qual existe uma aplicagdo impar ¢ € C(A, R) tal que ¢(x) # 0,
para todo x € A. Caso k ndo exista dizemos simplesmente que y(A) = +oco. Além disso,

definimos por y(0) = 0.

Observacdo A.2. Uma observacdo a ser feita. Na verdade, a definicdo acima poderia
ser muito bem re-elaborada sobre uma aplicacio impar ¢ € C(X, R¥), como extensdo da
aplicacdo ¢ € C(A, R¥) de acordo com o resultado do Teorema de Dugundij. Além disso,
se qv) é tal que qv)(u) = %(q;(u) - qS(—u)), temos que qv) também satisfaz a propriedade exigida

na definicdo acima.
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Exemplo A.2. Seja A C X\{0} fechado e considere —A = {u € X : —u € A},logo AN(-A) = 0.

Entdo, claramente existe uma aplicagdo impar e continua ¢ : A U (-A) — R tal que

1, se ueA
Pu) =

-1, se ue-A
Assim, y(AU (=A)) =1.

Exemplo A.3. Se A € U é tal que y(A) > 2, entdo A possui uma quantidade infinita de
pontos. De fato, caso contrério se A tivesse finitos pontos, poderiamos escrevé-lo como
uma unido de conjuntos fechados: A = F U (-=F), com F fechadoe —F = {u € X : —u € F}.

Pelo exemplo anterior afirmamos que y(A) = 1, o que contradiz a hip6tese deste exemplo.

Pesquisando em Ambrosetti e Malchiodi [2] encontramos algumas propriedades rela-

tivas ao género de Krasnoselskii. As propriedades a seguir sdo caracteristicas do género.

Lema A.1. Dados os conjuntos A, A;, A, € U. Declaramos que.

(i) Se A; C Az, entdo y(A1) < y(Az);
(i) (A1 U Az) < (A1) + y(Az);
(iif) Se n € C(A, X) é impar, entdo y(A) < y(n(A));

(iv) Se A é compacto, entdo y(A) < +oo e existem uma vizinhanga simétrica U, de A tal

que y(ﬁA) = y(A).

Demonstragdo. (i) Sejam y(A1) = k e y(Az) = m. De y(A;) = m, pela defini¢do de género,
existe uma aplicagdo continua e impar ¢ : A, > A; — R" tal que ¢(x) # 0, para todo

x € A; e, consequentemente ¢(y) # 0, paratodoy € A; C Ay. Logo, y(A1) =k <m = y(Ay);

(if) Sendo y(A1) = k e y(A2) = m, entdo, de acordo com o que diz a Observacdo
A.2, encontramos aplicacdes fmpares ¢ € C(X,R¥), ¢ € C(X,IR™) onde ¢(x;) # 0 para
qualquer x; € A; e @(x) # 0 para qualquer x, € A;. Agora, considere a aplicagdo
W : X — RF x R"(cuja a dimenséo é k + m), definida por W(x) = (¢(x), p(x)), Vx € X.

Note que por ¢ e ¢ serem ambas continuas e impares, garantimos que W é uma aplicagdo
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continua e impar. Além disso, W(x) # 0, Vx € A; U Ay, o qual prova que

V(A1 UAy) <k+m=yA)+y(Az);

(iif) Se y(n(A)) = n, entdo existe ¢ € C(X,R") impar, tal que p(x) # 0, Vx € n(A). Como
n € C(A, X) é impar, segue que a composicdo i) = ¢pon: A — RR" é continua e impar (de
fato, composta de duas aplicagdes continuas e impares é continua e impar). Por outro
lado, de ¢(x) # 0, Vx € n(A), temos que Y(x) # 0, Vx € A, pois ¥ = ¢ o1, com 1(A) C X.

Assim, pela defini¢do de género, conclui-se que y(A) < n = y(n(A));

(iv) Dado x € A, devemos tomar ¢ > O,para o qual B.(x) N B,(—x) = 0. Definindo
Cy = B.(x) U B.(—x) e, pelo mostrado no exemplo 1.1, temos y(C,) = 1. Visto que A é um
conjunto compacto em U, existe uma cobertura finita de conjuntos C,;, paral < i <k,

determinados pelos pontos x1,-- -, x; tal que A C U C,;. Por (i), temos

1<i<k

K
y(A) <k = Z V(Cui) = 7( U Cyi), ou seja, y(A) < +oo.
p

1<i<k

Por outro lado, sendo y(A) = k, por definigdo, existe ¢ € C(A, R¥) impar, tal que ¢(x) #
0, Vx € A. Pela continuidade de ¢, existe ¢ > 0 tal que ¢(x) # 0 para qualquer x € U.(A),
onde U,(A) é uma vizinhanca simétrica fechada de A. Assim, y(U.(A)) < k. Agora como
por (i) A C U.(A) implica que y(A) < y(U.(A)), temos que y(U.(A)) = y(m) = y(A),

concluindo assim a prova de (iv). O

Em seguida, vamos mostrar uma propriedade fundamental na teoria sobre género,
o qual inclusive o seu corolario se faz tutil para a demonstragdo de um dos resultados

principais apresentado no capitulo 3.

Teorema A.3. Considere X = RN e Q c RY aberto, limitado e simétrico, onde 0 € Q. Seja

dQ a fronteira de Q. Entdo, vale que y(dQ) = N.

Demonstragio. Note que a fungdo identidade I : dQ c RN — RV, I(x) = x, Vx € JQ trata-
se de uma aplicagdo continua, impar que satisfaz a seguinte condicao I(x) # 0, Yx € JQ),

ja que 0 ¢ JQ. Por isso, via a definicdo de género, resulta que y(dQ2) < N.

Agora suponha por contradicdo que ocorra y(Q2) = k < N, assim existe ¢ € C(RN, R¥)
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fmpar, com ¢(x) # 0, Yx € dQ. Podemos assumir a aplicagdo estendida ¢ : RY — RV,
tal que p(x) = (P1(x), P2(x),- -+, Pr(x),0,---,0). Obviamente que devido a caracterizagdo
de ¢, a aplicagdo ¢ sera igualmente continua e impar, e conserva a propriedade ¢(x) # 0,
Vx € dQ (ou seja, 0 ¢ @(dQY)). Isso revela que o grau topoldgico deg(p, (), 0) estd bem
definido.

Desde que ¢ é impar e aplicando o resultado do Teorema de Borsuk-Ulam, implica que
deg(p, €, 0) = 1 (mod2). Conforme a continuidade de deg(¢p, €2, .), segue-se que dado ¢ > 0,
implica que deg(p, €, z) = 1(mod2),Vz € B, = {z € RN : |z| < ¢}. Dai, comodeg(p,Q,z) # 0,
para todo z € B, temos que ¢(x) = z, e consequentemente ¢(x) = z tem solucdo em (),
para qualquer z € B,, isto é B, C ¢(Q). Isto significa que R¥ D B, ¢ ¢(QQ) c R¥, o que
contradiz o fato de k < N. Portanto, y(dQ)) = N. O

SN-1 a esfera unitaria em RN. Entdo, vale que y(SM!) = N. Além

Coroldrio A.1. Seja
disso, quando X for de dimensdo infinita e separavel e S a esfera unitaria em X, entdo

temos que y(S) = +oo0.

SN—l

Exemplo A4. Se A € U e existe um homeomorfismo impar h : A — , entdo

y(A) = N, em particular y(SM 1) = N.

De fato, desde que i : A — SN~! ¢ RN \ {0} é uma aplicagdo continua e impar, resulta
que y(A) < N. Caso y(A) = j < N entdo existe uma aplica¢do impar ¢ € C(A, R/ \ {0})
e, portanto determinamos a aplicagdo composta impar e continua ¢ = ¢p o h™! : SV —
R/ \ {0}. Logo, defini-se uma extensdo ¢’ : RN — R/ de ¢ ainda impar e continua (ver
Teorema de Tietze). Sendo assim, consideramos a aplicacdo ¢ : RN — RN, dada por
P(x) = (pi(x), P5(x), - ,go;.(x), 0,---,0). Deste modo a aplicacdo ¢ é impar e continua,

pois foi obtida a partir de ¢’, o qual é impar e continua.

Por outrolado, definindo ¢, : RY — RN por ¢o(x) = b,ondeb = (b1, by, -+ ,bj,--- ,bn) €
RN é tal que b; # 0, paraalgum j+1 <i < N.

Observe que as aplicagdes ¢ e @ sdo homotopicas, pois H : RN %[0, 1] — RN definida

por
H(x,t) = (1 = t)@(x) + teo(x)

é continua, H(x,0) = ¢(x) e H(x, 1) = @o(x).
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Por outro lado, para cada ¢ € [0, 1], temos que

H(x,t)

(1 -t)P(x) + teo(x) = (1 = HP(x) + tb =
((1 — ) (x) + tby, (1 = t)@y(x) + thy, -+, (1 - t)(p;.(x) +tbj, thjs, -, th) #0,

para todo x € SN1. Logo, 0 ¢ H([0, 1] x SN, RN).
Portanto, deg(¢, B1(0),0) = deg(qo, B1(0),0) = 0. Mas isto contraria o Teorema de

Borsuk. Logo, afirmamos que y(A) = N, e estd provado o exemplo.

A seguir um teorema devido a Clark.

Teorema A.4. Seja | € C'(X, R) um funcional satisfazendo a condigdo Palais-Smale. Além

disso, suponha que:
(1) ] é limitado inferiormente e par;
(if) Existe um conjunto compacto K € U tal que y(K) = ke sup,, J(x) < J(0) = 0.

Entdo, | possui pelo menos k pares distintos de pontos criticos e seus valores criticos

correspondentes sdo menores que J(0).

Para mais informagdes a respeito deste método variacional sobre género consultar

Ambrosetti e Malchiodi [2], Castro [15], G. Costa [18] e Krasnoselskii [27].
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