UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Dissertacao de Mestrado

ESTABILIDADE E CONVERGENCIA DO METODO
DE DIFERENCAS FINITAS COMPACTAS PARA
PROBLEMAS PARABOLICOS COM ATRASO

Wilson Rodrigues Oliveira

BELEM-PA
2020



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA E ESTATISTICA

Wilson Rodrigues Oliveira

ESTABILIDADE E CONVERGENCIA DO METODO
DE DIFERENCAS FINITAS COMPACTAS PARA
PROBLEMAS PARABOLICOS COM ATRASO

Este exemplar corresponde a redacao final
da dissertagao, devidamente corrigida e,
defendida por Wilson Rodrigués Oliveira
como requisito parcial para obtencao do

titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Anderson David de Souza Campelo

BELEM-PA
2020



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicacio (CIF) de acordo com ISED
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Para
Gerada automaticamente pele modulo Ficat, mediante os dades fornecidos pelo(a) autoria)

048  Oliveira, Wilson Rodrigués
Estabilidade e Convergéncia do Método de Diferencas Finitas
Compactas para Problemas Parabolicos com Atraso / Wilson
Rodngués Oliveira. — 2020.
1%, 76 £ ;11 color.

Orentador(a): Prof. Dr. Anderson David de Souza Campelo

Dissertacio (Mestrado) - Programa de Pos-Graduacio em
Matematica e Estatistica. Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais,
Universidade Federal do Para. Belém, 2020.

1. Equagio Diferencial com Atraso. Equacio de Difusio
Generalizada. Método de Diferencas Finitas Compactas.. 2.
Email: wroacsm17(@gmail com:
wilson.oliverral994 wo@gmail com. 3. Universidade Federal
do Para-UFPA. I Titulo.

CDD 518

i



Wilson Rodrigués Oliveira

ESTABILIDADE E CONVERGENCIA DO METODO
DE DIFERENCAS FINITAS COMPACTAS PARA
PROBLEMAS PARABOLICOS COM ATRASO

Dissertacao apresentada an CUT'S0
de mestrado em Matemdtica e Estatistica
UFPA. como pré-requisito para a obtengao
do Titulo de Mestre emn Matemética

Belém, 04 de Marco de 2020.

Resultado AP Royab O

Banca Examinadora

=50

= —_
Prof. Dr. Anderson David de Souza Campelo -Orientador

PPGME/PDM/UFPA

Prof. Dr. Valcir Jogo da Cunha Farias-Membro Titular Interno

PPGME/UFPA
e Jd .~

Prof. Dr. Dilberto da Silva Almeida Janior-Membro Titular Externo
| ‘\D\.\ [/UFPA

“

N

Prof. Dr. Sebastiao Martins Sigueira Cordeiro-NMembro Tirular Externo

PDM/UFPA
_ ol

Biof Dy

farlos Alessandro da Costa Baldez-NMembro Titular™Ex

UFPA-Camnpus Bragaica

iii



Aos meus pais, Wilson Corréa de Oliveira

e Orminda Maria dos Santos Rodrigués.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus pelo dom da vida e por todas as maravilhas a que me
proporcionou, conduzindo pelas veredas seguras nesta vida de estudos, mesmo em meio

as dificuldades e obstaculos encontrados.

Aos meus pais, Wilson Corréa de Oliveira e Maria Orminda dos Santos Rodrigueés,
que apesar da distancia que nos separou no periodo do curso, dos momentos arduos que
muitas vezes a saudade me obrigou suportar, mesmo assim, deram-me forca e coragem para
continuar nessa jornada e que nunca deixaram de ser para mim, a mais forte razao do meu
porto seguro, da confianca incontestavel, no apoio continuo e acima de tudo, no amor que

sempre me transmitiram nos bons e maus momentos de desespero.

A minha namorada, Ana carla de Sarges Miranda, parceira de todas as horas e todos os
momentos alegres e tristes que juntos passamos. Por todo apoio, encorajamento e acima de
tudo, todo amor que me proporcionou e proporciona, sendo para mim o meu alicerce e pilar
que me sustenta nessa caminhada. Obrigado pelo ombro amigo, sem o qual nao poderia,

também, vencer essa luta.
Aos meus amigos, parceiros de jornada e de luta.

Nesse momento apenas posso afirmar que amizade é algo que estd sempre acima de

qualquer outro valor terreno.

Aos meus professores, especialmente ao Prof. Dr. Anderson David de Souza Campelo
por ter acreditado em meu potencial, para o desenvolvimento e conclusao desse trabalho

que sem suas orientagoes, jamais poderia atingir esse patamar.

7O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior-Brasil (CAPES)-Cédigo de Financiamento 001"

Enfim, de maneira geral, a todos que me ajudaram de forma direta ou indiretamente

para conclusao desse trabalho.



Resumo

O método de diferencas finitas compactas torna-se mais aceitavel para aproximar o
operador de difusao do que o método de diferengas finitas centrais, pois proporciona um
melhor resultado de convergéncia na direcao espacial sem aumentar o custo computacional.
Neste trabalho, aplica-se o método de diferencas finitas compactas e o método-6 linear para
resolver numericamente uma classe de problemas parabdlicos com atraso. A estabilidade do
esquema numérico totalmente discreto é investigada usando a condig¢ao do raio espectral.

1 .
Quando 0 € {O, 5 ), uma condicao suficiente e necessaria é apresentada para mostrar

que o esquema numérico totalmente discreto é estavel. Quando 0 € B, 1}, mostra-se
que o método numérico totalmente discreto é incondicionalmente assintoticamente estavel.
Além disso, a consisténcia e posteriormente convergéncia do esquema totalmente discreto
¢é estudada. Finalmente, varios exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar nossos

resultados tedricos.

Palavras-chave: Equagao Diferencial com Atraso. Equagao de Difusao Generalizada.

Método-6 linear. Método de Diferencas Finitas Compactas.
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Abstract

The compact finite difference method becomes more acceptable to approximate the
diffusion operator than the central finite difference method since it gives a better convergence
result in spatial direction without increasing the computational cost. In this paper, we
apply the compact finite difference method and the linear #-method to numerically solve
a class of parabolic problems with delay. Stability of the fully discrete numerical scheme
is investigated by using the spectral radius condition. When 6 € [0, %), a sufficient and
necessary condition is presented to show that the fully discrete numerical scheme is stable.
When 0 € B, 1}, the fully discrete numerical method is proved to be unconditionally
asymptotically stable. In addition, a consistency and more recent convergence of the fully
discrete scheme is studied. Finally, several numerical examples are presented to illustrate

our theoretical results.

Keywords: Differential Equation with Delay. Generalized Diffusion Equation. Linear

f- method. Compact Finite Differences Method.
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Introducao

Por que estudar equacoes diferenciais com atrasos no tempo, quando tanto se sabe
sobre equagoes sem atrasos e sdo muito mais faceis? De acordo com Kuang(1993, p.3), "a
resposta, € que muitos dos processos, naturais e artificiais, em biologia, medicina, quimica,
fisica, engenharia, economia etc. envolvem atrasos no tempo. Goste ou nao, os atrasos

ocorrem com frequéncia, em quase todas as situacoes, que ignora-los é ignorar a realidade”.

Um exemplo simples da natureza é o reflorestamento. Uma floresta cortada, apds o
replantio, levara pelo menos 20 anos antes de atingir qualquer tipo de maturidade. Para
certas espécies de arvores pode ser muito mais longo. Portanto, qualquer modelo matematico

de colheita e regeneracao florestal claramente deve ter atrasos de tempo embutidos nele.

Assim, em muitas aplicagbes assumimos que o sistema em consideracao é governado por
um principio de causalidade, isto é, o estado futuro do sistema é independente do passado
e é determinado exclusivamente pelo presente, Devemos ter em mente que esta é apenas
uma primeira aproximacao a situacao real. Um modelo mais realista deve incluir parte da

histéria passada do sistema.

Desta maneira, é evidente que atrasar equacoes diferenciais fornece um meio poderoso de
modelar muitos fenomenos da natureza em campos cientificos. Por exemplo, em econologia
populacional, cconsidere u(t) o nimero de individuos no intante t. Um modelo eficiente para

modelar o crescimento populacional é dado por

du(t)
dt

= ru(t) {1 - %} : (0.1)

onde r é uma constante positiva chamada crescimento intrinseco e 7 é o termo de atraso, o
qual pode surgir de uma grande variedade de causas, como periodo de incubacao, duracao de

gestagao e lenta substituicao de suprimentos alimentares. Maiores detalhes sobre a Eq. (0.1)),



Sumdrio 4

consultar [3].

Em biologia, imagine uma populagao biolégica composta por individuos adultos e
juvenis. Suponha que N(t) denota a densidade de adultos no tempo ¢. Suponha que a
duracao do periodo juvenil seja exatamente h unidade de tempo de cada individuo. Suponha
que os adultos produzam descendentes a uma taxa per capita a e que sua probabilidade por
unidade de tempo de morte seja p. Suponha que um recém-nascido sobreviva ao periodo
juvenil com probabilidade p e coloque » = pa. Entao, a dinamica de N pode ser descrita
pela equacao diferencial

dN (t)

—— = —HN@) +rN(t =), (0.2)

que envolve um termo nao-local, onde N tem argumento (¢ — k), uma vez que os recém-
nascidos se tornan adultos com algum atraso, a taxa de variacao de IN envolve os valores
atuais e passados de N. Tais equacoes sao chamadas de Equacoes diferenciais funcionais

retardadas (EDFR) ou, alternativamente, Equagoes de atraso. Ver mais em [2].

Outros exemplos podem ser encontrados em outros ramos ciéntificos ([I]-[4]). Uma
caracteristica principal dos modelos é que a taxa de variacao da quantidade depende nao
apenas da situagao atual, mas também da histéria passada e estudos detalhados do mundo

real, motivam a considerar tal fato.

Ao considerar a aplicabilidade de esquemas numeéricos para resolver equacoes diferenciais
com atraso, ¢ importante analisar a estabilidade, consisténcia e convergéncia dos métodos.
Um método amplamente utilizado é aplicar o esquema numérico proposto a seguinte equagao

de teste

ou
5 = Au+ pu(t — 1), (0.3)

onde A\ e p sdo parametros, e 7 é o termo de atraso. Por exemplo, Liu and Spijker
[5] investigaram a estabilidade do método-6 sob a hipdtese Re(\) < —|u|. Guglielmi [6]
considerou ainda a estabilidade dependente do atraso do método. Zhao et al. [§] estudaram
a estabilidade dependente de atraso dos métodos de valor de contorno quando A, u € R. Li
e Zhang [9] desenvolveram alguns métodos Runge — Kutta de alta ordem que preservam a
estabilidade dependente do atraso da Eq. teste . Mais detalhes sobre isso podem ser
encontrado em uma lista incompleta de referéncias ([I0]-[I7]) os livros [2] e [4] e assim por

diante.
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Ao se referir a alguns problemas do mundo real, a versao espacial deve ser levada em

conta. Esta pesquisa produz a seguinte equagao reacao-difusao tipica com atraso,

2

(x,t) = Clﬁ—u(x, t) + Cou(x,t — 1), (0.4)

E“ 0x?

onde C1,Cy € R sao parametros e 7 é o termo de atraso. Esta equacao foi objeto
de estudo de alguns autores, por exemplo, Zubik-Kowal [I8] estudou as propriedades
de contratividade dos métodos -f. Huang e Vandewalle [19] estudaram a estabilidade
dependente do atraso das EDPs com atraso. Li et al. [20] introduziram os métodos
compactos de diferencas finitas para discriminar o operador de difusao e consideraram
a estabilidade a longo prazo de um esquema numérico totalmente discreto. Vandewalle
e Gander [2I] obtiveram convergéncia dos métodos de Schwarz sobrepostos. Wu et al.
[22] também apresentou estimativas de erros mais precisos sobre os métodos de Schwarz
sobrepostos. Para mais detalhes sobre o topico bem como suas geragoes, encaminhamos os

leitores a ([23]-[27]) e as referéncias nele contidas.

0.1 Apresentacao do Problema

Neste trabalho, investiga-se através do método-6 compacto a solu¢ao numérica da
equacao abaixo
0? 0?

0
au(x, t)=rmr ﬁu(x, t)+ rgwu(:p, t—1), (0.5)

com as seguintes condigoes iniciais e de contorno
w(z,t) =uo(z,t), —-T7<t<0, x€Q=][0,7]

u(0,t) = u(m,t) = 0, t > —7, onde r1,7, € R sdo parametros e 7 é o termo de
atraso. Tal equacao, pertence a uma classe de equacgao de difusao, onde, entendemos por
difusdo, um processo natural que leva um dado sistema a uma situacao de equilibrio [40]
( Ex.: substancia P ”espalhando-se”na dgua). Fisicamente, a difusdo é um processo em
que substancias sao transportadas de uma regiao muita concentrada para uma regiao pouco
concentrada de modo aleatério por algum meio, de modo a obter um sistema completamente
homogéneo. Assim sendo, podemos dizer que esse fenomeno de difusao é natural, uma vez

que ocorrem a todo momento na natureza de forma continua e intensa. Portanto, a equagao
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de difusao é um modelo adequado para estudar fenomenos de dispersao de substancias no
2

meio. No entanto, na equagao (0.5) ha o acréscimo do termo mu(m,t — 7), 0 qual sugere
T

que tal classe de equagao é mais eficiente, pois leva em consideracao, possiveis atrasos nos

processos difusivos, ou seja, ao colocar o termo de atraso 7 tornamos o modelo mais real.

Tal equagao, também é usada como equagao teste e tem sido extensivamente estudada.
A equacao tem natureza complexa, pois suas solugoes sao dificeis de serem obtidas.
Tendo em vista tal fato, nos ultimos anos, pesquisadores, buscam estabelecer resultados de
estabilidade numérica assintética, dentre os quais destacamos os métodos niméricos de alta
ordem para suas solucoes aproximadas. Neste contexto, alguns autores contribuiram e vem
contribuindo com suas pesquisas. Aqui, citamos 3 artigos, com seus respectivos autores,

que foram fundamentais para este trabalho. O primeiro é

Asynptotic stability analysis of the linear 0-method for linear parabolic differential

equations with delay,

dos autor Hongiong Tian[31]. Neste artigo, o autor estuda a estabilidade assintética
do método-0 linear para equagoes diferencias funcionais parciais (EDFP) com atraso. E
apresentada uma condicao suficiente para que as EDFP subjacentes sejam assintoticamente
estaveis. O mesmo investigou a estabilidade numérica do método-0 linear usando a condigao

1
do raio espectral. Quando 0 € [0, 5), é estabelecida a condicao

1
[1+ cos(Az)](1 —26)’

a+b< (0.6)

TlAt b— T'QAt
Az VT AR

1
seja assintoticamente estavel. Quando 6 € {5, 1] , 0 método-0 linear ¢ incondicionalmente

onde a = Tal condicao é suficiente e necessaria para que o método-6 linear

estavel.

O segundo artigo é dos autores Qifeng Zhang, Mengzhe Chen, Yinghang Xu, Dinghua
Xu[35], intitulado

Compact 0- method for the generalized delay diffusion equation,

no qual, tais autores estabelecem resultados de estabilidade numérica assintética do método-

0 compacto para a Eq. (0.5). Mostram que o método é assintoticamente estavel se, e somente
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se,
10 — cos(Ax)

OO < T cos(A](1 - 20)

, para 6¢ {O,%), (0.7)

: . L 1 :
e incondicionalmente assintoticamente estavel para 6 € 5,1 , respectivamente. Os
resultados de convergéncia na norma do maximo sao estudados de acordo com a anélise

de consisténcia e o Teorema de Lax, além disso, tais autores comparam a condicao de

estabilidade apresentada em (0.7)) com 7 e observam

10 — cos(Ax) 1

"0 B cos(Ba)](1 - 20) < [T cos(Aa](1 - 20)

(0.8)

o que manifesta que maior resolucao e precisao na dimensao espacial, diminui a regiao

estavel.

Um pouco antes deste ultimo trabalho, Luiz Blanco-Cocom e Eric Avila—Vales[BQ], no

artigo

Convergence and stability analysis of the 8 -method for delayed diffusion mathematical

models,
consideraram a seguinte equacao,
0 0? 0?
8—?(% t) = QQG—;(x, t) + a2028—;;(x,t —7) +ru(x,t) + du(x,t — 1), (0.9)

com a seguinte condi¢ao inicial e contorno de Dirichlet,
u(z,t) = H(x,t), V(z,t) €[0,7] x [—T,0]

uw(0,t) =u(m, t) =0, t >0,
foi proposto o método- para tratar problemas mistos para equagao de difusao e reacao
retardada. As condicOes para que o modelo proposto seja assintoticamente estavel sao
estudadas. A estabilidade numérica do esquema proposto é analisada através da condicao
do raio espectral e, em seguida, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o esquema
seja assintoticamente estavel em ambos os casos, quando 6 € [O, %) e quando 6 € F, 1] é

2
apresentada, como vemos em (33) e (34) do artigo do Blanco[32].

Além disso, em [28], Green e Stech obtiveram exclusividade, existéncia local e

continuagao global da Eq. (0.5) Houwen e Sommeijer [29] discutiram estabilidade de alguns
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esquemas preditores-corretores. Tian [30] estudou a estabilidade independente de atraso do
método de Euler e Método de Crank-Nicolson. Liang [33] introduziu o método de Galerkin
para descriminar a variavel espacial e obteve estabilidade e convergéncia do método numérico
discreto. Castro et al. [34] obteve convergéncia derivada de um método numérico explicito

para resolver a equacao com coeficientes variaveis no tempo.

Neste estudo, referente ao artigo de Fengyam Wu, Dongfang Li, Jinming Wen, Jingiao
Duan, cujo tema intitula este trabalho, investigamos ainda a estabilidade, consisténcia e
consequentemente, a convergéncia de um método numeérico totalmente discreto para resolver

o problema ((0.5)) com as condigbes iniciais e de contorno dadas acima.

O método de diferencas finitas compactas é usado para discretizar o operador de difusao
e o método-# linear para discretizar a equacao . Empregando a condi¢ao do raio
espectral, discutimos a estabilidade do esquema numérico totalmente discreto. E mostrado
que quando 0 € [0, %), 0 esquema numérico € assintoticamente estavel sob a restricao de

tamanho de passo,
1

1+ cos(Ax)’ (0.10)

%+(a+b)(1—20)<

1 . . -

por outro lado, quando # € |—=,1|, o esquema numérico proposto é incondicionalmente
2

estavel. Entao, através do Teorema de Lax a convergéncia do esquema numérico totalmente

discreto é obtido.

O método proposto é de O(Ax?) ordem na direcao espacial. D4 melhor resultado de
convergencia do que o método central de diferencas finitas de segunda ordem padrao sem

aumentar o custo computacional.

Os autores do artigo estudado neste trabalho[7], obtiveram resultados semelhantes aos

1
de Zhang et. al. [35], no entanto, os resultados de estabilidade para 6 € {O, 5) em [35]
dados em (0.7)) sao diferentes da exibida em ((0.10)), e questiondveis. Fato este confirmado ao

longo do trabalho. Portanto, verificamos que a regiao de estabilidade do presente trabalho

¢ menor que a de (0.7)).

O artigo esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1, o qual denominamos de
preliminar, devidamente pelo fato deste tratar de conceitos relevantes ao entendimento
deste trabalho, tais como: Aproximacoes por Diferencas finitas, Expansoes em Séries de

Taylor, Consisténcia, Convergéncia e Estabilidade, uma revisao para o Método #- Linear,
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bem como Operadores Diagonalizaveis.

No Capitulo 2, apresentamos o método numérico totalmente discreto para resolver o
teste Eq. (0.5)).

No Capitulo 3, discutimos a estabilidade do método proposto em duas secoes,

. 1 1
respectivamente para 0 € |0, 3 ef e > 1].

No Capitulo 4, estudamos a convergéencia do método em questao, fazendo uso da analise

de estabilidade do capitulo precedente, via Teorema de Lax.

No Capitulo 5, fazemos varios exemplos numéricos para ilustrar os resultados tedricos.

Finalmente, conclusoes e discussoes estao resumidas no Capitulo 6.



Capitulo 1

Preliminar

1.1 Aproximacao por Diferencas Finitas

Consideremos uma Equagao Diferencial Parcial (EDP), buscamos a solugao
computacional nos pontos de uma reiao R, usando técnicas numéricas de solucao. Note
que, nao é possivel tratar a regiao R como continua, devido esta possuir infinitos pontos,
enquanto que o método obtém solucao em alguns pontos escolhidos, isto é, discretizamos
o dominio, ou seja, dividimos o mesmo em N pontos, formando um conjunto de pontos

discretos, denominado de malha, na qual obtiremos a solugao.

Defini¢ao 1.1. (Equac¢do de Diferencas Finitas-EDF)

E uma equacao algébrica resultante do processo que consite de escrever os termos da
EDP em funcao dos pontos da malha, obtendo expressoes denominadas de aprorimacoes

por diferéncas finitas.

A EDF ¢ escrita para cada ponto da regiao discretizada em que desejamos calcular
a solucao do problema. Resolvendo as EDFs, encontramos a solucao aproximada do
problema, cuja mesma é passivel de erros, inerentes de varios fatores, como por exemplo,

arredondamentos nos calculos computacional.

10



1.2. Expangoes em Séries de Taylor 11

1.2 Expancoes em Séries de Taylor

As aproximacoes de diferencas finitas tém como base as expansoes em séries de Taylor
de uma fungao u. Supondo que u seja continua no intervalo [a, b] de interesse e que possua
derivadas até ordem n continuas nesse intervalo, o Teorema de Taylor, permite escrever,
para todo ponto x € [a, b],

du (Ax)? d*u

u(z) = u(zo) + Ax%(xo) +

Ax)? du
S ay + B ) v Ry (1)

em que Ax =x — x9 e R, é o resto, definido como

(Az)™ d"u

n!  dz™

Ry, = (&), ¢ €lab].

Por vezes, consideramos malhas unidimensionais, em que os pontos sao igualmente
espacados, sendo assim, se x;_1, z; sao pontos de tal malha, podemos definir Ax =
T — Ti—1, Vi.

Suponha que, desejamos determinar a primeira derivada de uma fungao u no ponto

. Expandindo u(x; + Az) em série de Taylor

. , U

r; = x9 + 1Az, a qual sera denotada por —

ox |

7
em torno do ponto x;, temos

ou (Ar)? 0%u (Az)3 Bu
u(z; + Az) = u(z;) + Aw% | +; 92| 3 on| , (1.2)
de onde vem,
ou _u(x; + Az) — u(z;) Az *u (Az)? Pu
7 %) = Au a2 T3 e | (13)

A expressao ([1.3)) indica que a primeira derivada é igual ao quociente

u(z; + Ax) — u(x;)

Ax ’
mais os termos da série de Taylor até R,
Az 0*u (Ax)? O3u
ELT = |——— — — 1.4
2! 02| 3! Ox3| (14)
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Ao conjunto desses termos é dado o nome de Erro Local de Truncamento (ELT).

Esse erro aparece devido a utilizagao de um niimero finito de termos na série de Taylor.

Observacao 1.1.
O ELT varia com a reducao do espagamento Ax, isto €, com o refinamento da malha.
ou ) . )
Lembrando que 527 530 continuas em [a,b] para j = 1,2,--- , N, logo existe C' > 0 tal
T

que ‘
Mu
oxI

<O, 1<j<N

considerando 0 < Az < 1, podemos supor que o termo dominante do ELT serd o primeiro,

isto é, aquele com a menor poténcia de Ax.

Afirmacao 1.1. O primeiro termo do ELT exerce maior influéncia sobre a solugao

numérica.

Com efeito, note que

2
ELT| < O[A:p (Ax)

2l T3l
= CAzS(Az) < CPAx,

1 Az
-I—} = CAx {§+?+}

1 A

onde S(Azx) = [5 + 3—? + - ] e P >0 ¢ tal que P = m(%}f) |S(Az)|. Assim definindo
. : xe(0,

K =CP, seque

|ELT| < KAz (1.5)

A desigualdade (|1.5]) sugere que esse erro decresse de forma linear com o refinamento da

malha. Dessa forma, os termos do ELT ([1.4]) serao representados por O(Axz).

Observagao 1.2. Para simplificar a nota¢ao usamos u; para u(z;).

Com isso, a expressao ([1.3)) é dada por,

ou Uip1 — Uy
5 (70) = “A—x + O(Ax) (1.6)

A expressao ([1.6)) de diferengas finitas representa uma aproximacgao de primeira ordem para
a primeira derivada de u, e dizemos que esta aproximacao de diferencas é progressivas ou

avancadas, pois utiliza um ponto adiante de z;.
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Podemos obter de forma semelhante uma outra aproximacao de diferengas finitas para
a primeira derivada de u, através da expansao de u(z; — Az) em série de Taylor em torno

do ponto z;, obtendo

ou . U; — Uj—1

Note que a expressao ([1.7)) utiliza um ponto atras, i. é, x;_y, desta razao, a mesma é

denominada de aproximacao por diferencas atrasadas.

Também, podemos obter aproximacao de Q(Az)? para a primeira derivada de u, dada
por
Qu, \  Uip1 — U

%(xi) = W_l + 0(Az)?, (1.8)

obtida através da manipulagdo conveniente da expansao em séries de Taylor de u(z; £ Ax).

Tal aproximagao é denominada de aproximacao por diferencas centrais.

Ainda utilizando as expangoes de u(z; £ Ax) em séries de Taylor, podemos combiné-las
para que a primeira derivada de wu seja eliminada, e desta maneira, obtemos a seguinte
aproximacao para a segunda derivada de u,

o*u Uiy — 2U; F U

922" = T (A

+ O(Az)?, (1.9)

para maiores detalhes, consulte [41].

1.3 Consisténcia, convergéncia e estabilidade

Quando resolvemos uma EDP numericamente, é natural questionar se a solugao
calculada se aproxima, de alguma forma, da solucao real da EDP. Essa nao é uma pergunta
sem sentido, pois, na se¢ao (|1.2)), vimos que o ELT influencia na qualidade da aproximagao

numérica de derivadas parciais.

Em outras palavras, pretendemos saber se as EDF’s associadas as expressoes da EDP’s,
sao de fato, boas representantes da solucao real da EDP. Como sera apresentado a seguir,
a resposta a essa pergunta depende da consisténcia das EDF’s com as EDP’s, estabilidade

e convergéncia do método numérico empregado.
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1.3.1 Consisténcia

As vezes é possivel aproximar uma equagao parabdlica ou hiperbdlica por um esquema
de diferencga finita que é estavel, (isto limita a amplificacao de todos os componentes das
condigoes iniciais), mas que tem uma solugao que converge para a solugdo de uma equagao
diferencial diferente quando os comprimentos de malha tendem a zero. Tal esquema de
diferencga é dito ser inconsistente ou incompativel com a equacao diferencial parcial e um

exemplo pode ser encontrado em (Smith [37] pag. 41)

A importancia real do conceito de consisténcia reside em um teorema de Lax, que afirma
que se uma equacao linear de diferencas finitas é consistente com um problema de valor
inicial linear propriamente dito, entao a estabilidade garante a convergéncia. A consisténcia

pode ser definida de duas formas equivalentes, mas ligeiramente diferentes.

Como dito antes, quanto maior for o refinamento da malha, menor serd o ELT, isto
equivale a afirmar que, quando Ax — 0, o ELT tende a zero, e recumperamos, a partir da

EDF, a EDP.

Definicao 1.2.

Uma Equagao discreta (EDF) € consistente com a equagao diferencial parcial, se seu

ELT tende a zero quando At, Ax — 0.

1.3.2 Convergéncia

Sabemos que, se a discretizacao for consistente, entao, quando At, Az — 0, o ELT se

anula e recuperamos a EDP original. E como isso afeta a solugao da EDP apds um nimero

arbitrario de passos no tempo? Caso a solucao numérica no dominio de interesse uf se

aproxime da solugdo exata U(x;, ;) da EDP, conforme At, Az — 0, dizemos que o método

numérico é convergénte. Mais precisamente, temos

Definicao 1.3.

Seja u;“ a solugao numérica da EDP e U(x;,ty), YV, ty solucdo exata, dizemos que o
método numérico é convergente se, uf aprozima-se de U(z;,t;) quando At,Ax — 0, ou
ainda,

k_ A
| Jnax luj — U(xj,tg)] =0,  quando k — oo. (1.10)
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1.3.3 Estabilidade

Um método numérico estavel é aquele no qual quaisquer erros ou perturbacoes na
solugao nao sdo amplificados sem limite. Portanto, como afirma Fletcher (1992), o conceito
de estabilidade estd relacionado ao crescimento, ou diminuicao dos erros introduzidos nos

calculos.

E quais sao essas perturbacoes e erros? Exemplos mais diretos sao condigoes de
fronteira ou iniciais aproximadas de forma incorreta, e acimulo dos erros de arredondamento

cometidos pelo computador durante os calculos.

Em relacao a estabilidade dos métodos numéricos, eles podem ser classificados em:

1 Condicionalmente estaveis: para fornecerem solugoes numéricas estaveis, devem

satisfazer uma condicoo de estabilidade.

2 Incondicionalmente estaveis: nao necessitam satisfazer quaisquer -critérios de

estabilidade para produzirem solugoes estaveis.

3 Incondicionalmente instaveis: nao existem valores de At que permitem a eles

fornecerem solugoes estaveis.

Observacgao 1.3. A convergéncia tratada na se¢ao antecedente é extremamente importante,
no entanto, dificil de ser demonstrada diretamante. Em geral, fazemos uso do sequinte
teorema, que afirma: “para a solu¢cdo numérica de um problema linear bem posto, por
uma discretizacao consistente, a estabilidade do método numérico é condi¢cao necessaria

e suficiente para convergéncia.

Consisténcia + FEstabilidade = Convergéncia.
Teorema 1.1. (Teorema de Lax [36]) .

Para o esquema de diferencas finitas lineares, é convergente se for consistente e estdvel

em relagdo ao valor inicial. Além disso, se o ELT satisfizer ||e*|| = O(At* + Ax?), tém-se
||U]k — uf|| = O(At™ + AzP),

onde,

Ml = max |UF -t

le 1< k<N-1" 7 J
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1.4 Uma revisao para o método-6 linear

O método-f linear é um dos métodos numéricos importantes para EDOs, que é 1°
1 1
ordem se # # — ou de 2° ordem se § = —. Para descrevermos brevemente, considere
2 2
um problema de modelo simples, cuja equacao representa o fluxo de calor em um meio
homogeéneo imutavel, de extensao finita, sem fonte de calor. Supomos que seja dado
condicoes de contorno homogéneas de Dirichlet, isto é, a solugao dada é zero em cada
extremidade do intervalo, para todos os valores de t. Depois de mudar para variaveis

adimensionais restringimos o problema em, encontrar u(x,t) definido para z € [0,1] et >0

tal que
ou 0%u
E = @, para t> 0, O<ax< ]., (].].1)
u(0,t) = wu(l,t)=0 parat >0, (1.12)
u(z,0) = u%x), para 0<z <1 (1.13)

Discretizando o dominio da equacao ([1.11]), escrevendo Az e At para os espacamentos

espacial e temporal, respectivamente. Entao, temos

(z; = jAz, ty =kAt), j=0,1,---N, k=0,1,--- (1.14)

assim, usando aproximagcoes por diferencas finitas avancadas para a derivada do tempo
e centradas para a derivada de espago de segunda ordem, e¢ obtemos apartir de (1.11)) a

seguinte equacao

u§?+1 _ u? _ “§+1 — 2u§ + U§_1 (1 15)
At (Ar)? ’ '
resulta na seguinte EDF
ué‘f“ = uf + a(ufJrl - 2u§ + u?_l), (1.16)
onde,
At
= : 1.17

Observamos da equagao (1.16)), que o cdlculo de qualquer valor do nivel de tempo k + 1,

¢é necessario de 3 pontos do nivel de tempo k, por esse motivo, tal equacao é chamada de
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esquema de diferencas explicitas.

Através da equagao ([1.11]) podemos ainda, obter uma outra aproximagao, com calculos

mais sofisticados aplicados em uma diferenca de tempo para tras.

Se substituirmos a diferenca de tempo de avancada pela diferenca de tempo de regressiva,

a diferenca de espago permanece a mesma, obtemos o esquema

k+1 k k+1 k+1 kit
i A S Sl M & (1.18)
At (A:B) ’
ou equivalentemente, temos para a como definido em (|1.17)) a equagcao,
- au;‘?ill + (1 + 2a)u; ko auk+11 = uk (1.19)
ou ainda, usando a seguinte notacao
2k
opuy = J+1 - 2u + uJ B (1.20)
podemos reescrever ([1.18]) da seguinte maneira,
uf“ - uf = a(ﬁuf“, (1.21)

este é um exemplo de um esquema ¢mplicito para a equacao (|1.11)), que nao é tao facil como
o esquema explicito descrito anteriormente. Esse esquema envolve trés valores desconhecidos
no nivel de tempo k 4+ 1. O que dificulta o calculo de uk“, no entanto o mesmo pode ser

obtidos por outros recursos, nao pertinentes aqui.

Vimos acima, que as equacoes ([1.15]) e (1.18]) sdo aproximagoes numéricas para a equagao
. k koo ok : k+1

(1.11), na primeira usamos os pontos uj_,,uj e uj,,, para aproximar u;", enquanto que

na segunda, fizemos uso de u ufﬂl e ukﬂ, sendo assim, uma generalizacao natural é uma

aproximacao que usa todos esses seis pontos. Isso pode ser considerado como tendo uma

média ponderada das duas férmulas. Como a diferenca de tempo nos lados esquerdos ¢ a

mesma, obtemos o esquema de seis pontos

it = = al00u T+ (1= 0)8u], G=1.2 N -1 (1.22)
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Nesta, consideramos 6 € [0,1]. E note que, por um lado, quando # = 0, recuperamos
através da equagao ([1.22)), o esquema de Euler explicito, por outro lado, quando 6 = 1,
tal equacao nos fornece o esquema de FEuler implicito. Para qualquer 0 # 0, temos um

sistema tridiagonal para resolver {uf“}, obtido a partir de ([1.22)).

O esquema dado na equagao (|1.22)) é denominado de método- 0 linear. E, este serd

de suma importancia no que segue.

1.5 Operadores diagonalizaveis

Um operador é uma tranformacao linear 7' : V' — V| onde V é um espacgo vetorial
sobre um corpo K. Se dimxV = n e B é uma base de V, entdo a matriz [T]p pertence
M, (). Aqui, procuramos informagoes sobre T a partir de [T]g, ou seja, desejamos obter
uma base B de V tal que certas informacgoes sobre T" possam ser facilmente obtidas a partir

de [T]B

Sabemos que, se [T]p for diagonal, informagoes sobre o nicleo de T' e seu posto sao
facilmente obtidos. Entao, o objetivo é procurar condi¢oes sobre T' para que exista uma

base B de V' de tal forma que [T]p seja diagonal.

Definicao 1.4.

Seja T : V. — V um operador linear e suponha que exista uma base B = {vy,--+ ,v,}

de V tal que a matriz [T)p tenha a forma diagonal, isto é, tal que

AN O .0

0 A 0
[T]B: )

0 0 W

com N\, € K parai=1,2,--- n. Da definicao de [T|g, vem

T(Uz) = >\ivi7 1= 1727"' U

isto €, a imagem de qualquer vetor da base B porT' é um maultiplo do vetor.

Definicoes 1.1.
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Seja T -V — V' um operador linear

(a) Um autovalor de T é um elemento X € K tal que existe um vetor nao nulo v € V com

T(v) = v.

(b) Se X € um autovalor de T, entao todo vetor nao nulo v € V tal que T(v) = v €
chamado de autovetor de T associado a \. Denota-se por Autr(\) o subespago de V

gerado por todos os autovetores a .

(c) Suponha que dimgV = n < co. Diz-se que T' € diagonalizdvel se existir uma base B
tal que [T)p € diagonal, o que é equivalente a dizer que existe uma base formada por

autovetores de T'.

1.5.1 Polindmio caracteristico

Seja T': V. — V um operador linear, onde V' é um IK— espaco vetorial de dimensao
finita. Apresentamos agora um método que permite descobrir todos os seus autovalores,

caso os tenha.

Se A € K for um autovalor de T', entao existe v # 0 tal que T'(v) = Av, o que é equivalente
a dizer que (A —T)(v) =0, onde I; : V — V é transformacao identidade em V. Segue

entao,

A é autovalor de T' < Nuc(A; —T) # 0

Proposicao 1.1.

Se A um autovalor do operador linear T : V — V', entao

Autp(X) = Nuc(T — My).

Demonstragao. (c.f [38]). u

Lema 1.1.
Uma Matriz A € M, (K) € invertivel se e somente se det A # 0.

Demonstragao. (c.f [38] pag. 35). n
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Lema 1.2.

Sejam U eV dois espacos vetoriais sobre K e T : U — V' uma transformacao linear.

Entao, T' € injetora se e somente se Nucl = {0}.

Demonstragao. (c.f [38] pag. 85). u

Lema 1.3.

Sejam U eV dois espagos vetoriais de dimensao n > 1 sobre IK e considere bases B e
B' de U eV, respectivamente. Uma transformacdo linear T : U — V€ um isomorfismo

se e somente se a matriz [T g for invertivel.

Demonstragao. (c.f [38]). u

Seja C' uma base qualquer de V' e considere a matriz [A\l; —T|¢ do operador (A, —T) €
L(V, V) nesta base. Segue dos Lemas (|1.1)), (1.2) e (1.3) que

Nuc(AMy;—T)#0 < [y — Tl nao é invertivel < det([A\; — T]c) =0. (1.23)

A relagao ([1.23) d4 uma ideia de como podemos determinar os autovalores de um dado

operador T'.

A equivaléncia em ([1.23)) pode ser reescrita como
A é um autovalor de T < \ é uma raiz de det([zl; — T)¢)

Observacao 1.4. (c. f [38], pag. 136)

det([zly — T)c) € um polinonio ménico de grau n sobre K, independente da escolha da

base C'.

Definigao 1.5. (Polinémio Caracteristico)

Sejam V' um KK— espago vetorial de dimensao finita, T € L(V, V') um operador linear e
C uma base de V. O polinémio det([xl; — T]¢) € chamado de Polinémio Caracteristico de

T e o designamos por Pr(x).

Da discusao acima, concluimos, que os autovalores de T', caso existam, serao raizes de

seu polinomio caracteristico.
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Definicao 1.6.

O conjunto o(A) de todos os autovalores de A, onde A denota uma matriz A = (ay;) €

chamado de espectro de A.

1.6 Problemas de estabilidade classica

Desejamos nesta secao apresentar uma condicao necessaria e suficiente para que uma
equacao de diferenca seja estavel, tal condicao esta relacionada com uma classe de polindmios
denominados de ”Polindmios de Schur”, a razao da denominagao é devido aos mesmos terem
sido estudados por Schur. Em verdade, exibimos, um critério de estabilidade para esta classe

de polinémios peculiares.

Em estudos envolvendo equacoes diferenciais, por vezes, devido a dificuldade de se obter
a solucao exata da EDP, aproximamos a solucao desta pela solucao de uma equacao de
diferencas, no entanto, ha a possibilidade dessa equacao de diferenca nao ser estavel, embora
a equacao diferencial seja estavel. Por isso, em ambos os casos é importante conhecer as

propriedades de cada equagao.

Segundo Duffin [39], "A estabilidade de uma equagdao de diferenga também é governada
por um polinomio caracteristico associado. Entao as solugoes de uma equacdao de diferenca
desaparecem no infinito positivo se todas as raizes do polinomio caracteristico estiverem em

valor absoluto menos que a unidade”.

Definigao 1.7. [35]

Um polinomio é chamado Polinomio de Schur se o modulo de todos os zeros do polinomio

caracteristico for menor que 1.

Defini¢ao 1.8. [39/(Critério de Estabilidade para Polinémios de Schur)

Uma equacao de diferenca linear com coeficientes constantes € estdvel se todas as raizes

do polinomio caracteristico estiverem dentro do circulo unitdrio.

Desta maneira, concluimos de (1.7) e (1.8) que , uwma equacao de diferenca linear
com coeficientes constantes € estdvel se o polinomio caracteristico associado a essa for um

polinomio de Schur.



Capitulo 2

O método numeérico totalmente

discreto

Neste capitulo, apresentamos o método numérico totalmente discreto para o problema

da equacao

ou(z,t)  0? o
5 =1 axQU(x, t) + TQ@U(Z‘,Z& — 7).

T
Sejam At = e Axr = —,o tamanho de passo temporal e espacial respectivamente.

™ ~ .. . .. .
A e N = N onde m e N sao dois inteiros positivos. Definimos os
x

pontos da malha t, = kAt, k = —m,—-m +1,-m+2,---, z; = jAz, 5 = 0,1,--- | N,

Assim, temos m
Q =A{tx; k=—m,—m+1,---} e Q, = {z;; 0<j <N} Seja uf a aproximacao
numeérica de u(z;, t) e v = {uéC ; 0< j < N,k > —m} oespaco de funcdes de grade definido
em €2, x (),. Para funcoes de grade u € v, definiremos as seguintes aproximagoes numéricas

para as derivadas correspondentes, isto €, as seguintes notacoes

k1 _ ok
Sk = J J : :
N Diferencas Progressivas
k ko k
uy, = 2u +ul
+1 —1 . .
Soul = A — Diferencas centrais de 2° ordem
x
koo, k+l
J 2

22
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e definimos o seguinte operador linear de diferengas compactas

]+1 + 1071/ + U‘] 1
aty(uf) = 12 ’
uk j=0,N.

VR

) =1,2,--- ,N—1
] » < ’ (21)

Aplicando o método de diferencas finitas compactas para discretizar o operador de

difusdo e o método- @ linear a equagao ((0.5)), temos
A (0ul) = r1[(1 — 0)07us + 0070 + ro[(1 — 0)07ul ™™ + 662ul—m+1] (2.2)

onde j=1,2,--- ,N—1,k=0,1,---, e as condigoes iniciais e de contorno sao

ufzuo(xj,tk), j=12,---,N—-1, k=-m,—m+1,---,0,

ko, k _ _
uy=uxy =0, k=-m,—-m+1,---,

usando as notagoes apresentadas na equagao (2.2)), segue

k+1 k i k k+1 k+1 k+1
" ;= U _ (1—8)%“_2“ +u31 eujH—Q +u;”
At Ax? Ax?
i k—m k—m k—m k+1—m k+1—m k:+1 —-m
v (1—8)%“ — 2u; " Hugy +0uj+1 — 2u; +ou;”
Ax? Ax? ’

usando a definicao do operador em ([2.1), encontramos

fill + 10ukJrl + ukH B u?H + 10uf + uffl
12At 12At
[ k k k k+1 k+1 k+1
Ax? Ax?
i k—m k—m k—m k+1—-m k+1—-m k—i—l —-m
r (1_‘9)%4rl —2u +ujy eujJr1 — 2u; +u;”
A2 A2 ’
TlAt TQAt ~ . .
fazendo a = A2 e b= TR a equacao acima pode ser reescrita como
x x
k k k
uit) 4+ 10us T + st B uy g 4 10uf 4+ uf _
12 12

a [(1—0)(ul, —2uf +ub_))+0(ulf] — 25 +ufh] +

b [(1- 9)<u§t{n - 2ufim + Uf:in> + Q(Ufillfm - Quk“ ™+ uk+1 ™1,
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de onde, podemos obter a seguinte equacao de diferéncas finitas (EDF) associado a

equagao (2.2)

1 5 1
(E—ae)(’““Jrufﬂ) - (6+2a6) = (12+a(1—9))( ul g +ub_y)

+ (2—2@(1—6)) U?+b(1_9)( Uity +“J 1) = 26(1 = 6) fim

+ bO(ul T W) — 200l (2.3)

Novamente no intuito de simplificar as contas, definimos

1 5 1 5
= — —ab, = — + 2a6 = — 1—-60), A=-—2a(1-4 2.4
E=b(1—-0), ©=2b(1—6) ,n=200 e pu=2b0 (2.5)
Assim, podemos reescrever a equagao (12.3)), da seguinte forma
W+ U ol = by Ml + Gl — o
FEUSTT A ul T — T T (2.6)

Agora, escrevemos a equacao (2.6, para todos os N — 2 pontos x;, da malha na qual

k

pretendemos determinar u;. Desta maneira, para cada k& = 1,2,--- fixo, obtemos as

seguintes equagoes

Para j =1 = auf™ + puf™ + aubtt = yub + Auf + yuf+

+Eus ™™ — oul T 4 Cuf T A nus T — T pud
Para j =2 = auf™ + pub™ + aubtt = yub + b + yulb+

FEuET™ — pubT™ ™ opub T T g
Para j =3 = aub™ + Buf™ + auf™ = yul + b + qub+

_}_fui—m o SOulg—m +€u ‘I—T]Uk m~+1 /lulg m~+1 +nuk m+1

Para j =N —1 = aul, + Bul™| + aul™ =yl + My + yub o+

HEul™ — QUi+ EuNTS A+ nuly ™ — T ul
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k+

Como os valores hH

Lew ~ sao condigoes de fronteira e, portanto, conhecidos, a primeira

e a ultima equacao devem ser apropriadamennte modificadas, resultando em

Para j =1 = Buf™ +aubt™ = —auf™yub + b + yul+

FEul™™ — pufT™ b o pub T kT gl
Para j =2 = ouf™ + Bubt! + ozukJrl = vug + \ub 4+ yub+

U™ — oubT™ 4 U™ puk T — T g
Para j =3 = au™ + pub™ + auftt = yul + b + yub+

Feuk™™ — pufT™ o ub T T sl

Paraj=N—1 = oauk, + pukt, = —aulyuky + Mk, | 4+ ~yub o+ (2.7)
F&ukr™ — pukm 4 el pulfe T — ke it

Este conjunto de equagoes (2.7) do esquema numérico totalmente discreto pode ser escrito

na forma matricial

[ 0 0] -u’fH- B v 0 o [ ul ]
a ubt! voA ul
a f a us =1y Ay ug |+

0 a f ulfvtll 0 voOA uk
o ¢ 0 o [ut=] [0 w o 1 [uter]
£ —p ¢ uy " noo—po ustm
+ £ —p ¢ A ug

3 n

0o - £ —op u]f\,i”i” 0 n -y uljg\ﬁll_ "

Desta maneira, tendo em vista os valores de 3, a, A, v, u, n, ¢ e £ sao dados como em

(2.4) e (2.5)), definindo os operadores lineares ¢, ¢1, Gm, Gma1 :

My_; — Mpy_; dadas
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por
do(M) = (g + 2a9) Ly + (1—12 = ae) M
M) = > 2a(1—0) | I, ! 1-0) ) M
000 = (2= 2a(1-0)) s + (5 +al1-6))
Sm(M) = 2601, — bOM
et (M) = 2b(1 — )11 — b(1 — 6) M,

O método totalmente discreto (2.2)) pode ser reescrito na forma matricial como

$o(S)UFH = 61(S)U* = ¢ (S)UMT™ — Gppa (S)UFT™, (2.8)
onde,
_O 1 0 0 O_
1 0 1 0 O
S = , (2.9)
0 O 1 0 1
0 0 0 1 0
L 1 (v_x(v-1)
e Ur= (ulfa uga o ’U’?V—I)T'

2.1 Os autovalores de uma matriz tridiagonal comum

Os autovalores de uma matriz N x N da forma,

a b

c a b

L 4 NxN
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denominados de A;, com j =1,2,--- N, sao dados pela seguinte férmula
Aj :CL—i—Q{\/(bc)}cosj—7T (2.10)
! N+1’

onde a,b,c € IK = (R ou C). A prova pode ser encontrada na pag. 154 de [37].

De posse deste resultado (2.10) e do fato que, 7 = NAzx, segue que os autovalores da
matriz S dada em ([2.9)) s@o obtidos pela seguinte equagao,

Aj =2cos(jAx), j=1,2,--- ,N—1, (2.11)

o que implica,

|A]|<2’ j:1727"'7N_17



Capitulo 3

Estabilidade assintotica

E apontado em [31] que a solugdo trivial do problema (0.5)) é assintoticamente estavel
se r1 > 1o > 0. Assim, investigamos neste capitulo a estabilidade numérica do método

proposto sob esta condicao.

Definicao 3.1.

Um método numérico aplicado ao problema (0.5) é chamado assintoticamente estdvel em
relacao a solucao de equilibrio se a sua solugao aprorimada uf correspondente a qualquer
fungao fungao ug(z,t) satisfaz

lim max |u¥| — 0.
k—oo 1<j<N = 7

A condigao do raio espectral garante que solugao de equilibrio de ([2.8]) é assintoticamente

estavel se, e somente se, o polinomio caracteristico
Py (2) = det{¢o(S)2"*" — ¢1(5)2™ + ¢u(S)z + dm1 ()},

¢ um polinomio de Schur.

Por célculos diretos, podemos escrever

Ph(z)= T {6o(0)2™ = 6100)2™ + 6m(A)2 + Grra(Ny) }

)\j GU[S]
onde \; sao os autovalores da matriz S.

Portanto, o esquema nimérico totalmente discreto (2.2)) é assintoticamente estavel em

28
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relacao a solucao de equilibrio se, e somente se,

P (2) = ¢o(Aj) 2™ = 01(Nj) 2™ + dim(Aj)Z + Dmar(N)), (3.1)

¢ um polinomio de Schur para todo m > 1.

Substituindo ¢o(X;) , ¢1(A;) ; dm(N;) , dmy1(X;) em Pf ;(z), temos

10 1 1
0 _ - - m+1 _ _ _ . m
P, i(z) = 12+ a9+<12 a9> ] { 2a(1 )+ [12+a(1 9)] )\]}z
(260 — bOX;)z + 2b(1 — 0) — b(1
w02 2 1 -
— 12+12 12—1—2&8—1—(12 a@))\}

10 2 2 1 .
—{E+E—ﬁ—2a(l—9)+|:§+a(1—9):|/\j}2 +

206z — bOz; + 2b — 206 — bA; + bOA,,

_ S N R P P
= [14—2(@0 12) (a9 12))\]]z

2 1 -
—{1—{12+2a(1—9)1+{E+a(1—9)})\j}z +
+2b0z 4 2b(1 — 0) — bOzX; — b(1 — 0)\;,

< i (- ) e-n] - - [ a0 -k

+(2b — bA;)[02] + (1 — 0)[20 — bA],

0 que acarreta na seguinte equacao,

PP (z) = H1+ (ae— %) (2-@} - [1— (112 +a(1—9)) (2—Aj)H o

—{=b(2—=X))[0z+ (1 —0)]} (3.2)

definindo,

15(2) = {1 + <ae - %) (2 Aj)l - {1 _ (112 +a(l - 9)) (2 Ajﬂ 33)

vi(z) = —=b(2 = \;)[0z+ (1 —0)], (3.4)
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entdo, podemos reescrecer a equacao (|3.2)) como,

Py i(2) = pi(2)2™ = v;(2). (3.5)

Para provar nossos resultados principais, basta fazer uso do seguinte Lema.
Lema 3.1. (¢f. [J])

Seja Ym(z) = w(2)2™ — v(z) um polinomio, onde pu(z) e v(z) sao polinomios de grau
constante. Entao, o polinomio 7,(z) € um polinomio de Schur para todo m > 1 se, e
somente se, as sequintes condigcdes ocorrem

(1) m(z) =0= [z <1
(it) [v(z)| < |u(z)], Vzel, [z]=1

(111) ym(z) 0, VzeC, |z|=1

3.1 Estabilidade: para 0 € [0,1/2)

1
Pelo Lema (3.1}, obtemos o seguinte resultado para 6 € l(), 5)

Teorema 3.1.

Supondo que ry > ro > 0. Entdo o método de diferencas finitas (2.2)) é assintoticamente

1
estavel com respeito a solucdao de equilibrio para 6 € {O, 5 ) se ¢ somente se,

1

1+ cos(Ax) (3.6)

é+(1—29)(a+b)<

Demonstragao. (<)

A prova da parte suficiente do resultado principal depende fortemente do Lema (3.1) e

consiste de 2 passos

Passo 1: Verificamos o item (i) do Lema ({3.1)).

Com efeito, seque de j1;(z) =0 que

[H(ae—%) (2—/\j)}z— [1—(%%(1—9)) (2-@} 0,
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isto €,

= %mu—e)] (2- )

1+<a9—1i2>(2—xj)

z =

ou seja,

ou seja,

(3.7)

Mostraremos que |z| < 1.

Inicialmente, note que

1 1 1 2

ou seja,

1 2

pois, como a >0 e 6 >0 implica ad >0 e sendo,

|cos(jAz)| <1, Vj=1,2,--- N —1,
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desde que, \j = 2cos(jAzx), temos 0 < 2 — \; < 4. De onde, obtemos

22—\ 2 22—\
) < = —<1-— J

1
0< 12 3 3 12

< 1. (3.9)

1
Além disso, para 0 < 0 < o vem que 1 — 20 > 0. Assim, aplicando a condigdo (3.6))

podemos verificar

1 1 1
SH=200 < (-2t (1-20)h = 2 + (1= 20)(a+1)
1 2
1+ cos(Az) 2+ 2cos(Ax)
2 2 2

< - )
2+2cos(jAz) ~ 2—2cos(jAz) 2—);

~

uma vez que, no intervalo (0,7, a func¢do cosseno € decrescente, logo para j =

1,2,--- N — 1, é verdade que

1 1
<
cos(Ax)  cos(jAm)

cos(Azx) > cos(jAzr) =

Em resumo,

1 < 2
1+ cos(Ax) ~ 2— ),

é+(1—20)a<é+(1—20)(a+b) < (3.10)

Portanto, seque

2-\)) [é+(1—29)a}—2 < 0 (3.11)
—2+(2—/\j)[é+a—29a] <0
—2+(%—20a>(2—)\j)+a(2—/\j) < 0

—2—2(@0—%) 2= \)+a2—)) < 0

ou ainda,

9 {1 + (ae _ %) (2— Aj)} < —a2= ) (3.12)
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0 que acarreta em
2—);
—2< - al : ) . (3.13)
1 —— (2=
+ (a9 12) (2—=X))
Note que, seque de ([3.8))
1 1
I+ {(ad——=)(2-X)>0 = >0
12 14 (a0— )22
12 !
2—)\; 2=\,
= ol 1j) >0 = — al 1j> < 0.
Logo concluimos, fazendo uso de (3.13))
2=\
—2<— al : i) <0, (3.14)
ou ainda,
—1<1- a<2_1/\]) <17
1 —— (2=
+ (a@ 12) (2—=X\))
ou seja,
2—\;
2] = [1— al : ;) <1 (3.15)
1 0—— ) (2—=\
+ (a 12) ( ;)
Passo 2: Para verificagio dos itens restantes do lema (3.1)), introduzimos a func¢do de

varidvel compleza

e {1—%—((10—%) (2—Aj)}z— [1— (1—12+a(1—6’)> (z—Aj)}

w = = , 3.16

v;(2) —b(2 = \;)[0z+ (1 —6)] (3.16)

gostariamos de obter uma expressao envolvendo ‘ |rr11in c |w|, mais precisamente desejamos
z|I=1 ,ze

min
|z|=1 ,z€

1)(2—%)}2

0_ —
Y19

mostrar que

o

. |lw| > 1. Para tal, iniciamos este passo isolando z em (3.16)), 7. ¢,

Jo-s)

—wb(2 — )0z + (1 — 0)] + [1 - <% +a(l—0)

—wb(2 — \j)0z — wb(2 — X;)(1 —0) +
— 4 a(l—0)

+(1-[3 Je-),

12
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0 que acarreta em,

{1 + <a9 _ %) (2= \;) + wh(2 — Aj)e] 2= —wb(2—A)(1—0) +

+(1_ {%w(l—m} (2—&-))7

a —wb(2 — \;)(1 —0) + {1 — (% +a(l — 0)) (2 — Aj)} | .

1+ (ae — %) (2= X)) +wb(2—\;)0

Tomando o mddulo de ambos os lados de (3.17) e supondo |z| = 1, temos

—wb(2 — \)(1—0) + {1 - (11—2 +a(l - 9)) (2 Aj)]

e 1+(a9—1—12) (2= A)) + wh(2 — \,)
seja,
‘_wb(z—xj)a—ew (1— {%+ (1_9)} (2 A ))‘ -

Definindo w = x + yi de (3.18) acima, vem

‘—(x—l—yi)b(?— A)(1—0) + (1 - [% +af(l —6)] (2— Aj)>‘ =

'1 + (ae — %) (2—=X)+ (z+yi)b(2 — Aj)e' ,

ou ainda,
elobz = A1 - 0+ (1 |35+ alt=6)] 2= ) + b2 = 21 - o) -
1

‘x[b(2 — )0 + {1 + (ae . E) (2 Aj)] + [yb(2 — )\j)ﬁ]i' . (3.19)
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Definindo,

1

P=a[-b2—\)(1—0)]+ (1 - [E +a(l— 9)} (2 — Aj)) + [—yb(2 — A))(1 — )]

1
Entao, por (3.19) devemos ter que P = Q ou P = —Q.

Para P = @), vem

2[=b(2 — \)(1—0)] + (1 - [% +a(l - e)] (2 Aj)> +[—yb(2 — A (1 — 0)]i =

— b2 = \)0) + [1 + (ae - 1—12> (2 Aj)} - [yb(2 = M),

tgualando as partes reais da equagao acima, seque

1

2[=b(2 - X\)(1—-0)] + <1 - [E +a(l - e)] (2 Aj)) = 2[b(2 — \))0] +

+[1+<a0—%> (2—Aj)},

g,
b2 = )= 0] el =48] = [1+ (a0- 1) @) -
~[1- (Graa-0)e-n),
portano
(-2 00) (- 0) = @8- 00n)] = (a8 ) 2 0)+ |5 +a—ad] 2,
desta obtemos
o202 - 00x, -~ 20+ 100] = (a0- 1) 2-) -

oy e-n-ae-a)
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assim,
r[=2b+b)\;| = a(2—-);) = r=—-—.
Além disso, iqualando as partes imagindrias, vem

—yb(2—X)(1—60) = yb(2—X;)0 = —yb(l—0)=ybd

= —yb+ybd = ybd = yb=0 = y=0.
Por outro lado, para P — —Q, . é.
2[=b(2 = A)(1 — 6)] + (1 _ {% +a(l - 9)] (2 m) - [—yb(2 = M)(1— 0)]i =
b2 = \)0) {1 + (ae - 1—12> (2 AJ-)} + [—yb(2 — A,
igualando as partes reais da cquagio acima, temos
[—=b(2 — A)(1 — )] + (1 - {% +a(l - e)] (2- Aj)) _
b2 = \))0] — {1 + <a9 _ %) (2- Aj)} ,

ou seja,

2[(=2b+ 20;)(1 — )] + 2[b(2 — ;)] =

- [1+(a9—11—2) (2—Aj)} —<1— [%H(l—e)} (Z—Aﬂ),

de onde, vem

w[=b(2 — \)(1— 0) + (2 — X)) = —2— (ae - %) (2—\) + {% ta— a&)] 2\,

colocando em evidéncia b(2 — X;) no lado esquerdo e distribuindo no lado direito, seque

2= \)0— (-0} = —2— <a9 - %) (2= )) — (ae _ %) (2-\) +al2— A,
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ou seja,

o{b2— )20 — 1]} — —Q—Q(ae—li) (2—\)+a(2—\)

b2 = A)(1—20)] = 242 <a9 - i) (2= \) —a(2—A,)

temos ainda, tqualando as partes imaginarias, que

(2= A1 —0) = —yb(2—-X\)0 = —yb(l—0) = —yb0

—yb+ybd+yb) = 0 = —yb+2ybd =0 = y(260 —b)=0 = y=0,

1
pois 0 € [0,5). E, comoa,b>0e 0<2—)\; <4, vem

RCECEPY E—i—a(l—%)]
b’ b(2 — ,)(1 — 26)

115(2)
v;(2)

= min

min |w| = min
|z|=1, zeC |z|=1, z€C

Em sequida, analisamos os 2 casos diferentes possiveis

Caso A;: min |w|= min 14(2) =9
|2|=1, zC |21=1, zeC | v;(2) b
Desde que, r1 > 19 > 0,
Atr;  Atry a
Atry > Atry >0 = —>——>>0 = a>b>0 = —->1.
! 2 Ax? Ax? b
Logo, ¥z € C, |z| =1, temos
vi(z)| 7 l2=1, zeC | vi(2) b

de onde, obtemos

15 (2)] > |v;(2)].

O que prova o item(ii) do Lema ({3.1)).
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Além disso, desde que
2l =1 = [2"]=1 = |[u;(2)2"| = [ (2)|[2"] = |p;(2)]
Assim, como

i () > v ()] = i (2)] = v (2)] > 0

decorre da desigualdade triangular, que

0 <|pi(2) = w2 = [ (2)2"] = ()] < lps(2)2™] = v ()]

< wi(2)2™ = vi(2)] = m(2)] = m(2) # 0,

para todo z € C, |z| = 1. O que verifica o item (3ii) do Lema (3.1). Agora considere

o sequndo caso

Caso A,:
‘2— (2- X)) {é%—a(l —29)”
b(2 —X;)(1—20)

115 (%)
v;(2)

min _|w| = min
|z|=1, zeC |z|=1, zeC

Pela condigao(3.6|),temos,

1 1
Z 1 (1-2 - -
6+< O)a+b) < 1+ cos(Ax)’
logo,
-t -2 < —
6 1 + cos(Ax)

[1+ cos(Ax)] [é +(1—20)a+(1-— 20)b} < 1
[1+ cos(Ax)] E +(1— 29)@} + [1+cos(Ax)](1 —20)b < 1
= 1—[1+ cos(Az)] E +(1- 29)4 > [14 cos(Az)](1 —20)b

1 — [1 + cos(Az)] E +(1- 29)@]

[1 + cos(Az)](1 — 26)b > L (3.20)
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Além disso, de (3.10)), seque

(-2 < N Q—Aﬂkl—%m+é}<2 (3.21)

2
2 \;

Agora usando o fato que

cos(jAz) > cos[(N —1)Az], Vj=1,2,---

—2cos(jAx) < —2cos[(N —1)Az], Vji=1,2,--- ,N—-1
Somando as 2 a desigualdade acima, resulta
2 — 2cos(jAr) < 2 —2cos[(N — 1)Axz],

o que implica,

2 — )\ < 2[1+ cos(Ax)], (3.22)

a desigualdade (3.22)), advém da simetria da fun¢do cosseno. De (3.21) seque ainda
1 1
—(2-X\) {(1—20)a+6] >-2 = 2—-(2-)) {(1 —29)@—1—6} > 0,
assim, de (3.20) e (3.22), concluimos

2—(2-\) E +a(l — 29)} 2 — 2[1 4 cos(Ax))] E +a(l — 26)]
WZ—n)1—20)  ° 25(2 — A,)(L — 20)

1—D+aﬂA@ﬂé+ﬂ—2@4

115(2)

min
vj(2)

|z|=1, zeC

= > 1.
[1 4 cos(Ax)](1 —20)b
Logo, para todo z € C, |z| =1, temos
LS [P
vi(z)| 7 lz1=1, zeC | vi(2)

o que verifica a condi¢ao (i) do lema (3.1)), o procedendo da mesma maneira ao caso

anterior, verificamos que a condi¢do (3it) do Lema (3.1)), € satisfeita.

Portanto, tanto no Caso A; e Caso As as condig¢oes do Lema (3.1) ocorrem, pelo

mesmo, concluimos que o método ([2.2)) € assintoticamente estdvel com respeito a solugdo de
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equilibrio.

( = ) Para mostrar a parte necessaria usamos contradi¢ao. E a prova consiste de 2

casos

Caso B;: Primeiramente, suponha que

1

1
—+(1-20 b) = ——. 3.23
6 + Ch) 1 + cos(Ax) ( )
Considerando z = —1, portanto satisfazendo o fato de que |z| = 1, para j = N — 1,
temos de (3.5)) que
Py (=1) = iy (1) (=1)" = vy (1), (3.24)

onde de (3.3)), vem

a0 = 1 (0= ) -] (0= [ (e -0) @ -]

af) — %) (2= Ay_1)— 1+ {i +a-— a@)] (2= An-1),

( 12

- _9_ ae_i (2—Ay_1) + i—ae) (2= An_1) +a(2 — Ay_1),
(#0-5) (13 -)

— _9_9 (ae _ %) (2—=An_1) +al2—Ay_1),

_ 9y E 240 + a)] (2= Av1)

pyoa(—1) = =2+ E +a(l— 20)} (2—An_1) (3.25)
e de (3.4), segue
Un_1(—1) = =b(2 = An_)[0(=1) + (1 — 0)] = —b(2 — Ay_1)(1 — 26), (3.26)
substituindo e em (3.24), obtemos
Po oy i(—1) = {—2 + E +a(l — 20)} (2 — AN_l)} (=)™ — [=b(2 = Ay_1)(1 — 20)],

o que € satisfeito para todo m > 1. De acordo com o Lema (3.1)), em particular, para um
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dado m par, seque

sz,N—1(_1) = 24 é +a(l — 29)} (2—An-1) +0(2 — Ay_1)(1 —20)
= 24 L@ M)+ (- 20)(a B - Avo)
- 924 é + (1 —20)(a + b)} (2 = An-1),

usando a hipdtese (3.23) e o fato de que cos(Ax) = — cos[(N — 1)Ax], obtemos

2— Ay 2 — 2cos[(N — 1)Az]

P? 1) = 24— "= —_9 2
mx—1(=1) T reos(An) — 2T T T4 cos(An) (3:27)
B 2[1 + cos(Ax)] B
= 2+ oo 24+2=0 (3.28)
Ph oy (-1) = 0. (3.29)

Logo, para |z| = 1, temos que P% y_(—1) =0, o que implica

Y (=1) = pv-1 (1) (=1)" = vn-1(=1) = Py v 4 (=1) =0,

isto €, ym(—1) = 0 para |z| = 1, z € C. Logo, a condicio (iii) do Lema (3.1) ndo se

sustenta, como consequéncia, o método (2.3) ndo é assintoticamente estdvel.
Caso By: Agora, suponha que

1

1+ cos(Ax) (3:30)

é+(1—20)(a—|—b)>

Sejaj=N—-1,z=—-1 = |z| =1 em par, entao de (3.4]), obtemos
VN_l(—l) = —b(2 — /\N_l)[é’(—l) + (1 — 6)] = —b(2 — /\N—l)(l — 29) < O,

isto €,

y—1(=1)] = b(2 — Ay_1)(1 — 26).

Por outro lado, de (3.3)), obtemos
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iy (—1) = {1 + (ae - %) (- )\Nl)] (—1) - {1 _ (1—12 +a(l— 9)> (2- )\Nl)]

- 11— (ae - %) (2—Ay_1) — {1 - (% +a(l - 9)) (2- AN—1>}

_ a. [é a(l— 29)} (2= A1),

Note que pela hipotese (3.30) e pelo sequinte fato

-1 < —cos[(N—-1)Az] <1 = —2< —2cos[(N —1)Az] <2
0 < 2—2cos[(N—-1Az] <4 = 0<2—Ayv_g=2[1+cos(Az)] <4,

1
seque, para 0 € {O, §> , por um lado

(2—Ana) < 4 = (2—Ay) {é +a(l— 29)} <4 E +a(l— 29)] ,
ou seja,

1 4
_2+(2_)\N—1) |:6+CL(1—29):| < —2+6+4a(1—20)

1 4
,uN_l(—l) = —2—|—(2—>\N_1) |:6+CL(1—29):| < —§+4CL—89,

portanto,

4
[LNfl(—l) < 4a — 5

Por outro lado, note

r>1r>0 = a > b>0 = 2a>a+b>a

1 1 1
§+2a(1—29) > 6+2a(1—20) > 6+(a+b)(1—20)
I
1 + cos(Ax)
1
1 + cos(Ax)

2(1 + cos(Ax)) é +a(l-=20)] > 1 = (2—Ay_1) E +a(l — 29)] > 1

1
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Em resumo, temos
1 4
Aqui consideramos o caso pun—_1(—1) <0, 7. €,
1 1
v (1) == | =2+ (2= Ay-1) {6 +a(l - 29)” =2—(2-Ay21) [6 +a(l - 29)] :

Pela suposi¢ao (3.30) e 2 — Ay_1 = 2[1 4 cos Ax], seque,

1 1
s (A=20)a+(1-200 > T T cos(an)
é +(1=20)a > s COls(Ax) —b(1 —20)
(2= An-1) E +(1- 29)4 > {m —b(1—20)| (2= Ay_1),
logo,
(2= An-1) E +(1— 20)4 > ﬁzo—m —b(1—20)(2 — An_1)
_ Q[ITCCO(;S((AA;))] —b(1 - 20)(2 — Ay_1)
= 2—b(1—20)(2— Ay_1)
—(2 = An_1) {% +(1- 29)4 < —24b(1—20)(2—Ay_1)
2 (2— Ay1) E . 29)4 < b(1—20)(2— Ay_1),
isto €,

lvn-1] > (-1 (=1)], (3.32)

o que implica que a condigdo (i) do Lema (3.1) nao € satisfeita. Portanto, o método ([2.2))

nao € assintoticamente estdavel.

Combinando os Casos By e B, concluimos que a condigdo (3.6) € necessdria para a

estabilidade assintotica. O que completa a demonstragao do resultado principal. |

Observacao 3.1. Quando os autores deste artigo preparavam-se para enviar a versao
revisada do artigo, um deles descobriu que Zhang et. al [35] investigava o modelo (2.2)

e obteve resultados semelhantes.
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1 i
No entanto, a condicao de estabilidade em 6 €& [0,5) em [35] € diferente das

apresentadas aqui e questiondvel. Este fato serda confirmado no proximo capitulo.

3.2 Estabilidade: para 0 € [1/2, 1]

1
No Teorema (3.1)) da segdo anterior, provamos que, quando 6 € {O, 5), 0 esquema
numérico totalmente discreto é assintoticamente estavel sob a restricao de tamanho de
1
passo. No préximo resultado, mostraremos que, quando 0 € {5, 1], 0 esquema numérico

proposto é incondicionalmente estdvel.

Teorema 3.2.

Suponha que r1 > 1o > 0. Entdo o método numérico totalmente discreto €

1
incondicionalmente assintoticamente estdvel com respeito a solucao trivial para 6 € {5, 11 )
Demonstracao.

Assim como no Teorema (3.1), aqui faremos uso do Lema (3.1) para wverificar a

estabilidade assintotica. E a prova consiste de 2 passos.
Passo 1: Desta forma, iniciamos com a verificagao do item (i) do Lema (3.1).

Analogamente aos cdlculos feitos no Teorema precedente para se obter (3.7)), encontramos

2—);
2] =1 — al : i) (3.33)
recorde ainda da equagdo (3.8), isto €,
1 2

1
vale para 6 € [1, 5] . Além disso, note que

N | —
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assim,
1 1
- 1—-20) < =. 3.35
S ha(l-20) < ¢ (3.3)
Por outro lado, sabemos que
2\
0< A = 2_)\J>O:> 2_)\j>0
Objetivamos mostrar que
1 2
— 1—20 ) 3.36
5ol -2 < 5oy (3.36)
1 2 . .
Para tal, note que usando (3.35)), basta mostrar que G < 5 Com efeito, como visto
N
no Teorema (3.1)), pela equagao (3.9)
2= 1 A
- 1
0< D < 5 = 0< D <
2 - 1 2
6 - 3.37
> S0 T 5Ty (3:37)
portanto, de (3.35) e (3.37) obtemos ({3.36]).
Seque de (3.36) que
1+(1 20) < = (2 A)1+(1 20)] —2<0
6 2— ) 7716 ’
logo,
1
-2+ (2-X)) {é—l—a—ZaH} < 0
1
-2+ 6-2@9 (2—/\j)+a(2—)\j) < 0
1
—2—2<a9—§) 2-X\)4a2-)) < 0
1
-2 {1 + (a@ — E) (2 — )\j)} < —a(2 - )j),
portanto,
2—\;
_ 9« _ a(2 — ) (3.38)

1+ (a@—%) 2-))

o que € exatamente a desigualdade obtida em (3.13)).  Entao, procedendo como no
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teorema (3.1)), mostramos

a(2 X))
1+ (a@—%) 2\

Portanto, a condi¢ao (i) do Lema (3.1)) € satisfeita para j =1,2,--- N — 1

<1. (3.39)

Passo 2: Agora verificamos os itens (it) e (4i3) do Lema (3.1), os quais dividimos em

2 casos

1
Caso I: 0 = 5 Considere a fungdo de variavel complexa w, introduzida em ([3.16]).

1
Para 6 = 37 obtemos

{1+%(a—é> (2—Aj)}z—(1— [1—124—%@] (z—Aj))

o b2 - AL + 1] |
Ou seja,
(EEYE P AR (O PR
w=— P . (3.40)

2

Pretendemos obter uma expressao envolvendo minimo,i é, min |w|, mais precisamente,
|2|=1, z€C
mostrar que

min |w| > 1.
|z|=1, zeC

Primeiramente, isolamos z em (3.40)), como o seque

{1+%<a—é) (2—Aj)}z _ —wg(Q—)\j)(z+1)+(1—% Em} (2—)\j))

= —wg@ —Aj)z —wg@— Aj) + (1 —% [% +a} (2- Aj)) :

de onde, vem

{14—%(01—%) (z—Aj)}z+wg(2—Aj)z:—wg(2—Aj)+(1—% Em} (2—)\j)),
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portanto,

T 12+1(a1) (2_Aj)+w§(z—Aj)

—wl@ )+ (1 - % E + a] (2 — Aj))

2 6

Tomando o mddulo de ambos os lados e fazendo |z| = 1, temos

—wg(Q )+ (1 - % {é + a} (2 Aj)>

1=|z| =
l-l—l(a—l) (2—)\j)+wg(2—/\j)

2 6

De onde, obtemos

’—wé(z—Aj>+<1—% Eﬂ] (2—)\]-))’:‘[1—1-%(@—%) (2-@] +wg(2—Aj)

2

Definindo w = x + yi, da igualdade acima, vem

ey a)+ (13 [5ra] =)

Y

ou ainda,

. [-%(2 - Aj)} + (1 _ % E + a} (2- Aj)) + [—yg(z _ Aj)} i

. [g(z - Aj)} + {1 4 % (a - %) (2— Aj)} 4 {yg(Z - Aj)} i

. (3.41)

definindo, P e () como o seque

P2 [_g@ - Aj): + (1 -3 E + a] (2— m) + :—yg(Q _ Aj)} i

Q=uz [9(2 - )\j): + [1 +% (a— é) (2- )\j)] + :yg@ - Aj)} i.



3.2. FEstabilidade: para 6 € [1/2,1] 48

Entao, por (3.41)) devemos ter que P = Q ou P = —Q. Assim, para P = Q, temos
b 11 b .
X |:—§(2 — AJ>] -+ (1 — 5 |:6 —|—CL:| (2 — >\])> + {—y§(2 — )\]):| 1 =
b 1 1 b ,

=T |:§<2 — )\j):| + |:1 + 5 (CL — 6) (2 - )\]):| + {y§(2 — )\]):| 1,

tqualando as partes reias, tém-se
b 101 b 1 1

x l—g(z—Aj)} + <1—§ [é—l—a} (2—>\j)) = {5(2—>\j)} + {1+§ (a—6> (2—Aj)} ,
isto €,

x{—g(z—xj)—g@—&)} _ 1+%(a—é> (z—Aj)—H%Em} (2- )
1

= alb2- )] = SN - SN+ 52— )
I CL(2—)\J) N .Z':—g
b2 — ;) b

Além disso, iqualando as partes imagindrias, seque

b b b b
—y=(2=X) = y=(2— M\ s = gy2
y5;2=%) = y5(2=X) = —y5=y;
b b
= —y-—y- = 0 = —yb=0 = y=0.
2 2
Por outro lado, supondo agora que P = —Q), 7. ¢€,

. [—g(z - Aj)} + (1 - % E + a} (2- Aj)) + [—yg@ - Aj)} i =
=z |52 - 145 (a-5) =) - rge- ]

tqualando as partes reais, chegamos a uma contradi¢cao, logo nao estd definido. Portanto,

min _|w| = i 1i(2)
w|= min | \
|2|=1, zeC |21=1, zeC ' v;(2)

-
E analogamente, como fizemos na prova do Teorema (3.1)), concluimos que os itens (ii) e

(iii) do Lema (3.1) sao verdadeiros.
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Logo, pelo Lema (3.1), temos que o método de diferencas finitas compacto Crank-

Nicholson € assintoticamente estdvel com respeito a solucao de equilibrio.

1
Caso II: 0 € | —, 1} , De acordo com a fungao de varidvel complexa w, introduzida em

2
BI9), isto ¢,

. [1+ (ae— 1—12> (2-@1 - (1 - {%mu —9)} (2—Aj))
") —b(2 = X\)[fz + (1 —0)] '

Isolando z na equacgao acima, temos

—wb(2— \)(1—0) + (1 - {1—12 +a(l— 9)} (2 — Aj))

z =

)

1+ (ae — %) (2—=X) +wb(2—A))f

tomando o mddulo em ambos os lados e admitindo que |z| = 1, obtemos

‘—wb(2—)\j)(1 —0) + (1 - {1—12—1—(1(1 —9)] (2_)\j)>’ =

’1 + (a@ — %) (2—=Xj) +wb(2 — Aj)e' ,

definindo w = x + yi da equac¢do acima, vem

‘—(x b = A)(1—0) + (1 - [% ta(l— 9)} (2- Aj))‘ -

‘1 + (ae — %) (2—=Xj) + (z+yi)b(2 — Aj)e‘

ou ainda,

z[=b(2 = X;)(1 —6)] + (1 — [1—12 +a(l — 8)} (2 — /\j)> + [—yb(2 — X;)(1 —0)]
1

z[b(2 — \;)0] + {1 + (a@ — E) (2 — Aj)} + [yb(2 — A;)0)i

. (3.42)

definindo,

P =a[-b2—\)(1—0)]+ (1 - {% +a(l- e)} (2 — Aj)) + [—yb(2 — \)(1 = )]
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Q = z[b(2 — \;)0) + [1 + (a9 — %) (2- Aj)} + [yb(2 = A;)0]i.

Logo, por (3.42)) temos que P = @ ou P = —Q. Para P = Q, fazendo os mesmos

a
cdlculos do teorema (3.1)), igualando as partes reais e imagindrias, obtemos x = ~3 e
y = 0, respectivaamente.
Agora, para P = —Q, novamente procedendo da mesma forma do teorema precedente,
1
2 — (2 — )\J) |:g + a(l — 29):|
tqualando as partes reais e imagindrias, encontramos r = e

b(2 — A;)(1 —20)
y = 0, respectivamente. Portanto, notando que (2 — X;) >0, para todo j =1,2,--- /N —1

1
e além disso, 5 < 6§ <1 = —1<1-20 < 0. Portanto, |b(2 — X;)(1 — 20)| =
—b(2 — X;)(1 — 20), assim

'2— (2- ) [é—i—a(l —ze)H

min |w|= min ‘,uj_(z)’ = min 2,
|z|=1, zeC |z|=1, zeC Vj(Z) b —b(2 — )\J)(l — 26)
O objetivo agora é mostrar que
min _|w| = min |,u](z)| = g,
|2|=1, zeC |2]=1, zeC ' V(%) b

para tal, observe que o mesmo estard demonstrado, provando que

‘2— (2- ) [% +a(l —29)”

ST e oa0—20

a
b

isto €,

‘2 — (2= E +a(l— 29)] ’ > —a(2 = \;)(1 - 26). (3.43)

Entao, afim de verificar (3.43|), por propriedades de mddulo, é suficiente mostrar que as

sequintes desiqualdades ocorrem

2—(2— X)) E +a(l - 29)} > —a(2— \;)(1—26),

2 (2-)\)) E ta(l— 29)} > a(2 - \)(1 — 26).
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Com efeito, como jd visto na se¢cao antecedente, temos que

1
0<2-)\<4 = 2-) < 12 = 6(2—)\j)<2

1
2-5(2-2) > 0,

somando —a(2 — \;)(1 —26) a desigualdade acima, vem

2 é(z ) —a2=M\)(1—20) > —a(2—A)(1—26)

2 (2 ) E +a(l— 29)] > —a(2—\)(1—20). (3.44)

Por outro lado, note que

221 = 2a

WV

a = 2a(2—X\)=al2-)))
2a(2—X;)(1—20) < a(2—X;)(1—20)

20(2 — \;)(1 — 26) + é(z S < a(2—A)(1—20) + é(? —a), (3.45)

notando a sequinte desigualdade,
1
6(2 —Nj)F+a2—=X)(1—-20) <24a(2—-X;)(1—20) <2,

€ Usando-a em , Seque
1 1
1
2-2(2=X) > 2a(2—X)(1—-29)
2 é(2 ) —al2=A)(1—20) > a(2—A)(1 —20)

2 (2-)\) E +a(l — 29)} > a(2— \)(1— 26). (3.46)

de (3.44) e (3.46) segue o resultado de (3.43). E conseqentemente, temos

m w|= min | \
|z|=1, zeC |z|=1, z€eC " V; (Z)

67

desta verificamos as condigoes (i) e (i4i) do Lema (3.1)). Findando a demonstracdo. ®



Capitulo 4

Analise da convergéncia

Neste capitulo, estudamos a convergéncia do método(2.2)), fazendo uso da anélise de
estabilidade do capitulo precedente, via teorema de Lax, para tal iniciamos com um estudo
do Erro Local de Truncamento-ELT e, posteriormente, a consisténcia do método-0 niimérico

¢é verificada.

Lema 4.1.

Suponha que para cada k =0,1,2--- fizo tenhamos u(z,ty) € C®lx;_1,x;41] e considere

o operador <, dado em (2.1)), tém-se

0*u(z;, tr) 2k 1 Art T0%u(r; + &, te) | Pula; — &, ty)
”Q{h( 9a? ) %145 480 { a5 aad - @)
onde 0 < &,& <
Demonstracao.

Com efeito, usando expansao de Taylor com o resto da integral, notamos que

ou Ax)? 0%u Ax)* 0*u
u(zj1,ty) = U(ffj»tk)vLAJf%(%Jk)Jr( 2,) ﬁ(fﬁj»tk)ﬂL"'ﬂL( 4!) 54 (> )
Ax)? Ou Az)® 195y
( 5!) o 1) ( 5!) 0 axﬁ(x]-l—sAx th)(1 — s)°ds, (4.2)
ou Ax)? 0*u Ax)* 0*u
u(zj-1,tr) = u(%’atk)—Aﬁg(%fk)ﬂL%@(%tk)—"'+( 4!) 5t Tirte) =
Azx)® O%u Ax)S [ 0%y
! 5!> %(xj,tk)—i-( 5!> /0 8x6< — sAx, ) (1 — s)°ds. (4.3)

o2
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Somando as equagioes (4.2)) e (4.3)), obtemos

5, 0%u (Ax)* 0'u

(i, tr) Fu(zj_1,ty) = 2u(zj,ty) + (Ar)? 522 —(xj,tx) + T%(%’tk) +
+(?2$0>6 /O [gﬁﬁ(x]vLsAx t) + %(xj —sAm,tk)} (1— s)°ds
oz (W 20 ] = %@jvtk) + %%(%tk) +
+(?§0>4 /0 BGZ(%HM te) + %(xj —sAx,tk>] (1 — s)°ds,
ou ainda,
opuf = 221;(%%) + %%(%tk) +
(?2330) /0 [gzz (x; + sAz, 1) + %(;@j - sAx,tk)] (1—s)°ds.  (4.4)

Similarmente, por expansao de Taylor com resto da integral, temos

0*u 0%u Pu (Az)? 'u
@(%#htk} = 5 5 (T, k) +Al‘ﬁ(%’7tk) TR 4(%,%) +
(Az)3 9°u (Ax)* [ O%u

- %(xj, k) + T T G(xj—i—sAa: te)(1 — 5)*ds (4.5)

0*u 0*u Pu (Az)? 0'u

@(%flvtk) = @(xjatk) - Aaz7(:cj,tk) + T@(%‘vtk) -
(Ax)3 Pu, (Az)* 1 O5u

31 Ox 57 (72 14) 3, (93(;6<

— sAx, 1) (1 — s)3ds, (4.6)

somando as equagoes (4.5) e (4.6), obtemos

0%u 0%u 82u , 0
@($j+17tk) ox Q(x] 1’tk) = 8 2(x],tk) (Al') or 4(x]7tk) +
(Az)? OOu

A — sA 1—s)
5 /0 [axﬁ(:ﬂ]—i—s x,ty) + 8:1;6( — sAx, tg)| (1 —s)°ds,
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de onde, seque

0%u 0*u 24 2u ,0'u
a 2(x3+1;tk)+108 (‘Tj?tk) 8132(1:] 17tk) a 2(‘1:]7tk) (AI‘) a 4(x]7tk)+
(Az)? / Ou u 3
6 ), |au —(x; + sAx, t,) + (93(:6( — sAx, t;) | (1 — s)°ds,
a equagdo acima acarreta em,
1 [PPu 0%u 0%u 0%u (Ax)? 0'u
52 L+t te) + 1055 (25, 8) + 55 (2 1>tk)} = g2 @i te) + o5 (@, te)+
(Ax)? u u
- /0 pe G(xj + sAx, ty) + ?(xj — sAx,t,)| (1 —5)3ds,
ou seja,
O*u(xj, ty,) 0*u (Az)? 0*u
Jth( 8552 k ) _ axz(xj,tk) + 19 @(l’j,tk)‘i‘

Ar)t 1 86 86
( 72> /0 {a_xzé(% + AT ) + 3_3;(% — sAx,ty) | (1—s)’ds, (4.7)

subtraindo ) de , seque

O*u(zj, ty) 0*u (Az)? 0'u
i (T) =00 = g @i t) + g ()t

72 G0
(A2 9
12 Ox*

Azr)d B Bl 2
(Ac) /0 {a;é(xj + sAx, t;) + Y@y — sAx )| (1 —s)3ds — xu T, tg)—

(Az)? u u
— (zj,t) — 1—20/0 56 —(x; + sAx, ty,) + %(xj — sAx,t,)| (1 —5)°ds,

pela lineariadade da integral, podemos escrever

82”(‘%’? tk) 2 k
o (Pl g

(§g:()) /0 [2336 (@ + sAw, 1) + gxz( A tk)} (1—15)°[6—3(1 — s)*]ds.

Agora, definindo

g(s) = (L= s)’[5 = 3(1 — s)°],

1
3
prova-se que g(s) = 0, Vs € [0,1], bem como / (1 —5)*[5—3(1 — s)?ds = 1> 0 e,
0
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6
u
Ve - - 7 7z s, - 6 .
além disso, por hipdtese 76 © continua, pois u(xj,ty) € C°x;_1,x;11]. Dessa maneira, as
condi¢oes do 2° Teorema do valor médio para integrais sao satisfeitas, logo, pelo mesmo,

eziste a € (0, 1), tal que

O*u(xj, ty,)
“ ( 3;2 ) o =

(Az)* [0%u 8 /1 5 2
260 8906(% + alAx, ty) + 8x6<x] aAzx, ty) i (1—29)°[5—3(1 — s)*]ds,
ou seja,
0*u(z;, ty) (Az)* [05u Ou
o (a—) -8 = TR {F%*“M’W*w@—“MW - 48

Fazendo, & = aAx e & = aAx, temos 0 < &,&% < Ax, e da equagio (4.8)) seque a

igualdade dada na equagao (4.1)) e o Lema (4.1)) fica provado. [ |
Lema 4.2.

Seja h > 0 e ¢ € R duas constantes positivas. Temos

(a) Se g(x) € C?[c — h,c+ h], entdo

2

%[g(c—h)—l—g(c—l—h)] —%g"({o), c—h<é& <c+h. (4.9)

g(c) =
(b) Se g(x) € C*c,c+ h], entdo

[g(c+h)—g(c)] — gg”(&), c<& <c+h. (4.10)

SEES

g'(c) =
(c) Se g(z) € C%[c — h, ], entdo

lg(c) — g(c—h)] + gg”(fz), c—h<&<e. (4.11)

e

g'(c) =

(d) Se g(x) € C3lc — h,c+ h], entdo

h2
—g"(&), c—h<&<c+h (4.12)

9(0) = o lole+ 1) — gle — )] —
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(e) Se g(x) € C*c — h,c+ h], entdo

g"(c) = % [g(c+ 1) —2g(c) + g(c — h)] — ?—29(4)(64), c—h<&<c+h (4.13)

Demonstracao.

Vamos provar o item (a) do Lema (4.2), os demais sao verificados, com raciocinios

andlogos, através de expansoes em séries de Taylor.
Com efeito, usando expansao de Taylor, podemos escrever
h2
glc+h)=g(c)+ hg'(c) + Eg”(gl), c<& <c+h. (4.14)
Por outro lado, também por expansao de Taylor, temos

2

glc—h) =g(c) — hg'(c) + ?g”(ég), c—h<§&<e, (4.15)

somando as equagoes (4.14]) e (4.15), vem

glc+h)+glc—h) =2g(c) + h*g"(&), c—h<&<c+h, (4.16)
de onde, isolando g(c) seque a equagdio (4.9) pretendida. [

4.1 O erro Local de Truncamento do Método-6

Numeérico

Definicao 4.1.

O método numérico é consistente se |ELT| = O(At* + AzP), a > 1,8 > 1.

Suponha que a solugdo u(x,t) da eq. (0.5), suas derivadas em relacio a = e ¢
suficientemente regulares. Seja {u?, j=12--- N—1, k=—-m,—m+1,---} a solucdo
numérica do esquema totalmente discreto (22.2)), satisfazendo a condi¢ao de limitagao,
oItk

WU(%,t)’ < C, V],k = O,
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onde C' é uma constante independente do espaco e do tamanho do passo do tempo.

O estudo do Erro Local de Truncamento (ELT) serd analizado em 2 casos, como

detalhamos a seguir

1 1 ) . .
Caso 1: 0 € |0, 3 U 2 1|, consideremos a seguinte expressao

ou
ELTF9) = <, <8t (25, t) — 5tu§> —

& &
— {gfh [98—;(%,@“) -0 Z(:I:J,tk)] — 602t + (1 _9)5§u§]}

0%u

82
—T3 {leh |:9_u(xj7tk+1m) + (1 - 9)@

(4.17)

O Erro Local de Truncamento para o esquema-f apresentado em (4.17)) é dado por
ELT, = |ELTY|.

Usando expansao por séries de Taylor, vem

ou At)? 0%u
u(zy, tey1) = ulzy, tr) + Af@(fcjvtk) + ( 2!) e (), tk + &),
ou seja,
ou (At)? 9%u
k41
uj T = +Ata(%‘atk)+ S 2 (T te + §),
) ou
isolando E(xj’ ty), obtemos
o T
hia Oy S R < At,
ot (x]7tk) At 2| atg (aj]?tk +£) 5 t
uktt — ok
ko J j
lembrando que d,uj = I temos
ou At 0*u
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logo,

ou At *u
(G tepte) — o) = %( S g+ 0)

82
== __»th <8t2 (:U]7tk +€)>

passando o médulo em ambos os lados, vem

0
(G- - S (Gnro)).

Agora, de acordo com o Lema (4.1]) e expansao de Taylor, segue

Pulzy, tr)\ o p, Azt [00ulz; + &, tk) | OOulz; — & ty)
A, (—ax2 )_51@. + 150 { 55 + oy } (4.20)

onde 0 < &1, & < Ax.. Similarmente, pelo mesmo Lema , obtemos

Pul;, tria) o w1, Azt [%u(z; + &, teyr) | OOulay — Ea,tryn)
“h ( 2 ) =0au; ¥ 480 [ 016 * D26 } ’

(4.21)
onde 0 < &3,&; < Az.. Multiplicando - e por (1—6) e 0, respectivamente,

temos
Ou(z;, ty) Azt [0%u(z; + &, ty)  OOu(zy — &, ty)
o, 1— @) =20 ) (1—0)02uk+-(1— J ) j )
" (< %) Ox? ) (1=6)0;u5+(1=F) 480 [ O0xb * O0xb }
(4.22)
Pu(w), terr) o k1, AT Tu(w; + &, tk41) | Culry — Ea i)
“h (6 0x? ) = 00.45 +‘9480 [ 0z * 0z } ’
(4.23)

somando as equagoes (4.22)) e (4.23), obtemos

0? 0?
P {ea—;;@j,w (1= 0)5 5 m] = (602 4+ (1 - )52+
t[Qules 4 & tinr) | Oy — & tr) N
480 0xb 0xb
Ax? 06u(xj + fl, tk) 86U($]’ - 52, tk)
+{1-9) 480 [ D18 * b } '

+0
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Agora definindo M como abaixo, vem

O%u O%u O%u d%u
M = maX{a sy + & ty), ﬂ( — &, k), o 5 (5 + &, tetn), %(% - 54,tk+1)} ,
(4.24)
o g2 002uM L 1 (1 — 0)0%uh| <
h 8 2<x37tk+1)+( - )a Q(x]7tk) - [ zUj +( - ) xuj] =
A$4 06’&(33' + 53 tk+1) 8614(35 — 64 tk+1)
0 J ) 7 )
* 480 { O0xb * 0z } ’ *
Azt | [0%u(z; + &, tr)  O%uln; — &, 1)
1 — J ) J )
+{1-6) 480 { O0xb * 0z } ‘

Fazendo uso de (4.24) e da condicao de limitagao, segue

82
‘szh{ - Z(x],tkﬂ) -0 Z(x,,tk)} — (08265 + (1 — 0)52uk]| <
Azt Azt A$4

multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por r; > 0, vem

82'“ 82’&
A, {9@(1‘]‘7%“)4’(1 6)8 2(

r

T, tk)} — [062ub + (1 — 9)07ul]| <

Com um tratamento andlogo, podemos obter

0%u o%u . »
{eﬁ(xjatk—i-l—m) + (1 - 0)@(%’»%—7@} — [95§u§+1 F(1- 0)55%? ]

Portanto, fazendo decorre da desigualdade triangular e da expressao (4.17)), segue

ELT, = |ELT}|< +

ou

0? P®u

2u 82u

TQ 'dh |: a 2($],tk;+1 m) (1 — 0)%(1%7%_,”)} _— [05§U§+1—m + (1 o 0)5;3‘“5

+ n

logo,
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At 0%u Ax? Ax?
BELT, < |t | Si(ayt S M=ty
2 ‘ h/<5%2<$J k'%§)>"%rlz40 MEET)

4

At o*u Az

1 . . e .
Caso 2: 0 = 7 Aqui faremos diferente, isto é, mostraremos como se constrdi o esquema
de diferengas assintoticamente incondicionalmente estdvel com ordem de convergéncia

O(At? + Ax?) para o sistema de equacoes abaixo

ou(z,t) 0? 0?
— = = - 0=
B 1 8x2u(x’t) + 79 8x2u($’t T), € 0,7], t>0

u(z,t) = uo(z,t), —-17<t<0, x€Q=][0,7] (4.28)
w(0,t) =u(m,t) =0, t>=-7 ;

onde 7 é o termo de atraso e 1,7y > 0 sao as constantes que expressam os coeficientes de

difusao. Além disso, recorde das notacoes

k+1 k
;' — U k+1 1
J J k k+1
—_—; (1 2:—(uj—i—uJ“),

k __
5tuj - At ’ J 9 J

bem como do operador linear de diferengas compactas 7%, definido na equagao (2.1) dado

por
u;‘?ﬂ + 10u§? + ug‘f;l

y(uf) = 12 ’

uk j=0,N.

VR

=192 N—1
J=hSs (4.29)

1
Vamos a constru¢ao do esquema do método (2.2)) para § = 2 conhecido como Método de
Crank-Nicholson Compacto (MCNC).

Considere a primeira equacao do sistema(4.28) aplicada no ponto (x;, ;. 1 ), 1. é,

Ou(wj, ty1) u(z;, tre1)

— a2u(‘rj7 tk—&-% - T)
ot ! 0x?

Ox? ’

+ 7y 0<j<N; 0<k< M. (4.30)

Usando o Lema (4.2)), mais precisamnete os itens (4.9) e (4.12)), temos

yu(%’atm%) 1 [0%u(zy,ty)  OPulaj,tirn)] AR Pule;,by)
S + — o O € (try trgr),
Ox? 2 Ox? Ox? 8 ot? J
(4.31)
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O*u(z;, by —7) _ 1 [OPu(@j, tim) + 0*ul(w, tror-m)| AL OPulz;, 0) 00 € (thom,t )
8x2 9 81‘2 81'2 3 atQ ’ ik k—m> lk+1-m ),
(4.32)
) du(z; 1y, 1)
Uty 1 ki A Pu(xy, 0;)
TQ =ol; * = 8;3 ==, Ok € (b ter), (4.33)
substituindo as equagoes (4.31)) e (4.33) na equagao (4.30)), segue
5 Uk+% B At Pulzy, 0)] T O*u(x;, ty) N O*u(xj, try1)
£ 24 ot3 2 ox? ox?
At? 821“L<xj7 e;k) ) 62u(:p]~, tk—m) 82u($]‘7 tk’-l—l—m)
—T + — +
8 ot? 2 0x? 0x?
A2 Pu(z;, 6
-= (822 J’“), 1<j<SN—-1;0<k<M—1, (4.34)

onde 6y, G;k € (tg,trs1) 9;,6 € (tk—m,tkr1-m). Da equagdo acima resulta que

Uttt [3214(%%) N 32“(%‘,75“1)} T2 [32u(f’3j,tk—m) L ul;, tisim)

2 O? O 2 O 02
1 agu(xja ejk) 1 aQU('rj? Q;k) T2 aQU(Ija H;Ik) 9
o [ﬂ at?: o g atQ Y atQ At ) (435)

aplicando o operador <7, em ambos os lados da iguadade acima, obtemos

k1 r1 0?u(zj, ty) Ou(zj, trir) o O*u(x i, th—m) O*u(Zj, ths1—m)
ooty G [T oy P [ elpen) o PUtrn))|
1 53“(%’ Oir) T 82u(xj,9;k) ) 8210(371‘79;1@)
_ Lo, k) _ _ D AP 4.
h [24 ot 8 o L i (4.36)
I<J<SN-1, 0<kE<M-1,

usando o Lema (4.1]), temos

D*u(xj, ty) o Azt Ou(Ey, tr)
h (T) =0Ui Tt R0 o (4.37)

onde &, € (xj_1,2;41). Bem como, pelo mesmo Lema ({4.1]), obtemos

Pu(w), ter1) 2t ATt 0u(§jprn, tirn)
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onde f;-’k +1 € (zj—1,7j41). Somando as equacoes (4.37) e (4.38)) e depois dividindo por 2,

vem

Azt O%u(E sy, ry)
480 06 ’

(4.39)

1 (82u(xj,tk) N O*u(xj, try)

P [_ 0x? Ox?

1
5 )} = (U7 + U7 +

onde Ejk € (Jo1,Tj41), trj € (tg, trs1). Analogamente, obtemos

1 aQU(in»tkfm) 82u(a:j,tk+1,m) L corkem | <27 k+1-m A$4@6u(gj,k7mv?kfm,j)
o |5 () o Sl ) | Sty S S tion)
(4.40)

onde & x—m € (Jo1,Tjt1), tAk—m,j € (th thgr).

Substituindo as equagoes (4.39) e (4.40) em (4.36]) e notando que podemos escrever,

orktt L ok corikiy. orktiom Lo 2 ktlom

temos,

k+1 k+1 k+i-m k+1
0 U; " 2 =820 —ry0oU; 2 " = ELT; *

Vi )

1<j<N—-1: 0<k<M—1, (4.41)

onde
ot 1 1 OPu(x;,0;,) 1 OPulzy,05,)  ry0%u(xy,0)),)
ELT 2?2 = @, |— R VA gk, 12 J Af2
J " [24 ot N T *
(A1 86u(gjk7gkj> T2 a6u(gjk—ma%\k—m]’) 4
— ’ e AV 4.42
[480 0x6 180 05 ! (4.42)
Notando as condigoes iniciais e de contorno, isto é,
UF = w(zj,ty), j=1,2,--,N=1, k=—-m,—m+1,---,0 (4.43)
Ul = Ur=0, k=—-m,—m+1,---, M. (4.44)

1
Omitindo o pequeno termo ELT;H_Q em ([(4.41)-([4.44) e substituindo UF por u¥, temos o
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seguinte esquema de diferencas

byt = 82 T 1<GSN - 0<k<M -1 (4.45)
uf o= gz ty), j=1,2- N—1, k=-m,—m+1,---,0 (4.46)
up = uk =0, k=-m,—m+1,---, M. (4.47)
Seja,
r u(z,t) 9 Pu(z,t — 1)
“= {4_80 0<asn: 0<i<T | Oa® ‘ 480 0<asr; O<t<T 0x® ’ (4.48)
e
C, — 1 e Pu(z,t) r 0*u(z,t) T2 0*u(z, 1) |
24 0<a<m; 0<t<T ot3 8 0<a<m; 0<t<T ot? 8 0<aw<m; 0<t<T ot?
(4.49)
assim, defina uma constante C3 > 0 dada por
Cg = maX{C’l, CQ}, (450)
entao, temos
|ELT; "2 < Cy(A + Axt), 1<j<N-1, 0<k<M-—1 (4.51)

Observagao 4.1.

Entre todos os esquemas de diferencas construidos até aqui, o esquema de diferencas
(4.45)-(4.47) atinge a ordem mais alta do erro local de truncamento. Portanto, o esquema
de diferencas (4.45)-(4.47) € chamado de esquema de diferencas compactas.

No geral, considerando as equagoes (4.27)) e (4.51)) existe uma constante C para tornar

o ELT do método-6 compacto satisfatorio, isto é, temos

ELT(0) = C(At+ Az*), 6e€ {0, —) U (1, 1} : s

C(A#? + Az?), 0 =

Uma combinagao de (4.52)) e a Definigao (4.1)), temos o seguinte resultado.
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Teorema 4.1. O método-0 compacto dado na equagao (2.2) € consistente.

4.2 A Convergéncia do Método- 6

Agora, usando teorema de equivaléncia de Lax, Pode-se obter o seguinte teorema

Teorema 4.2.

Suponha que a solu¢ao u(x,t) da eq. (0.5), suas derivadas em relagio a x e t
suficientemente requlares. Seja {ué“, j=12--- N—1,k=—-m,—m+1,---} a solugao
numérica do esquema totalmente discreto . Além disso, suponha que as suposicoes dos
teoremas 2 ocorra, e ainda, que a condicao de limitacdo é satisfeita,

’ oItk

mu(%t)‘ga 0<j<6,0<k<3,C>0,
e

onde C' € uma constante independente do espaco e do tamanho do passo do tempo. Entao, o
método- 6 € convergente, isto é, a equacao de diferenca admite uma unica solucao satisfatoria

e, além disso, temos para k =1,2---

C(At+ Axt), 0e lo,l) U (1,1] ,

e < 2 2 (4.53)
O(Atz + A{LA), 0= 5
onde,
ek = [ulf - U{C,US - U2k? e 7“?\/—1 - Ullil—l]T
e Uy =u(zj,ty), j=0,1,--- , k=—m,—m+1,--- e

|e¥|| = max |u;C — U]kl
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Experimentos numeéricos

Nesta secao, apresentamos varias experiéncias numéricas para ilustrar a estabilidade e

a convergencia do método numérico proposto.

5.1 Testes de Estabilidade

A estabilidade do método proposto é testada através da resolucao da Eq. (0.5)), isto é,

0 02 0?
au(x, t) = rlﬁu(x, t)+ TQ@U(ZE, t—1), (5.1)

com as seguintes condigoes iniciais e de contorno
w(z,t) = sin(x), —-7<t<0, =z€]l0,7,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>—r.

5.1.1 TIlustracao numeérica dos resultados atuais de estabilidade

Definimos o parametro r; = 1.5, r,, = 1 e 7 = 1. Nesse caso, a solugao de equilibrio

do Problema (0.5 é assintoticamente estavel. Aplicamos o método proposto com § = 0 e
s 1

diferentes etapas para resolver o problema. Primeiro, definimos Az = 10 e At = 30 o que

implica que
1

1
gt (1= 2)(a+8) > g

As solugbes numéricas com as etapas fornecidas sao mostradas na figura (5.1)), conforme

apresentada abaixo.
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O gréfico indica que as solug

concordam com os resultados tedricos do Teorema

Em seguida, aplicamos o método proposto com 6

para resolver o problema. Os resultados numéricos sdo mostrados nas figuras (5.3)-(5.6]),
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respectivamente. Estas figuras mostram que a solu¢ao numeérica é assintoticamente estavel.

E eles confirmam o resultado tedrico no Teorema ((3.2]).

Portanto, de acordo com as imagens apresentadas acima, os estudos referente a

estabilidade do método proposto, estd bem posto.

A x=pi10

¥ A =1100

=15 /
p05F ¥ | 1
Gy r,=1.0 ! 1

A x=pil10
A =1100
=15
T

u(=T)
%
u(xJ ’tk‘

1
Figura 5.4: 60 = 2 7 =1, Estavel
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Figura 5.6: 6 =1, 7 =1, Estavel

5.1.2 Comparacao com o trabalho existente

Em [35], os autores investigaram o modelo (0.5) usando o mesmo método numérico (2.2)).
1
Quando, 0 € {O, 5) ¢ mostrado que o esquema numérico totalmente discreto (2.2)) é

assintoticamente estavel em relacao a solucao de equilibrio, se e somente se,

10 — cos(Ax)
12(1 + cos(Az))(1 — 26)

(a+0b) < (5.2)

O resultado acima é diferente do nosso. Nossa condicao de estabilidade assintética pode ser

reescrita como

1 1

(CL + b) < (1 T COS(AQf))(l _ 29) B 6(1 — 29)

(5.3)



5.1. Testes de Estabilidade 69

Sutraindo o lado direito de (5.2)) do lado direito de (/5.3]), obtemos

1 1 10 — cos(Ax) B — cos(Arx) 0
(1t cos(Aa))(1—20) 6(1—26) 12(1+ cos(Aa))(l—20)  12(1 + cos(Az))(1—20) =

Portanto, a regiao de estabilidade do presente trabalho é menor que a de (5.2).
Apresentaremos um teste numérico para mostrar que o resultado da estabilidade em
1
0 e [O, §> em [35] é questionavel.
No teste numérico, ainda escolhemos o parametro r; = 1.5, 1, = 1 e 7 = 1 para que

a solucao trivial do problema ((0.5)) seja assintoticamente estdavel. Aplicamos o método

1
proposto com # = 0, Ax = 110 e At = T Nesse caso,
1 1
(a +b) = 0.38379236228183 > — = (0.345876148801792,

(1+ cos(Az))(1—20)  6(1— 20)

o que implica que as solugoes numéricas nao sao assintoticamente estaveis de acordo com a

nossa condigao, dada em (5.3)). No entanto, verificamos facilmente que

10 — cos(Ax)

I3+ cos(Aa)) (1 2] = 0497580846087,

(a+b) = 0.38379236228183 <

o que implica que as solugoes numeéricas serao assintoticamente estaveis de acordo com a
condigao (5.2)) em [35].

) , s 1
Agora, aplicamos o método proposto com # = 0, Ax = — e At = — para resolver o

10 66
problema. As solugoes numéricas sao plotadas na Fig. 7. Podemos observar que as solucoes
numéricas nao sao assintoticamente estdaveis. Os resultados confirmaram ainda mais nossas

conclusoes.

Fonte: Wu, Fengyan and Li, Dongfang and Wen, Jinming and Duan, Jingiao, 2018.
Stability and Convergence of compact finite difference method for parabolic problems with

delay, Appl. Math. Comput., Elsevier, vol. 322(C), pages 129-139.
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x 10°°
1.5 T T T T T T
AX=1/10 +© - T=200
At=1/66 +-- T=300
1l r=1.5 T=400 ||
r2=1 .0
0.5F .

u(:,T)

_15 | | | | | |

Figura 5.7: 6 =0, 7 = 1, Instavel

5.2 Testes de Convergéncia

Tentamos mostrar um teste de precisao para a seguinte equacao

9 u(z,t) =r > u(x,t) +r o u(x,t — 1)+ h(x,1) (5.4)
= — T .
ot Yoz 20r2 N Y
com a condi¢do inicial e o termo adicionado h(z,t) = sinz (—e™ +rie” + re” 77

especificado para que a solucao exata seja u(z,t) = e 'sin(x).

Aqui, tomamos os parametros r; = 1, 7o = 0.5, 7 = 0.5 e resolvemos o problema em

[0, 7] x [0, 2] com diferentes tamanhos de etapas espaciais e temporais (A;E = %, At = 1).
m

Consideramos At ~ Axz* se § = 1 e At ~ Az? se § = 3 quando o método da diferenca
compacta (2.2)) é aplicado para resolver o problema. Além disso, também testamos o

problema usando os métodos propostos em [30, B31], onde o método da diferenca finita
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central é aplicado para discretizarar o operador de difusao e o método-6 é aplicado para
discretar o sistema resultante. Os resultados obtidos podem serem encontrados na seguinte

referéncial7].

Em resumo, tais resultados implicam ainda que o método compacto de diferencas finitas

fornece um melhor resultado de convergéncia na direcao espacial, em verdade temos

Tabela 1
Estabilidade e order de convergéncia dos diferentes métodos
1 1

6 e |0, 5) 0 e 5,1 Order de convergéncia

1
Método em [30, BI] (1 —20)(a+b) < ———————  Incondicionalmente estavel 2

1 + cos(Ax)

1 1

Método (2.2 6 +(1—-20)(a+0b) < 15 cos(An) Incondicionalmente estavel 4
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Conclusao

Neste estudo, o método de diferenca finita compacta e o método-6 linear sao aplicados
a equagao teste ((0.5]), resultando no método descrito na equagdo eq , onde neste
investigamos a estabilidade, consisténcia e convergéncia do método numérico totalmente
discreto. Os resultados otbtidos melhoram os de [35]. Também comparamos a estabilidade
do presente método com a do método em [30, BI] e mostramos os resultados na Tabela
1. Embora a regiao de estabilidade do presente método seja menor apenas quando
0 € [O, %), 0 presente método ¢ altamente competitivo, pois fornece um melhor

resultado de convergéncia na direcao espacial, sem aumentar o custo computacional.
Pespectivas futuras

No futuro, esperamos aplicar o método para resolver alguns problemas importantes do
mundo real em ciéncias e tecnologias, por exemplo, os modelos matematicos em [T}, 2], [3].
Acreditamos que o estudo de equacoes diferéncias com atraso, além de inovador, abre um
leque de possibilidades para a construcao de métodos numéricos mais realista, possibilitando

assim, uma melhor aproximacao da solucao exata de EDP’s.
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