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Resumo

Neste trabalho investigamos a multiplicidade de solucoes nao-triviais para a

seguinte classe de problemas

—Au=p(z,u) + f(z), TEQ (1)
u=0, x¢€odf,

onde f € L*(). Tal problema foi tratado em [12], [13]. No primeiro capitulo
desenvolvemos as ferramentas basicas para o restante do trabalho. Definimos o
conceito de género, que é o ponto de partida para um estudo topoldgico dos
dominios que aparecem no decorrer do trabalho. No segundo capitulo, sao
exibidos os primeiros resultados sobre a multiplicidade de pontos criticos para
funcionais simétricos. Demonstramos a versao simétrica do Teorema do Passo
da Montanha, ponto crucial para tratar o problema (1). No terceiro capitulo
noés atacamos (1) utilizando uma série de argumentos auxiliares para controlar o
desvio na simetria do funcional associado ao problema.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais Eliticas; Teoria de Género;

Problema Variacional; Teorema do Passo da Montanha; Funcionais Simétricos.
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Abstract

In this work we investigate the multiplicity of non-trivial solutions for the follow

class of problems given by

—Au=p(z,u) + f(z), TEQ (2)
u=0, x¢€odf,

where f € L?(2). This problem was treated in [12], [13]. In the first chapter we
develop the basic tools for the rest of the work. We define the concept of genus,
which is the starting point for a topological study of the domains that appear
throughout the work. In the second chapter, the first results on the multiplicity
of critical points for symmetrical functionals are shown. We demonstrate the
symmetrical version of the Mountain Pass Theorem, which is crucial for dealing
with the problem (2). In the third chapter we attack (2) using a series of auxiliary
arguments to control the deviation in symmetry of the functional associated with
the problem.

Key-words: Elliptic Partial Differential Equations; Variational Problem; Genus

Theory; Mountain Pass Theorem; Symmetric Functionals.
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Introducao

O desenvolvimento da teoria qualitativa das equacoes diferenciais parciais no
século 20 sofreu um avanco extraordinario com a introducao dos métodos pela
analise funcional nao-linear. Tal fato criou uma nova perspectiva sobre as
equacoes diferenciais originalmente motivadas pela modelagem de problemas

fisicos. Como um exemplo, consideramos a equacao de Poisson
—Au=f(z), z,€Q (3)
u=0, x €,
onde 2 C R™ é um dominio suave. No que segue, vamos considerar a abordagem
variacional do problema (3). Indicamos [4], [7] para um detalhamento completo
da teoria dos espacos de Sobolev e outras abordagens variacionais para problemas
que nao sejam elipticos. Para os resultados em analise funcional nao-linear, ver
[14].
Supondo que f possui condigoes adequadas, dizemos que uma funcao u é uma
solugdo cléssica de (3) se u € C2(Q) N C(Q). Multiplicando (3) por uma fun¢do

teste ¢ € C3°(Q2) e utilizando integragdo por partes obtemos

/Q Vu - Vidz = /Q fodz. (4)

Denotando o espaco de Sobolev W,*(Q) como o fecho de C$°(€2) com respeito a

1/2
g o= ([ 1902) "

dizemos que u é uma solugdo fraca do problema (3) se u € W, *(Q) e satisfaz (4).
Fixando E = W,*(Q), defina

I(u) = / (5IVuf — fu)ds. (5)

norma
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O funcional I é diferenciavel no sentido de Fréchet em F, e possui derivada dada
por

I'(u)p = /Q (Vu- Ve - fo)de (6)

para ¢ € E. Portanto u é um ponto critico de I se, e somente se, u ¢ uma solugao

fraca do problema (3).

Existem dois métodos principais para se obter pontos criticos de funcionais.
O primeiro é a generalizacao da teoria de Morse para o contexto das equagoes
diferenciais. O segundo método, que serd abordado nesta dissertacao, é a
chamada teoria minimax. A teoria surgiu com o trabalho de Ljusternik e

Schnirelman [10].

Em linhas gerais, o método consiste em caracterizar o valor critico ¢ de um
funcional I como um valor minimax sobre uma classe apropriada de conjuntos S,

onde

o= ket "

Em cada situacao a escolha do conjunto S deve levar em conta a natureza

topoldgica dos conjuntos de nivel de I numa vizinhanca da pré-imagem de c.

O primeiro, e mais impactante, resultado minimax é o Teorema do Passo da
Montanha provado por Ambrosetti e Rabinowitz em [1]. O enunciado do teorema
envolve uma condicao de ”compacidade” para o funcional I, que é recorrente na
teoria. Se FE for um espaco de Banach, dizemos que uma sequéncia w,, C F
satisfaz a condigao de Palais-Smale (a qual vamos denotar por (PS)) para um
funcional I € C'(E,R) se I(u,,) é limitada e I'(u,,) — 0, quando m — oo,
implicam que u,, possui uma subsequéncia convergente. De fato, A condicao
(PS) implica que K. = {u € E|I(u) = ce I'(u) = 0} é um conjunto compacto
para todo ¢ € R. Varios exemplos em que a condigao (PS) é satisfeita podem

ser encontrados em [12], [14].

Agora, vamos enunciar o Teorema do Passo da Montanha. Denotaremos por

B, a bola aberta em FE de raio r centrada na origem e 0B, o seu bordo.

Teorema 0.0.1. Seja E um espaco de Banach real e I € C*(E,R). Supondo que
I satisfaz (PS), 1(0) =0,

(I1) existem constante p,a > 0 tal que I|pp, > a,



(1) existe e € E\OB, tal que I(e) < 0. Nessas condigoes, I possui um valor

critico ¢ > « que pode ser dado por

¢ = inf max I(u),
g€l uegl0,1]

onde

['={g € C([0,1], E)|g(0), 9(1) = e}.

A demonstracao do teorema passa pelo Lema da Deformacao (Lema ?7 do
Apéndice), um argumento recorrente para provar a existéncia de pontos criticos
para funcionais. FExiste uma outra versao basica do Teorema do Passo da
Montanha devido a Willem, ver [14].

Esta dissertagao esta dividida da seguinte maneira:

No capitulo 1, estudaremos a Teoria de Geénero, criada por Krasnoselski em
[9]. A idéia principal é criar uma ferramenta para medir o ”tamanho” de conjuntos
simétricos e mostrar as propriedades necessarias para o desenvolvimento posterior
da teoria variacional. Neste capitulo, vamos exibir alguns resultados de natureza
topologica.

No capitulo 2, utilizando a Teoria de Género, vamos obter o resultado bésico
sobre multiplicidade de pontos criticos para funcionais I € C'(E,R), onde
os pontos criticos serao obtidos como valores minimax sobre de uma classe
apropriada de subconjuntos A C E. O resultado bésico foi provado em [10].

Uma primeira aplicagao serd dada ao problema de autovalor
—Au =Xp(x,u), x€Q, (8)
u=0, x €I,
onde 2 C R™ é um dominio limitado cujo bordo é uma superficie diferenciavel, e a
funcao p satisfaz certas condigoes de crescimento que serao explicitadas a frente.
Apoés este preludio, vamos enunciar e demonstrar o principal resultado sobre
multiplicidade de pontos criticos para funcionais simétricos, a versao simétrica

do Teorema do Passo da Montanha. Em seguida, vamos exibir uma aplicagao ao

problema semilinear
—Au =p(z,u), z€Q 9)
u=0, x €I,



Onde €2 um dominio suave, e a funcao p satisfaz certas condicoes de crescimento

que serao explicitadas a frente.

No capitulo 3, vamos tratar sobre uma perturbagao no problema semilinear

dada por

—Au =p(z,u) + f(x), x€
u=0, x €,

onde f € L*(Q). Tal problema foi tratado em [12], [13]. A presenga do termo
f(z) quebra a simetria do funcional associado ao problema e ele nao seré par.
Neste caso, nao sera possivel utilizarmos de maneira direta a versao simétrica
do Teorema do Passo da Montanha. Entretanto, vamos mostrar que é possivel
exibir uma infinidade de pontos criticos para o funcional associado ao problema,
e portanto uma infinidade de solugoes. Construiremos um funcional auxiliar que
possui um controle no desvio da simetria e que possui os mesmos pontos criticos
do funcional original. Apds isso, vamos aplicar a versao simétrica do Teorema
do Passo da Montanha ao funcional auxiliar e obter estimativas utilizando uma
sequéncia auxiliar de valores minimax. O argumento final mostrard a sequéncia
desejada de valores minimax, e utilizando uma desigualdade entre os valores

minimax obtidos, vamos obter uma contradi¢ao que prova o resultado.

No Apéndice A, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos, que

foram utilizados durante toda a dissertacao.



Capitulo 1

Teoria de género

Neste capitulo vamos desenvolver as ferramentas basicas para obter os resultados
sobre multiplicidade de pontos criticos para funcionais diferencidveis. Vamos
definir um conceito chamado género desenvolvido por Krasnoselski [9] para medir
o "tamanho”de um conjunto simétrico, isto é, um conjunto invariante por um

grupo de simetrias. Utilizaremos uma defini¢ao equivalente devido a Coffman [5].

Definicao 1.0.1. Seja E um espa¢o de Banach e ¥ a familia de conjuntos
A C E\{0} tal que A ¢é fechado em E e simétrico em relagao a origem, isto
é, x € A implica —x € A. Se A € X, definimos o género de A como n, denotado
por ¥(A) = n, se existe um mapa ¢ € C(A,R"\{0}) e n é o menor inteiro
com esta propriedade. Quando nao existe tal nimero n, definimos v(A) = oo e

(D) = 0.

Exemplo 1.0.1. Suponha que B C E € fechado e BN (—B) = 0. Seja
A= BU (—B) e defina

(x)— 1 sex € B
PI=Y 21 sexe —B.

Entao v(A) =1 pois ¢ € C(A,R\{0}).

Observagao 1.0.1. Se A € ¥ e y(A) > 1, entao A contém infinitos pontos
distintos. Caso contrdrio, se A possuisse um numero finito de pontos, poderiamos

escrever A = B U (—B) como no exemplo (1.0.1) e portanto y(A) = 1.

Exemplo 1.0.2. Sen > 1 e A € homeomorfo a S™ por um mapa impar, entao

v(A) > 1. Caso contrdrio existiria um mapa ¢ € C(A,R\{0}) com ¢ impar.

5



Escolha x € A tal que p(x) > 0. Assim, p(—z) < 0 e pelo Teorema do Valor
Intermedidario ¢ deve ser anular em algum ponto sobre o caminho em A que liga

xr e —x, 0 que € uma contradi¢ao.

A préxima proposicao lista as principais propriedades do género de um

conjunto.

Proposicao 1.0.1. Sejam A,B€ X ed >0 e Ns(A) ={z € E||lxr — A|| <6} a

vizinhanca de A em relacao a um raio 6. Entao

1. Sex #0, entao y({z} U {—=x}) =1.

2. Se existe um mapa impar f € C(A, B), entao v(A) < v(B).

3. Se A C B, entao v(A) < v(B).

4 1(AUB) <7(A) +~(B).

5. Se A € compacto, entio v(A) < 0o e existe § > 0 tal que y(Ns(A)) = ~v(A).

Demonstragao. O item 1 é um caso especial do Exemplo (1.0.1). Para provar
os itens 2-5 vamos assumir que y(A),v(B) < oo, os demais casos sao triviais.
Para provar o item 2, suponha que v(B) = n. Assim, existe uma funcao
¢ € C(B,R"\{0}) e portanto 7(A) < n = y(B). Para provar o item 3, basta

escolher f = id no item 2.

Para o item 4, vamos assumir que v(A) = m e (B) = n. Portanto existem
mapas impares ¢ € C(A,R™{0}) e v € C(B,R"\{0}). Pelo Teorema da
Extensdo de Tietze [6], existem mapas ¢ € C(E,R™) e ¢ € C(E,R™) tais
que pla = p e 1&|B = 1. 'Trocando gb,iﬂ por suas partes impares, podemos
assumir que (1) sdo funcdes fmpares. Assim, defina f(z) = (@(2),1(x)).
Portanto f € C(A U B,R™™\{0}) é também uma funcdo impar, e portanto
YAUB) < m+n=1(4) +1(B).

Para o item 5, para cada z € A, defina r(z) = i|z| = r(-=z) e

T, = By@)(x) U Byg)(—x). Portanto v(7,) = 1 pelo Exemplo (1.0.1). Assim

A C U,ea Ty e pela compacidade de A, A C U';eA T, para algum conjunto finito

de pontos xq,- -+, xx, e portanto y(A) < oo pelo item 4. Se v(A) = n, existe um



mapa ¢ € C(A,R™\{0}), com ¢ impar. Extenda ¢ a uma func¢ao impar ¢ como
no item 4. Como A é um conjunto compacto, existe um 6 > 0 tal que ¢ # 0 em
Ns(A). Assim, temos por um lado que y(Ns(A4)) < n = y(A), mas pelo item 3
v(A) < v(Ns(A)), e assim temos a igualdade.

]

Observacao 1.0.2. Uma consequéncia da ultima proposicao € a sequinte: se
v(B) < o0, entio y(A\B) < v(A) —y(B). De fato, como A C A\B U B entdo

basta combinar os itens 3 e 4 da Proposi¢ao (1.0.1).

O préximo resultado calcula o género de uma classe importante de conjuntos.

Proposicao 1.0.2. Se A C E, Q C R¥ é uma vizinhanca de 0 e existe um mapa
h e C(A,09), com h um homeomorfismo impar, entao v(A) = k.

Demonstragao. Claramente v(A) < k. Se y(A) = j < k, existe um mapa
fmpar ¢ € C(A,R’\{0}). Portanto ¢ o h~! é um mapa fmpar e pertence a
C(09,R\{0}), o que é uma contradi¢ao com o Teorema de Borsuk-Ulam (8], j&
que k > j. Portanto y(A) = k. a

Proposicao 1.0.3. Seja X um subespaco de E de codimensao k e A € ¥ com
v(A) > k. Entao AN X # 0.

Demonstracao. Vamos decompor £ =V & X com V um espaco de dimensao k
complementar a X em E, e P a projecao de E sobre V. Se AN X = (), entao
P € C(A,V\{0}) e P é um mapa ifmpar. Assim, pelo item 2 da Proposigao
(1.0.1), v(A) < y(P(A)). Agora, vamos considerar a projegao radial de P(A)
sobre 0B, NV, a qual define um outro mapa continuo e impar. Assim, utilizando
o argumento mais uma vez temos y(A) < y(P(A)) < v(0B; NV) = k pela

Proposi¢ao (1.0.2), o que é uma contradicao. ]



Capitulo 2

Multiplicidade de pontos criticos
para funcionais simétricos

Neste capitulo vamos desenvolver as principais técnicas de minimax para obter
a existéncia de multiplos pontos criticos de funcionais que sao invariantes sobre
um grupo de simetrias. Mais especificamente, seja E um espaco de Banach real,
G grupo de transformagoes que leva E em E e I € C'(E,R). Dizemos que I é
invariante sobre G se I(gu) = I(u) para todo g € G e u € E. O exemplo simples
e que sera usado multiplas vezes durante o decorrer dos préximos capitulos é o
seguinte: suponha que [ é par, isto é, I(u) = I(—u) para todo v € E. Entao I é

invariante sobre § = {id,-id} = Zo.

2.1 Funcionais restritos

Utilizando os fundamentos da teoria de género, vamos obter o primeiro resultado
de multiplicidade para funcionais simétricos devido a Ljusternik e Schnirelmann

[10], que provaram o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Se I € CY(R"™,R) é um funcional par, entio I|sm-1 possui pelo

menos m pares distintos de pontos criticos.

Demonstracao. Para E =R" e 1 < n, defina
v, ={AeSAcCS"en(A) > j}. (2.1)
Esta familia de conjuntos possui as seguintes propriedades

8



Ly#01<j<n
2. Monotonicidade: 71 D Y2 D+ D Vn.

3. Invaridancia: Suponha que ¢ € C(S"1 S"7!) é um mapa fmpar. Entao

© 1y =, isto é, p(A) € v; sempre que A € ;.
4. Excisao: Se A € ;e B € ¥ com y(B) < s < j, entdao A\B € 7;_s.

O item 1 segue da Proposicao 1.0.1 com Q = S*~1. O item 2 segue diretamente da
definigao. O item 3 é uma consequéncia direta do item 2 da Proposi¢ao (1.0.1),

e o item 4 segue da Observacao 1.0.2.

Defina

o <i<n .
cj Agﬁjglgj{](u), 1<j<n (2.2)

Pela monotonicidade dos conjuntos v;, é claro que ¢; < --- < ¢,,. Vamos mostrar
que ¢; ¢ um valor critico de I|gn—1. Este fato em si nao é suficiente para provar
o Teorema 2.1.1 pois alguns dos valores minimax podem coincidir com um tnico
ponto critico. A préoxima proposi¢ao juntamente com a Observagao 1.0.1 mostra

que oS c;-s sao valores criticos, e que existem pontos criticos o suficiente. Observe
que I|g,—1(uw) = I'(u) — A, onde A = (I'(u),u).

Proposigdo 2.1.1. Se ¢; = -+ = ¢j4p = ¢, ¢ K, = {x € S"VI(z) =
¢ elll, i (x) =0}, entdo v(K.) > p+1.

A~

Demonstrag¢ao. Suponhamos que v(K.) < p. Entao pelo item 5 da Proposigao
1.0.1, existe um & > 0 tal que v(Ns(K,)) < p. Portanto se N := Ny(K,) N S*,
entdo pelo item 3 da Proposicao (1.0.1), 7(]\7) < p. Utilizando o Lema da
Deformagao com © = intN e £ = 1, existe um € € (0,1) e uma funcao

n € C([0,1] x S*71,S"7!) com 7(t,u) impar em u e satisfazendo
n(1, Achs\N) - Acfs- (2.3)

Escolha A € 7;_, tal que max, I < c+¢. Pela propriedade de Excisao temos que

A\N € 7;, e pela propriedade da Invariancia temos n(l,A\N) € ;. Portanto
por (2.3) e pela defini¢ao de c,

c< max I <c-—e¢,
n(1,A\N)

9



o que é um absurdo.

O

Observacao 2.1.1. Os valores minimaz c; podem dar uma outra caracterizacao

mais geométrica sendo dados por
¢; = inf{r € Ry(4,) > j}. (2.4)

Portanto os valores ¢; sio os nimeros em que os conjuntos A, mudam o género.
De fato, defina o lado direito de (2.4) como ¢;. Ser > ¢;, ’y(flT) > A, e
¢; <max/I =r. (2.5)
Ay
Portanto (2.5) mostra que ¢; < ¢;. Se ¢; < ¢j, defina ¢ = (¢; +¢;)/2. Entao
existe um A C A, tal que max, I < c. Portanto v(A.) > v(A) > j mas ¢ <G, o

que € uma contradicao. Logo ¢; =¢;.

Vamos mencionar uma generalizagao para dimensao infinita do Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.2. Seja E um espaco de Hilbert de dimensdo infinita e I €
CY(E,R) um funcional par. Suponha que r > 0, I|pp, satisfaz (PS) e I|sp,

¢ limitado inferiormente. Entao I|pp, possui infinitos pares de pontos criticos.

Demonstragdo. Defina os conjuntos 7; como em (2.1) para j € N com S*!
substituido por 0B,. Estes conjuntos ainda satisfazem as propriedades 1-4 do
Teorema 2.1.1. Defina os valores minimax por

¢; = inf supI(u). jeN (2.6)

A€l yeA
Como I|jp ¢ limitado inferiormente, entao ¢; > —oo. Além disso (PS) implica
que K, = {u € dB,|I(u) = ce I|sp, = 0} é um conjunto compacto para todo
¢ € R. Com estas observacoes e utilizando o argumento da Proposicao 2.1.1 prova

o teorema de maneira similar. OJ
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2.1.1 Um problema de autovalor

Vamos mostrar uma aplicacao do Teorema 2.1.1 que exibe multiplicidade de
pontos criticos na presenca de simetria para o funcional associado ao problema.

Considere o seguinte problema de autovalor

—Au =Xp(x,u), x€Q, (2.7)
u=0, x €I,

onde 2 C R™ é um dominio limitado cujo bordo é uma superficie diferencidvel.

Durante o resto da secao a funcao p vai satisfazer as condig¢oes abaixo
(pl) p(xag) € O(ﬁ X Ra R)

(p2) Existem constantes a1, as > 0 tais que

p(z, )] < a1 + azl¢f°

onde 0 < s < (n+2)(n—2)"'sen>2.

(ps) &p(x,§) > 0 se £ #0
(ps) A fungado p(z, &) é impar em ¢.
Seja B =W,”? ¢ u € E. Defina

I(w) = — /Q P(e, u)dz. (2.8)

Assim I € CY(E,R) e I é um funcional par, isto é, I(u) = I(—u). Se u for um

ponto critico de [|yp, entao

I'(u)p — p(u, ) =0=— /Qp(x, u)pdr — ,u/QVu - Vdz (2.9)

para todo ¢ € E. Escolhendo ¢ = u e usando (p3) temos

p=1I"(u)u=— / p(x, u)udr < 0.
0

Portanto u é uma solugao fraca do problema (2.7) com A = —p~ !  Assim,
gostariamos de aplicar o Teorema 2.1.1 para obter solugoes fracas do problema
(27) em aBl

Para aplicar o Teorema (2.1.1), observe que pela Proposi¢ao 1.0.1 do Apéndice,

I é fracamente continuo, isto é, u,, — u implica I(u,,) — I(u). Isto implica que
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I|sp, ¢ limitado inferiormente. Caso contrério, existe uma sequéncia (u,,) C 0B,
tal que I(up,) < —m. Como (u,,) é limitada, ela possui uma subsequéncia
convergindo fracamente para u € B;. Assim I(u,,) — I(u) = oo, o que é um
absurdo pois I € C'(E,R).

Para verificar a condigao (PS), seja (u,) uma sequéncia em 0B; tal que

(I(un,)) € limitada e I,z — 0 quando m — oo, isto é
Iy, (Um) = I'(tm) — (I'(tn,) )l — 0. (2.10)

Como (u,,) é limitada em E, e o funcional I’ é compacto, entdo alguma

subsequéncia de u,, converge fracamente para algum u € F e
I'(tp) = I'(uw) — (I'(w)u)u = 0.

Como [ é fracamente continuo, entao I(u,) — I(u). Se I(u) # 0, por (ps3),
u # 0. Logo I'(u)u # 0 e I'(up)u, # 0 para m suficientemente grande.

Consequentemente (2.10) mostra que
U = (I () tm) ™ (Lo, (um) — I ()

possui uma subsequéncia convergente. Entretanto, se I(u) = 0, a sequéncia (u,,)
nao necessariamente possui uma subsequéncia convergente. De fato, o argumento
acima mostra que qualquer sequéncia (u,,) que é fracamente convergente para 0
satisfaz I(um) — 0 e I[p, (un) — 0 mas (u,,) ndo necessariamente possui uma

subsequéncia convergente.

Portanto, o que mostramos é I|yp, satisfaz (PS)i,c para todo ¢ # 0, onde
(PS)ioe esta definido no Apéndice. Além disso, (PS), ¢ tudo que precisamos
para a provar do Teorema da Deformacao. Portanto o Teorema 2.2.1 também
é valido com a hipétese (PS) substituida por (PS),. para cada c¢; definido por
(2.6). Para aplicar o Teorema (2.2.1) para o problema (2.7), usando as observagoes
feitas acima, precisamos apenas provar que ¢; < 0 para todo j. Isto ¢ imediato a

partir de (p3) e (2.6). Assim provamos que

Teorema 2.1.3. Se p satisfaz (p1),(p2), (ps)e(ps), entdo o problema (2.7)

possui uma sequéncia de pares distintos (Mg, £u) em R x 0B,, onde \;, =
— (" (u)ur)

12



Corolario 2.1.1. ¢; = I(ux) — 0 quando k — 0.

Demonstracao. Sejam 0 < \; < --- < )\, < --- o0s autovalores do problema

—Av =\, x €,

v=0, xe€&d,
e vy, Vg, ... as autofungoes correspondentes normalizadas com |[vg|| = 1. Defina
E), = span{vy, ..., v} e Eif o seu complemento ortogonal. Pela Proposicao 1.0.3,

se A € i, entao AN EL | # 0. Assim

supl > inf I,

A Ei- NOB,
e portanto
¢y > inf I (2.11)
Ei- NOB,

Agora, observe que por (ps)

/ P, u)|de < /(allu\ + aslu[*V)dz < as]ul
Q

o Tasllullze  (212)

Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Teorema 1.0.2 do Apéndice)

obtemos

a 1-a
el zeor gy §a8</Q\Vu‘2d:c) (/Quzdx) =l (213)

para todo u € E onde 2a = n(s — 1)(s + 1)7'. Além disso, se u € E,
/ udr < )\kl/ |Vul*dz, (2.14)
Q Q

—1/2
lull 22y < Mg 2], (2.15)

o que implica

Utilizando as estimativas (2.12),(2.13) e (2.15) temos

||U||3Lﬁ1 ©) §043||u||“(5+1)” ||(1—a)(s+1)

§043HU“(1(8+1)>\]€(1/2)(1 a)(s+1) ‘1 a)(s+1)

[l
:as)\];(l/Z)(l—a)(S-H) HuHs—H

Cl{s)\];(1/2)(1—a)(5—i—1).
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Assim, pela definicao de I e combinando as estimativas acima temos

11 () :‘/S)P(:c,u)dx‘ S/Q\P(:c,u)]daz

ztil(g) + ad”uHLZ(Q)

<as||u|

Como u € Ef ; N 9By, entdo
I(w)] < ag(A\g U2 4012 (2.16)

Utilizando o fato que A\ — oo quando k — oo, (2.6),(2.11),(2.12) e 2.16 mostram
que I(uy) — 0 quando k — oc. O

2.2 Funcionais nao-restritos: a versao simétrica
do teorema do passo da montanha

Nesta se¢ao vamos provar o resultado chave sobre multiplicidade de pontos criticos
para funcionais simétricos, e em seguida exibir uma aplicacao a um problema
semilinear. O resultado abaixo é uma generalizacao do celebrado Teorema do
Passo da Montanha [1].

Teorema 2.2.1. Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita e I €
CHE,R) um funcional par satisfazendo as condi¢oes de Palais-Smale, com
I(0)=0. Se E=V ® X, onde V € de dimensao finita, e I satisfaz

(I1) existem constantes p,a > 0 tais que I|op,nx > a;

(I3) para cada subespaco de dimensao finita E C E, existe um R = R(E) tal que
I <0 em E\Bpp;

entao I possui uma sequéncia nao limitada de valores criticos.

Vamos introduzir uma sequéncia de familias de conjuntos I',, e uma sequéncia
correspondente (c,,,) de valores criticos de [ serda obtida tomando um valor
minimax de [ sobre cada I';,,. Um argumento separado ira mostrar que a sequéncia
(¢m) € nao limitada.

Suponha que V' possui dimensao k e V' = span{ey,--- ,e,}. Para m > k,

escolha indutivamente e, 1 ¢ span{ey,--- ,e,} := F,. Defina R,, = R(E,,) e
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D,, = Bg,, N E,,. Seja
G :=1{h € C(D,,, E)|h é tmpar e h(u) = u se u € dBg,, N E,,}. (2.17)
Observe que id € G, para todo m € N, e portanto G,, # ). Defina

Dy = {h(Du\V)|h € Gy = .Y € T e 4(Y) < m — j}. (2.18)

A préxima proposicao mostra que estes conjuntos I'; satisfazem condicoes

como no Teorema (2.2.1)

Proposicao 2.2.1. Os conjuntos I'; possuem as sequintes propriedades:

1. T'; # 0 para todo j € N.
2. Monotonicidade: I'j 11 CT';.

3. Invariancia: Se p € C(E,E) é um mapa impar, e ¢ = id em OBg, N E,,
para todo m > j, entao ¢ : I'; — T';.

4. Bxcisio: Se Bel;, Ze€ X, ey(Z) <s<j, entdio B\Z € T';_;.

Demonstracdo. Para provar o Item 1, observe que id € G,, para todo m € N e
portanto I'; ¢ () para todo j € N. Se B = h(D,\Y) € iy, entaom > j+1 > j,
heGnYeXeyYy)<m-—(j+1) <m—j. Portanto B € I'; e isso prova
o Ttem 2. Para provar o Item 3, suponha que B = h(D,,\Y) € T; e ¢ satisfaz
as condicdes acima. Portanto ¢ o h € Gy (D \Y) = ¢(B) € I';. Para provar o

Item 4, defina novamente B = h(D,,\Y) € I';, Z € ¥ com y(Z) < s < j. Vamos

provar que

B\Z = h(D,\(Y Uh—(2))) (2.19)

Assumindo (2.19), observe que como h ¢é impar, continua e Z € X, entao

h=Y(Z) € ¥. Portanto Y Uh™!(Z) € ¥ e pelas propriedades do género temos

VY URNZ)) <9(Y) +(hH(Z)) (V) +9(2)

<m—j+s=m—(j—s).
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Portanto B\Z € T';_,. Para provar (2.19), suponha que b € h(D,,\(Y Uh™'(2)).
Entao b € h(D,,\Y)\Z C B\Z C B\Z. Portanto

be h(D\(Y Uh™Y(Z))) c B\Z. (2.20)

Por outro lado, se b € B\Z, entao b = h(w) onde

w € D, \Y\h ' (Z) C D,,\(Y Uh™1(Z)). (2.21)
Comparando (2.20)-(2.21) e usando o fato que h é continua, obtemos (2.19). O
Agora, vamos definir os valores minimax como

cj = Buellfj max I(u), jeN (2.22)

Vamos mostrar que se j > k, onde k = dim V, entao ¢; ¢ um valor critico de 1.

A préxima proposicao vai nos auxiliar a provar uma estimativa chave a frente.

Proposicao 2.2.2. Se j >k e B €1, entao
BnNnoB,NX #0. (2.23)

Demonstragio. Defina B = h(D,,\Y) onde m > j e v(Y) < m — j. Seja
O = {z € D,|h(z) € B,}. Como h é fmpar, entdo 0 € O. Seja O a componente
de O que contém 0. Como D, é limitado, O é uma vizinhanga simétrica (com
respeito a origem) de 0 em E,,. Portanto pela Proposi¢ao (1.0.2), v(00) = m.
Afirmamos que

h(00) C 0B,. (2.24)

Assumindo (2.24), defina W = {z € D,,|h(z) € 0B,}. Portanto (2.24) implica
que W D 00. Utilizando o Item 3 da Proposic¢ao (1.0.1), temos v(W) = m e pela
Observacao (1.0.1), y(W\Y) > m — (m — j) = j > k. Portanto utilizando o Item
2 da Proposicao (1.0.1), y(h(W\Y)) > k. Como X possui codimensio k, entdo
pela Proposicio (1.0.3) temos A(W\Y) N X # §. Como h(W\Y) C (BN aIB,),

entao (2.23) é verdadeira.

Resta apenas provar (2.24). Observe que pela escolha de R,,, I < 0 no
conjunto E,,\Bg,,. Como m > k, entdao 0B, N X N E,, # (. Portanto por
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(I1), temos I|sp,nxnE, = @ > 0. As duas estimativas para / mostram que
R,, > p. Para verificar (2.24), suponhamos que € 90 e h(x) € B,. Se x € D,,,
entdo existe uma vizinhanca N de z tal que h(N) C B,. Logo = ¢ 00. Assim
r € 9D, (com o bordo relativo a F,,), mas observe que em 0D,,, h = id.
Consequentemente se © € 0D,, e h(z) € B,, entao ||h(z)|| = ||z]| = R < p, 0

que é um absurdo pelo o que provamos acima. Portanto (2.24) é verdadeira. [J

Corolario 2.2.1. Se j > k, entdo ¢; > a > 0.

Demonstragao. Se j > k e B € I';, (2.23) e a hipétese (I]) implicam que
max,ep [ (u) > a. Portanto pela definigao (2.22), ¢; > a. O

A préxima proposicao mostra que ¢; é um valor critico de I para j > k. Além

disso, temos um resultado sobre a multiplicidade de valores criticos degenerados.

Proposi¢ao 2.2.3. Se j > k, K. = {u € E|I(u) = cel'(u) = 0} e
cj = =cjip=c, entao y(K.) > p+ 1.

Demonstracao. Como I(0) = 0 e ¢ > « pelo Corolario (2.2.1), entdo 0 ¢ K.
Portanto K. € X e por (PS), K. é um conjunto compacto. Se v(K.) < p,
entao pelo Item 5 da Proposigao (1.0.1) existe um 6 > 0 tal que v(Ns(K,)) < p.
Usando o Teorema da Deformagcao com O = Ns(K, e € = /2, existe um ¢ € (0,¢)

en: Ex|0,1] - E continua tal que 7(1,-) é impar e
n(1,Ac+:\O) C A, (2.25)
onde Ay = {u € E|I(u) < M}. Escolha B € I';, tal que

< . .
max I(u)<c+e (2.26)

Pelo Item 4 da Proposigao (2.2.1), B—\O € I';. A defini¢ao de R,, mostra que
I(u) < 0 para u € 0Bg,, N E,, para qualquer m € N. Portanto novamente o
Teorema da Deformacao e a escolha de € implicam que 7(1,-) = id em 0Bg, NE,,
para cada m € N. Portanto n(1, B\O) € I'; pelo Item 3 da Proposicao (2.2.1). A
defini¢ao de ¢; e (2.25)-(2.26) implicam
max [ <c-—g¢,
n(1,B\0)

o que é uma contradicao. O]

17



A préxima proposicao completa a prova do Teorema 2.2.1.

Proposicao 2.2.4. ¢; — oo se j — oo.

Demonstracao. Pelo Item 2 da Proposigao 2.2.1, ¢;y1 > ¢;. Suponhamos que a
sequéncia (c;) é limitada. Entao ¢; — ¢ < oo quando j — oco. Se ¢; = € para
Jj suficientemente grande, a Proposi¢ao 2.2.3 implica que v(Kz) = co. Por outro
lado (PS) implica que Kz é um conjunto compacto e portanto y(Kz) < oo pelo

item 5 da Proposigao 1.0.1. Portanto ¢ > ¢; para todo j € N. Defina
K ={u€ E|cps1 < I(u) <cel'(u) =0}

Novamente utilizando (PS) temos que X é um conjunto compacto e o Item
5 da Proposigao (1.0.1)

Y(Ns(K)) = v(K) = ¢q. Seja s = max(q,k + 1). Utilizando o Teorema da
€

implica 7(X) < oo. Assim, existem § > 0 tal que

Deformagao com ¢ = ¢, t—cse O = Ns(XK)nos dd um ¢ > 0 e uma fungao n

tal que
77(17 AE+5\O) - AE—E- (2'27>

Escolha j € N tal que ¢; >¢—¢ce B € I'j;, tal que
mgx[ <c+e. (2.28)

Argumentando como na prova da Proposicao 2.2.3 temos novamente que B—\O e
n(1, B\O) estdao em T';, dado que n(1,- = id) em dBg,, N E,, para todo m > j.
Mas I < 0 em 0Bgr, N E,, paratodom e Ne¢—2 =c¢s > ¢xr1 > a > 0 pelo
Corolario 2.2.1. Assim, (1, B\O) € T; e por (2.27)-(2.28) e pela escolha de ¢;,

¢; < max [ <c—e<ygy,
n(L,B\0)

o que é uma contradi¢ao. Isso encerra a prova do teorema. O

Observagao 2.2.1. Se E possuir dimensao finita, o resultado do Teorema 2.2.1)

também € verdadeiro e nos diz que I possui pelo menos dim X pontos criticos.
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2.2.1 Um problema semilinear

Vamos mostrar uma aplicacao da versao simétrica do Teorema do Passo da

Montanha ao problema semilinear dado por

—Au =p(z,u), z€Q (2.29)
u=0, x €N,

onde €2 um dominio limitado em R™ cujo bordo é uma superficie diferenciavel.
Durante o resto da secao a funcao p vai satisfazer as condig¢oes abaixo:
(p1) p(z,§) € CAXR,R)

(p2) Existem constantes aj,as > 0 tais que

p(z, &) < a1 + axfé]®

onde 0 < s < (n+2)(n—2)"'sen>2.
(p4) Existem constantes p > 2 e r > 0 tais que para || > r,

0 < puP(z,6) <&p(z,€)

onde P(z,§) = f[fp(x,t)dt.
(ps) A funcado p(z, &) é impar em ¢.

Teorema 2.2.2. Suponha que p satisfaz (p1), (p2), (ps), (p5). Entdo (2.29) possui

uma sequéncia nao-limitada de solugoes fracas.

Demonstracio. Seja E = W,?(Q) = C3°(Q) com respeito a norma

1/2
||U||W01v2(9) = (/Q|VU|2diE> . (2.30)

I(u) = /Q <%|Vu|2 — P(w,u))dw

o funcional associado ao problema (2.29). Pela Proposi¢ao (1.0.1) do Apéndice,
I € CY(E,R). Para provar (PS), vamos utilizar a Proposic¢ao (1.0.2) do Apéndice.

Assim, para verificar (P.S), precisamos mostrar que |I(u,,)| < M, pois I'(u,,) — 0
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implica que (u,,) é uma sequéncia limitada. Para m suficientemente grande e

utilizando u = u,,, T = p~'p(z,u)u — P(x,u) na definigao do funcional temos

11
Mt 2 1) = Pl = (5 == )l + / Tdx
Q

1 1
z(— - —> |2 +/ Tdx + / Tdz.
2 {zeQu(z)>r) {zeQu(z)<r}

Por (p4), (27 — ') > 0 e o primeiro termo na integral de T é positivo. O
segundo termo é limitado por uma constante independente de m. Isso prova que
(Uy,) é limitada em E.

Agora, observe que pela definigdo do funcional I(0) = 0, e claramente a
condigao (ps) implica que I é par. Para provar a condicao (I) para I, observe

que por (p4)
t? 5
I(tu) == [ |Vul*de — | P(x,tu)dx
2 Ja Q
2
<l = k[ Jul 4 kol > —o0
Q

quando ¢t — oo. Portanto existe um Ry > 0 tal que I(u) < 0 se u € Ej\Bg,,
e isso prova a condi¢do (I3). Assuma que [ também satisfaz ([;). Entao o
Teorema (2.2.1) implica que I possui uma sequéncia nao-limitada de valores

criticos ¢, = I(ug), onde u ¢ uma solucao fraca de (2.29). Como I’ (uy)uy = 0,

entao
! 1 2
0= TI"(up)uy = / (—]Vuk| — P(as,uk)>da:, (2.31)
qQ \2
e portanto .
/ ~|Vug|*dr = / P(x,u)dz. (2.32)
Q2 Q
Assim, temos que
1
I(ug) = / (—p(w,uk) — P(x, uk)>dx — 00 (2.33)
Q \2

quando k& — oco. Portanto por (2.32)-(2.33) e por (p4), a sequéncia (uy) deve ser
ilimitada em E e em L>(2).

Para verificar (I7), sejam 0 < Ay < --- < A, < -+ os autovalores de

—Av=\v, z€f,
v=0, =z €&,
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e vy, vq,... as autofungbes correspondentes normalizadas com [jvg]| = 1. Seja
V = By = span{vy,..., v} e X = V=+. Seja u € B,N Ej-. Entdo por (ps) temos

que

/ |P(z,u)|dx < /(a1|u| + aglul"™)dr < asl|u
Q Q

Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos

a l1—a
iy < m(/g\Vu\zda:) (/QUQda:> = arllul*llulllzty,  (235)

para todo u € E onde 2a = n(s — 1)(s + 1)71. Além disso, se u € E,

I

—1/2
ull 22y < Ay illull- (2.36)

Utilizando as estimativas (2.34) e (2.35) temos

s als 1—a)(s+1
Il gy <arlluf S ful G (2.37)

§a7"uHa(s+1))\]:(1/2)(1*a)(8+1) HuH(l—a)(erl)
—a )\—(1/2)(1—a)(5+1)” ||s+1

—az); (1/2)(1- a)(8+1)ps+1

Pela definicao de I temos que
1
I(w) = / (519 — Pla.u))de. (2.38)
q \2

Substituindo as estimativas (2.34)-(2.36)-(2.37) em (2.38) temos

1
I(u) 2/ ~|Vul|? — ag/ lu[*dz — ag
Q2 Q

1 (1-a)(s+1)/2 s+1

>2P —a )‘k+1 P —as
_ p2<; ar AL D2 e a6>.
Escolha p = p(k) tal que o coeficiente de p® seja ;. Assim temos
I(w) > 1" g (2.39)

para u € 0B, N X. Como \; — oo quando k — oo, entdao p(k) — oo quando
k — oo. Escolha k de tal forma que %1102 > 2ag. Desta forma

I(u) > %p2 =« (2.40)

e portanto a condigao (I;) é verdadeira. O
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Capitulo 3

Multiplicidade de pontos criticos
para funcionais nao-simétricos

No capitulo 2 mostramos a existéncia de multiplos pontos criticos para funcionais
que sao invariantes sobre um grupo de simetrias. Neste capitulo vamos tratar
uma perturbagao no problema (2.29) que destroi a simetria do funcional. Vamos
mostrar que dentro de certas condigoes, é possivel construir um funcional que
controla o desvio na simetria, e exibir multiplos pontos criticos para o problema
modificado. Durante o resto do capitulo vamos seguir [12] e [13]. Considere

novamente o problema semilinear dado por

—Au =p(z,u), x€Q,
u=0, x¢&d.

onde 2 C R™ é um dominio limitado cujo bordo é uma superficie diferenciavel, e
u € E, onde E =W, *(Q) = C5°() com respeito a norma

1/2
||u||W01,2(Q) = (/Q|Vu|2dx> . (3.1)

O funcional associado ao problema é
1

I(u) :/ (-|vu|2 —P(x,u))dx (3.2)
q \2

onde P(z,&) = fogp(x,t)dt. O funcional em (3.2) ¢é simétrico(ou par), isto é,

satisfaz I(u) = I(—w). Utilizando a versao simétrica do Teorema do Passo
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da Montanha, o problema (2.29) possui uma sequéncia nao-limitada de valores

criticos e portanto (3.2) admite uma sequéncia nao-limitada de solugoes fracas.
Vamos tratar de uma ruptura na simetria de (3.2). Seja f € L*(f) e considere
o problema
—Au =p(z,u) + f(x), x€
u=0, x €,

o qual tem funcional associado

1) = | (21vuP = Ple,u) — flz)u)de. (3.3)
o \2

Se f # 0, entao I nao é um funcional par, e portanto nao estamos em condigoes
de aplicar a versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha. Apesar disso,
vamos exibir um conjunto de técnicas para aproximar o funcional, e exibir uma
sequéncia de solucoes fracas. Antes disso, vamos fazer algumas hipdteses de

crescimento sobre a funcao p.
Durante o resto da secao a funcao p vai satisfazer as condi¢oes abaixo:
(p1) p(2,€) € C(AXR,R)
(p2) Existem constantes aj,ay > 0 tais que
(2, §)| < a1 + as€)°

onde 0 < s < (n+2)(n—2)"1tsen>2.
(ps) Existem constantes u > 2 e r > 0 tais que para [£| > r,

0 < pP(z,§) < &p(,§)
onde P(x,£) = f[fp(x,t)dt.
(ps) A funcao P(z,§) é impar em &.
Teorema 3.0.1. Se p satisfaz (p1), (p2), (p4), (ps) € f € L*(R), entdo o problema

—Au =p(z,u) + f(z), z€q,

u=0, x &

possui uma sequéncia nao-limitada de solugoes fracas, dado que o parametro s

em (pa) possui uma condi¢ao de restricao da ordem de

(n+2)—(n=2)s _n
n(s—1) >,u—1'

g = (3.4)

23



Observagao 3.0.1. (i) A desigualdade na equagao (3.4) é equivalente a

_ (= 1)(n+2)
pn+ (= 1)(n—2)°

Se s satisfaz (3.5), entdo s < (n+2)(n —1)~*. Observe que s =1 e p =2

(3.5)

satisfazem a equagao (3.5) e portanto a condicdo (3.4) € ndo-vazia.

3.1 Controle no desvio da simetria

O argumento da demonstracao do Teorema 3.0.1 gira em torno da versao simétrica
do Teorema do Passo da Montanha. Para a prova é necessario uma estimativa

no desvio da simetria do funcional I da ordem de
1I(u) — I(—u)| < By(|T(u)|"* +1) (3.6)

para u € E. Apesar do funcional I nao satisfazer (3.6), ele pode ser modificado
para construir um novo funcional J que satisfaz (3.6), de uma forma que pontos

e valores criticos suficientemente grandes de J serao também de I.

Para motivar o problema modificado, vamos estabelecer cotas para os pontos
criticos de I em termos dos respectivos valores criticos. Em primeiro lugar,

observe que por (p,) existem constantes a4, as > 0 tais que
P(z,€) > as|é]! —ay (3.7)
para todo £ € R. Portanto existe uma constante ag > 0 tal que

L(6p(r,) + ) 2 Pla,6) + a2 aslyl (33)
para todo £ € R.

Proposicao 3.1.1. Nas hipéteses do Teorema (3.0.1), existe uma constante
A > 0 que depende apenas de | fll2@) tal que se u € um ponto critico de I,

entao
/ (P, u) + as)dz < A(I(u)? + 1) (3.9)
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Demonstragao. O funcional associado ao problema no Teorema (3.0.1) é dado

por
1
I(u) = / <§|vu\2 — P(z,u) — f(:z:)u)dx, (3.10)
Q
o qual tem derivada dada por
I'(u)p = / (Vu Vo —p(z,u)p — f(x)so)d:r ; pEL (3.11)
Q
Suponha agora que u é um ponto critico de I. Entao por 3.8
1
I(u) =I(u) — 5[’(u)u
1 1
:/ <—|Vu|2 — P(xz,u) — f(x)u)dx - —/ (|Vu|2 —p(z,u)u — f(ac)u)dx
o \2 2 Ja
1
:/ [—up(:c,u) — P(z,u) — —fu] dx
o 12 2

:%/Qup(x,u)dx—/QP(a:,u)da:—%/quda:

Aplicando a desigualdade de Holder na tultima parcela da soma temos

1 1 1
I(u) >= / up(x,u)dr — — /(up(x,u) + az)dz — S || fllr2 lullz2 ) — as
2 Ja HJa 2
1 1 1
=(5) [ (wpo. ) + as)de = S lzzioullzzioy — oo
>ar [ (Pa,u) + ar)ds — aslullogey ~ ao
9)
az
>— [ (P(z,u) 4+ aq)dz — ay.
2 Jo

Dai podemos concluir que

/Q(P(x, u) + ay4)dx — ag ga%(f(u) + ay)
<AI(u)

<A (u)* + 1)1/2
e isso encerra a prova. O

Para introduzir o problema modificado, seja y € C*°(R,R) tal que

1 seg<1
X(g):{o se &> 2
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na qual satisfaz x'(£) € (—2,0) para £ € (1,2). Defina

Qu) = 2A(I(w)* + 1)1

U(u) = X(Q(u)_l /Q(P(a:,u) + a4)dx>.

Observe que pela Proposicao (3.1.1), se u é um ponto critico de I, entao o

argumento de y pertence ao intervalo [0, 3] e portanto ¢ (u) = 1. De fato,

() =x <Q(u)1 /Q(P(%U) + a4)dx>

=X <2A(I(u)12 Ty AU+ 11/2))

=x(1/2).

Por ultimo, vamos definir o funcional auxiliar
1 2
Jw = | (§|Vu] — Pz, u) — w(u)f(x)u> dz. (3.12)

Dai segue que se u for um ponto critico de I, entdo J(u) = I(u). O préximo

resultado contém as principais propriedades técnicas do funcional J.
Proposicao 3.1.2. Sobre as hipdteses do Teorema (3.0.1), vale que:
1. J € CHE,R).
2. existe uma constante (1 que depende apenas de || f|| r2) tal que
[ T(w) = J(—u)| < (| (w)]'/* + 1) (3.13)
para todo u € E.

3. Existe uma constante My > 0 tal que se J(u) > My e J'(u) = 0, entdo
J(u)=1(u) e I'(u) = 0.

4. Fxiste uma constante My > M tal que para todo ¢ > M, J satisfaz a

condi¢cao de Palais-Smale numa vizinhanca de c.
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Demonstragao. As hipéteses (p1) — (p2) implicam que I € C'(E,R). Como x é

suave, entao ¢ e J também sao suaves, e isso prova o item 1.

Para provar 2, observe que se u € supp v, entao

/Q Fudz

onde «; depende de || f||12(). De fato, pela desigualdade de Schwarz e Holder,

‘/qudx

< on ([I(u)[Y* 4+ 1), (3.14)

temos que

<[ fllze vl 2y < aollullz2@)

1/n
§a3</Q(P(:U, u) + a4)da:>

onde a ultima desigualdade segue de (3.7) pois

ag/(P(m,u) + ay4)dx 2/ |ultdx
Q Q
:||u||/£u(Q)'
Entretanto se u € supp ), entao pela proposicao (3.1.1) temos
/(P(x,u) + ag)dr < 4A(I(v)* + DY? < ay(|I(u)] + 1).
Q

Portanto,

/Q Fudz

e isso prova a desigualdade (3.14). Para provar (3.13), observe que utilizando
3.12 e (p5),

1/p
< ( / (P(z,u) + a4>dx> < an(|7(u)] + 1) < oy (T ()] + 1)
Q

() = J(~u)] :‘ | (GIVal = Plaw) = v (@) da

- / (19l — Pla, —u) — g(—u) f() () ) .
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Subtraindo os termos temos

|J(u) — J(—u)| = /Q—P(x,u)dx—w(u)fu—/QP(x,u) + Y(—u) fudx

Portanto

|/ (u) = J(=u)| < (¥(u (3.15)

/ fudzx|.

Para estimar o lado direito de (3.15), utilizamos (3.14)

u) /Q Fudz

Agora por (3.3) e (3.12),

< argp(u) (| (uw)["* +1).

[ (u)| < |J(w)] +

/Q Fudz

1/p
w) /fudx /fudx —|—1>. (3.16)
Q Q

Utilizando a desigualdade de Young, o termo f no lado direito da equacao pode

Portanto

< a5¢(U)<|J(U)|”“ +

ser colocado no lado direito, resultando em

/Q fudz

Combinando (3.17) com uma estimativa similar para o termo ¢ (—u), temos
(3.13).

Para provar o item 3), é suficiente mostrar que se M é suficientemente grande e

(u) < ag(|J (W) + 1). (3.17)

u é um ponto critico de J com J(u) > My, entdo
Q(u)™! /(P(x,u) + a4)dz < 1. (3.18)
Q
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A definigao de v implica entdao que ¥ (v) = 1 para v numa vizinhanga de wu.
Portanto ¢’(u) = 0 e portanto J(u) = I(u), J'(u) = I'(u), e isso implica prova o
item 3).

Vamos mostrar que a desigualdade (3.18) é verdadeira. Pela defini¢ao de J temos

Ty = / (IVaf? — upla,u) — () + & () fu)dz,  (3.19)

V() u=x'(0(u)Q(u)"? [Q(u) /Q up(x,u)dr — (2A)26(u)1'(u)[’(u)u] (3.20)

O(u) = Q(u) ™" /Q(P(x, u) + aq)dx (3.21)

Reagrupando os termos em (3.19)-(3.20) obtemos

J(u)u = (14T () / Vuldz—(14+Ty(u)) / up(e, u)de— (i) + Ty (u)) / fud,

(3.22)
onde
) ='(0(0) (247 Q) *1(w) [ fuds,
To(u) =X (0(w)Q(u) ™ /Q fudx + Ty (u).
Considere .
J(u) — mJ’(u)u. (3.23)
Se Y(u) =1eTi(u) =0=Ty(u), a equagao (3.23) se reduz a
L Jwu = I(w) - 1), (3.24)

T = S wy 2

e assim

/(P(l"au) + aq)dzr < A(I(u)2 + 1)1/2

Pela desigualdade em (3.9). Portanto (3.18) segue de (3.24). Como 0 < ¢(u) < 1,
se T1(u) e Ty(u) sdo suficientemente pequenos, as estimativas na demonstragao

da Proposigao 3.1.1 aplicadas a (3.23) nos levam a (3.9) com a constante A
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substituida por uma constante da ordem de 2A, e portanto a desigualdade em
(3.18) ¢ verdadeira.

Assim, temos que provar Ti(u), To(u) — 0 quando My — co. Se u ¢ supp ¥,

entao T (u) = 0 = T5(u). Portanto vamos assumir que u € supp . Pela defini¢ao

de Ty(u) e (3.14) temos
‘/ fudzx
Q

an (|1 (w)| " + 1)

Ty(w)| <| X(0(w))442

1
VR MES RS

<O

<dan (I1(w)["* + 1).11(w)| .

Precisamos de uma estimativa relacionando [(u) e J(u) para u € suppa.

Sabemos que

I(u) > J(u) — ‘ /qudx

Portanto por 3.14
I(u) + ay[I(u)[Y* > J(u) — ay > My/2, (3.25)
para My suficientemente grande. Se I(u) < 0, entdo (3.25) implica que
of [v+ [(u)|/p = Mo/2 + |I(u)], (3.26)

onde v~ + u~! = 1. Porém, se supormos que My > 2a%v~1, entao

of W] (Mo
v L 2
o

o que é um absurdo. Portanto I(u) > 0 e (3.25) implica que I(u) > My/4 ou
I(u) > (My/4aq)*. Em qualquer um dos dois casos, teremos que I(u) — oo
quando My — 0 e (3.25) mostra que Ti(u) — 0 se My — oo. Analogamente
conseguimos estimativas que implicam que Tp(u) — 0 quando My, — oo e

portanto 3) estd provado.

Por ultimo vamos provar 4). E suficiente provar que existe um M; > M, tal
que se (up) C E, My < J(uy) < K, e J'(um) — 0, entdo (u,,) é limitada. Para
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m grande e qualquer p > 0,

pllumll = (wm) — pJ ()t
= (5~ (1 + Ta(u))

+p(1 +T2((um))/gump(:v,um)dx - / P(z, (up,)dz

(i) + Ti () — ()] /Q Fuda.

Para M; suficientemente grande, e portanto 77,75 pequenos, podemos escolher
pe (27 ee >0 tal que
1 1

V> pte>p—c> 3.27
20+ Th(wn) 57T T W Talunm) (3:27)
Portanto pelas estimativas acima, (3.27) e (p4) temos
€ €
Pllumll + K = 5llwnll* + Suaspllwmlfuq) — a2 = aslliml|zz o) (3.28)

De fato observe que utilizando as desigualdades em (3.27) para o primeiro termo

na soma temos

YA+ Th(un)) P T°

% — (14 Ti(um)) (1 + T (um)).

Como (1 + Ty (uy)) > /2, entdo

(5 — 0+ Tt Dl > &

Isso prova a primeira estimativa. Para o segundo termo na soma, observe que

<p(1+ To(um)) — (1 + To(um)),
e portanto

o(1+ To(uuy) >% o1+ To(un))



Agora, utilizando a condi¢ao (p4) na sequéncia (u,,) temos que

1
;(ump(x, um) + CLS) > a5|umlu

E portanto
/(ump(:v,um) + az)dx Z[Lag,/ |t [Hdx
0 0
Zua5||um||’£u(g)

Utilizando as duas estimativas acima obtemos

g
L+ Tattn) [ )i = Spasun e

e isso prova a segunda estimativa em (3.28). A terceira segue diretamente do fato
que P(x,u,,) é integrdvel. Para provar a 4* e tiltima estimativa, observe que pela

desigualdade de Schwarz

/ Pt < [ {1l lltm 220 < 03lltin 22y
Q

Portanto
[ (tn) — 9 tm) — T (t)] / Fmd < s Py

e isso implica na quarta estimativa. Utilizando a desigualdade de Holder e de
Young, a desigualdade (3.28)

€ €
plluml + K = §||Um||2 + g uaspllumll ) — a2 — [t 720
implica que (u,,) é limitada em E. Agora, pela Proposigao (1.0.2) do Apéndice,
D7 T (up) = (14 T4 (tm) )t — P ()

onde D : F — E* é o mapa de dualidade, P é um operador compacto e
Ty (um)| < 3(Para M; grande). Portanto valem as condi¢oes de Palais-Smale,

e isso conclui a prova de 4) e da Proposigao (3.1.2).

]
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3.2 Estimativas para o funcional auxiliar

Para concluir a prova do Teorema (3.0.1) vamos nos basear no terceiro item da
Proposigao (3.1.2) e provar que o funcional J possui uma sequéncia ilimitada de
pontos criticos utilizando a versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha.

Por conveniéncia, vamos enuncia-lo novamente

Teorema. Seja E um espaco de Banach de dimensdo infinita e I € C'(E,R)
um funcional par satisfazendo (PS), com 1(0) =0. Se E=V @& X, onde V ¢é de
dimensao finita, e I satisfaz

(I1) existem constantes p, o > 0 tais que I|sp, > a;

(Iy) para cada subespaco de dimensio finita E C E, existe um R = R(E) tal que
1 <0 em E\Bpgp;

entao I possui uma sequéncia nao limitada de valores criticos.

Sejam 0 < Ay < --- < )\, < --- os autovalores de

—Av=\v, x€),

v=0, xz€df,
e vy, U, ... as autofungdes correspondentes normalizadas com ||vg]| = 1. Seja
E), = span{vy,...,vx} e B o complemento ortogonal de Ej, em E. Para provar

a condicao (I3) para J, observe que por (py)
t?
J(tu) :—/ \Vu\Qd:U—/P(x,tu)dac—t/¢(tu)fudm
2 Jo Q Q
t2
§§||u||2 — t“kl/ |u# + ko| Q2| — t/ Y(tu) fuder — —o0
Q Q

quando ¢ — oco. Portanto existe um Ry > 0 tal que J(u) < 0 se u € Ey\Bg,, ¢
isso prova a condigao (Is).
Defina Dy, := Bg, N Ej e

[y :={h € C(Dy, E)|h é impar e h(u) = u se u € OBg, N Ej}.
Defina também

by := inf max J(h(u)); j €N (3.29)

hel'y, ueDy
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Esta sequéncia de valores minimax em geral nao vai ser uma sequéncia de valores
criticos para J, a menos do caso em que f = 0. Porém, vamos utilizd-los como
um argumento de comparagao para provar que .JJ possui uma sequéncia ilimitada

de valores criticos. Em primeiro lugar, vamos obter cotas inferiores para by.

Proposicao 3.2.1. Existe uma constante 35 e k e N tal que para todo k > k

vale

b > Bok”,

onde f = % como no Teorema (3.0.1).

Demonstracao. Seja h € T'y e p < Rj. Pela Proposicao 2.2.2, existe um
w € h(Dy) NOB, N Ei- ; e portanto

max J(h(u)) > J(w) > inf  J(u). (3.30)

€Dy wEB,NE;L |

Queremos obter uma cota inferior para o lado direito de (3.30). Seja u €

B, N Ei- ;. Entdo por (ps) temos que

o Falulee  (3:31)

/ |P(z,u)|de < /(a1|u| + aglul"™)dr < ag||ul
Q

Utilizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos

a l1—a
Ly < m(/g\Vu\zdx) (/Qu2dx> = arllul*llulllzty,  (332)

para todo u € E onde 2a = n(s — 1)(s + 1)1, Além disso, se u € Ej- |,

|

—1/2
ull 22y < Ap 2 ull. (3.33)

Utilizando as estimativas (3.32) e (3.33) temos

(1— +1
Ty SarllullC Y ful| o)

§a7||u||“ (s4+1) /\k(1/2)(1 CL)(S-l-l)“u”(l—a)(erl)

[l

—a )\*(1/2)(1*a)(5+1)HUHS-H
—az), (1/2)(1- a)(s+1)ps+1
Pela definicao de J temos que

() = /Q <%|Vu]2 ~ Pla,u) — (u) f(x)u) dz. (3.34)
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Substituindo as estimativas (3.31)(3.32)(3.33) em (3.34) temos

1 S
J(w) 250" = ellull 2 — azllullzii gy — a2 = [ fll2@ lull 2o
1 c _ _ _
Z—P2 _ _1p2 _ a2a7)\k (1/2)(1 a)(s+1)ps+1 —y — HfHLQ(Q))\k 1/2)0'

2 Ak

Escolha kj suficientemente grande tal que 4as < A\ e p = pi tal que
1 —a s s—
pp = g)\((1 )/2)((s+1)/(s—1))
para todo k > ky. Portanto
1 1 —(1=a)(s+1)/2 ¢ —1/2
J(w) 250t = 9k = azarh TV —ay — || fllz@) A
1 —(1—a)(s+1)/2 s— -1/2 _

=Pi<§ = azar A, T2 e A Pk1> - Q.

Escolhendo py de tal forma que o coeficiente de p7 seja 1/4 temos
1
J(u) = ZP% —
Utilizando o fato que a distribuicao dos autovalores 0 < Ay < -+ < A\ < --- é
tal que
Ap > k"

onde as é independente de k, e que 1 — a = %, obtemos que

1 1—a)(s+1)/(s—1
pi:_)\é )(s+1)/(s—1)

82
2 (1—a)(s+1)
2@5 n s—f

2(s+1)—n(s—1)
—ask  nG-D)

(n+2—s(n—2))
=azk” G-

:Oé5l€ﬁ.

Escolhendo k de tal forma que in > 2ap, obtemos

e portanto

by = inf J(h(u)) > inf  J(u) > ask”.
T T = g, T = e

Isso completa a prova da proposicgao.
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3.3 Uma sequéncia minimax de valores criticos

Para obter valores criticos de J a partir da sequéncia (by), um outro conjunto de

valores minimax deve ser introduzido. Defina

Uk = {u = tvk—&—l + w|t S [0, Rk+1],w € BRk+1 N Ek, ||u|| < Rk+1}

Ak = {H c C(Uk, E)‘H‘Dk el'y e H(U) =useuc Qk = (aBRk+1mEkJrl)U(BRkJrl\BkaEk)}-
Por 1ultimo, definimos os valores de minimax

cp := inf max J(H(u)) (3.35)

HeA, ueUy,

Comparando a definigao de ¢, com by em (3.29), vemos que ¢ > by.

Proposicao 3.3.1. Assuma que ¢, > b, > My. Para § € (0,cx — by,), defina

Ap(0) :={H € Ag|J(H(u)) <bp+3d seu € Dy}

cp(0) = inf maxJ(H(u)).

HeA(8) u€Uy

Nessas condigoes c(0) € um valor critico de J.

Demonstragao. A definigao de Ag(9) implica que este conjunto é nao-vazio. Como
Ar(0) C Ag, temo que ¢ (d) > ¢. Vamos supor que ¢x(d) nao é um valor critico
de J. Defina € = (¢, — by, — §). Assim, € > 0 e vamos aplicar o Lema da
Deformacao. Escolha H € Ag(d) tal que

max J(H(u)) < cp(0) + ¢ (3.36)

ucUy

Considere n(1, H(-)) € C(Uy, E). Observe que se ||u| = Rpq1 ouw € Bg,,,\Bg,N
Ey, J(H(u)) = J(u) < 0 e portanto n(1, H(u)) = u em @ pelo Lema da
Deformacao(pois podemos assumir b, > M; > 0 e portanto cx(d) > ¢ > by).
Portanto n(1, H(:)) € Ax. Como H € Ai(6), se u € Dy,

J(H(u) <by+e<cp—2< () — 2
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pela escolha €. Assim n(1,H) = H < b, + ¢ em Dy, pelo item (1) do Lema da
Deformacao e portanto n(1, H(-)) € Ax(6). Pelo item (2) do Lema da Deformacao
e pela equagdo (3.36) temos

max J(n(1, H(u))) < cx(d) — ¢

ueUy

o que é uma contradigao pela defini¢ao de ¢x(9). Isso encerra a demonstracgao. [J

De posse da sequéncia de valores criticos para .J, estamos proximos da prova
do Teorema 3.0.1. Se ¢;, > b, para uma sequéncia de k's — 0o, pelas Proposicoes
(3.2.1) e (3.3.1) temos que ¢ > by > Bok?® Yk > k. Assim J possui uma sequéncia
ilimitada de valores criticos, e a prova esta completa. Resta provar que para todo

k suficientemente grande, ¢, = b, é um absurdo.

Proposicao 3.3.2. Se ¢, = by para todo k > k*, existe uma constante w > 0 e
k > k* tal que
b < wkt/r1 (3.37)

para todo k > k.

Demonstrag¢ao. Tome € > 0 e k > k*. Escolha H € Ay tal que

max J(H(u)) < by +e. (3.38)

u€Uyg

Como Dy = U, U (=Uy), podemos extender H continuamente para Dy, como

uma funcao fmpar. De fato, seja
~ [ H(u) seuelUj
H(u) = { —H(u) seue —U

Como H|BRk+1mEk ¢ uma funcao impar, H esta bem definidae H € I'y,,. Portanto

~

. _ < _
jnf max ] (h(u)) = b1 < max.J(H (u) = J(H(w)) (3.39)

para algum w € Dyyq. Se w € Uy, por (3.38) e (3.39),
J(H(w)) < by + ¢. (3.40)
Suponha que w € —Uy. Como by — oo quando k — 0o, temos por (3.38) e (3.13),

[T () = J(=u)| < Ba(| T ()] + 1),
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o que implica J(—H(w)) > 0 se k > k* é suficientemente grande. Utilizando
novamente (3.13) e o fato de H ser fmpar, isto é, J(H (w)) = J(—H(—w)), temos
que,

J(H(w)) = J(H(~w)) < Bi(|J(H(=w))|/* + 1),

e portanto

J(H(w)) <J(H(=w)) + Bi(|J(H(=w))|"* +1
Sbk+€+ﬁ1((bk+€)l/ﬂ+1). (3.41)

Combinando (3.39)-(3.41) temos
brp1 < b+ e+ Bi((by + )" +1). (3.42)
Como ¢ é arbitrario, (3.42) implica
b1 < by + Br((bp)* +1) (3.43)

para todo k > k*.

Resta agora mostrar que (3.43) implica em (3.37). Vamos concluir a prova
utilizando um processo de indugao finita. Suponhamos que (3.37) seja vélida para
todo k € [l%,j] N N. Vamos provar que também vale para j + 1. Sem perda de
generalidade vamos assumir que j > 2% e

b-
w > max S & L —
o<i<k (k + [)#/pt1

Por (3.43) temos

b1 <bj + Bi((0)* +1) < bj + Buws ")+ 1)

J
<by + B Y _(WHM 4 1)
1=k

J
<bp + B1(j — b+ 1) + By 1M (3.44)
I=k
N6s precisamos provar que o lado direito de (3.44) é limitado por w(j + 1)#/#~ 1.
Observe que

- 1/p—1 7 1/pu—1 p—1 Wff k-1 1
Zl/u— S/ 2V gy = /= =t (3.45)

— i 1t Y
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Comparando (3.44) e (3.45), vemos que para obter (3.37) para j + 1, ¢ suficiente

que w satisfaga as seguintes condicoes
i by <w(1—20)(j + 1)H/rt
ii. 8 <wd

e 1 lLL
iii. frw /“E < wd

para algum & € (0,1). Como j > 2k, o item (i) é valido se
1< (1—268)20/m 1

o que é satisfeito para 0 numa vizinhanga de 0. Com § fixado, os itens (ii) e (i)
sao verdadeiros se w é suficientemente grande. Para concluir a prova, observe que
utilizando (3.45)

i
bjs1 b+ Bi(j — k + 1) + B/ /et

1=k

<b; + B1(j — k+ 1)+ Blwl/u%ju/u—l_

1

Utilizando as condicoes acima, temos

biv1 <w(1—20)(G + D"P L+ wo(j —k+1) +wd(j + 1)/t
—w(1—8)(G+ )P+ wi(j —k+1).

Como 9 é arbitrario, isso implica que
s < w(j + 1),
Isso a prova a inducao j + 1 e conclui a prova da proposicao. O
Comparando (3.37) com a Proposigao 3.2.1 e com (3.4), obtemos que
Bk < by < whkt/H,

onde w, B > 0. Isso é uma contradicao pela definicao de (5 e isso conclui a prova
do Teorema 3.0.1.
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Comnsideracoes Finais

Vamos mencionar alguns resultados que melhoram o Teorema (3.0.1). Se f(z) no

problema

—Au=p(w,u) + f(x), TEQ,
u=0, x¢&d.

for substituida por f(z,u) onde
’f(l‘,u>| §51+62|£‘U7 0<o<p-—-1, (346)

e supormos uma condigao mais forte para (3.4), da ordem de

(n+2) — (n—29) !
ns—1)  p—(o+1)

(3.47)

entao uma variagao dos argumentos feitos no Capitulo 3 nos da uma versao do
Teorema (3.0.1) para este caso. Mais detalhes deste caso estao contidos em [13].
Outra questao interessante é se o Teorema (3.0.1) continua valido sem a presencga
da hipétese (3.4). Em [2], Bahri obteve uma resposta parcial onde ele provou que

para o problema

—Au =|u|*"tu+ f(r), €
u=0, x €I,

onde s < (n + 2)(n — 2)7!, existe um conjunto denso de f no espago W~12(Q)
em que o problema possui um numero infinito de solugoes fracas distintas.
Finalmente, em [3], Bahri e P.L. Lions melhoraram o valor de s em (3.4) para

s <mn(n-—2)""
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Apeéendice A

Resultados importantes

Definigao 1.0.1 (Palais-Smale). Se E for um espa¢o de Banach, dizemos que
uma sequéncia u,, C E satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (a qual vamos denotar
por (PS)) para um funcional I € CY(E,R) se I(u,,) € limitada e I'(uy,) — 0,
quando m — oo, implicam que u,, possui uma subsequéncia convergente. Dizemos
que u,, C E satisfaz a condi¢do de Palais-Smale localmente (a qual vamos denotar
por (PS)ie) se existe 6 > 0 tal que |I(u,) —c| <0 e I'(u,) — 0 quando n — oo

implicam que u, possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 1.0.1 (Teorema da Deformagao). Seja E um espago de Banach e
I € CY(E,R) satisfazendo (PS). Sec € R, € > 0, ¢ O uma vizinhanga de
K., entao existe € € (0,2) en € C([0,1] x E, E) tal que

1. n(0,u) = u para todo u € E.

2. n(t,u) = u para todo t € [0,1] se I(u) ¢ [c —E,c+E].

3. n(t,u) =u € um homeomorfismo de E em E para cada t € [0, 1].
4. |In(t,u) —ul| <1 para todo t € [0,1] eu € E.

5. I(n(t,u)) < I(u) para todo t € [0,1] eu € E.

6. (1, Ay \O) C A, .

7. Se K. =1, entao n(1, Aerc) C Ae_..

8. Se I(u) € um funcional par em u, entao n(t,u) é impar em w.

41



Demonstracao. Ver [12].

]

Proposicao 1.0.1. Seja Q um dominio limitado em R™ cujo bordo ¢ uma

superficie diferencidavel. Vamos supor que:
(p1) p(z,6) € C(QxRR)

(p2) Existem constantes ay,as > 0 tais que

p(, )] < ar + asf€]®

onde 0 <s<(n+2)(n—2)"' sen>2. Se

3
P, €) = / pla, )t

I(u) = /Q <|Vu|2 - P(x,u))dx,

entio I € CY(W,2(Q),R) e
Iue = [ (Vu- Vo~ plo w)g)ds
Q

para todo p € E =W,*(Q). Além disso

¢ um funcional fracamente continuo e J'(u) é compacto.

Demonstragao. Ver [12].

Proposicao 1.0.2. Seja p uma fungao satisfazendo as condi¢oes (p1) — (p2) e

I(u) = /Q <|Vu|2 - P(:v,u))dx.

]

Se (un) € uma sequéncia em E = W, (Q) tal que I'(uy) — 0 quando m — oo,

entao u,, possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 1.0.2 (Gagliardo-Nirenberg). Seja 1 < ¢ < o0 e j,k € N, j < k.

Assumindo uma das duas possibilidades
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r=1 l<r<oo
L<pg<1 ou k—j—2=0,1,2...
I<h<1

e definirmos

b-Leo-8) 15

entao existe uma constante C' independente de u tal que
IV7ull, = || < CIIV*ulllull;™ Yu € LIR™) nWH(R™).

Demonstracao. Ver [11].
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